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La  partie  la  plus  ëtendue  et  en  même  temps  la  plus  importante 
de  Fouvrage  que  T Auteur  a  publie  sous  le  nom  ^Exercices  de 
Calcul  intégral j  est,  comme  on  sait,  celle  qui  traite  des  fonc- 
tions elliptiques,  de  leur  application . à  difFérens  problèmes  de 
Géométrie  et  de  Mécanique  y  et  de  la  construction  des  tables  né- 
cessaires pour  l'usage  de  ces  fonctions.  Cette  partie,  ainsi  que 
celle  qui  concerùe  les  intégrales  définies ,  auxquelles  FAuteur  a 
donné  le  nom  ^intégrales  Eulériennes,  sont  reproduites  dans 
ce  nouveau  Traité  avec  un  grand  nombre  d  additions  dont  Fobjet 
est  de  perfectionner  la  théorie  de  ces  transcendantes  et  d'en  étendre 
les  applications.  D'ailleurs  Fordre  nouveau  dans  lequel  les  ma- 
tières sont  présentées ,  et  le  soin  qu  a  pris  FAuteur  de  faire  dispa- 
raître en  beaucoup  de  points  les  imperfections  qu'il  avait  remar- 
quas lui-même  dans  son  précédent  ouvrage,  assurent  à  celui-ci 
des  avantages  que  Fopînîon  générale  ne  pourra  manquer  de  con- 
firmer. 

Il  serait  trop  long  d'indiquer  ici,  même  sommairement,  en 
quoi  consistent  les  cbangemens  et  améliorations  que  Fon  remar- 
quera dans  la  première  partie ,  intitulée  Théorie  des  fonctions 
elliptiques;  nous  nous  bornerons  à  citer  comme  présentant  de 
nouveaux  résultats,  les  chapitres  XXVIII,  XXIX,  XXX,  et 
surtout  le  chapitre  XXXI  qui  contient  la  découverte  d'une  nou- 
velle échelle  de  modules^  différente  de  l'échelle  cpnnue,  et  qui 
donne  une  explication  simple  de  plusieurs  formules,  contenant 
des  réductions  très  remarquables  auxquelles  FAuteur  n'était  pat- 
venu  précédemment  que  par  des  voies  très  laborieuses;  cette 
seconde  échelle  combinée  avec  la  première  donne  lieu  à'ia  for- 
jniation  d'une  sorte  de  damier  analytique,  dont  les  cases  corres- 
pondent aux  transformations  infiniment  multipliées.  ;  que  p^çut 
T.I.  \, 
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subir  la  plus  simple  des  fonctions  elliptiques ,  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même. 

•  »... 

Les  applications  de  la  théorie  à  differens  problèmes  de  Géomë- 
trie  et  de  Mécanique,  forment  la  seconde  partie  du  tome  I  :  on  y 
remarquera  de  nouveaux  développemens  très  étendus  sur  là  sur- 
face du  cône  oblique,  et  une  section  entièrement  nouvelle  sur 
Torbite  décrite  en  vertu  d  une  force  centrale  donnée.  C'est  surtout 
dans  cette  partie  que  se  manifestent  les  avantages  des  méthodes 
proposées  par  FAuteur ,  soit  pour  faire  découvrir  de  nouvelles  so- 
lutions ,  soit  pour  perfectionner  et  compléter  des  solutions  que 
les  méthodes  ordinaires  avaient  laissées  imparfaites  :  celle ,  par 
exemple ,  qui  se  rapporte  au  grand  problème  du  mouvement  d'un 
corps  attiré  vers  deux  centres- 

Une  troisième  partie  qui  sert  de  complément  au  Traité  des 
fonctions  elliptiques ,  est  uniquement  destinée  à  la  construction 
des  tables.  Cette  partie ,  placée  en  tête  du  tome  II ,  ne  diffère  que 
par  quelques  suppressions  devenues  nécessaires,  dece  qu'elle  était 
dans  le  3*  volume  des  Exercices.  On  y  trouve  non-seulement 
l'exposition  des  méthodes  qui  peuvent  servir  à  construire  les  tables 
elliptiques  dans  différentes  hypothèses  sur  leur  forme  et  sur  leur 
étendue ,  mais  en  général  tous  les  détails  de  pratique  nécessaires 
-pour  calculer  les  valeurs  des  fonctions  dites  de  première  et  de 
seconde  espèfce ,  avec  tout  le  degré  d'approximation  que  peuveat 
donner  les  grandes  tables  trigonométrîques  de  Briggs.  Peut-être 
lie  trouverait-on  dans  aucun  autre  ouvrage  des  exemples  de  cal- 
ètils  numériques ,  dirigés  par  des  formules  aussi  propres  à  abréger 
le.  travail  et  exécutés  avec  un  aussi  grand  degré  de  précision. 
Cette  partie  est  terminée  par  îe  recueil  des  tablés ,  tant  aulî- 
liàires  que  principales,  calculées  avec  assez  d  étendue  pour  tenir 
lieu  pendant  long-temps  de  tout'autre  secours  dans  Ffirp^flicàtioti 
de  la  nouvelle  théorie. 

Il  lite  ^Séra  pàé  îiîrTitile  liôtti-^l'histoité  dd  là  Scïéticè,  dié  faire  re- 
marquer ici  (jue  èèWè  nouvelle  branche  d^iàiyse  à  Faquèlle  Mu- 


,  depuis  r^im^ê  17^$  où  il  a  fait  parftît^0  m^  pr#r^ 
;hes  sur  les  aycs  d'eUipse ,  jusqu'à  l'ëp^que  acf;uel)0.> 
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teur  a  dbppé  le  Bom  de  Théoriç  des  fonctions  elliptiques  ^  e^t 
fondée ^u  grande  partie  sur  les  bases/établies  danç  le  çl^p*  Y 3  cop- 
cernant  la  forme  la  plus  simple  de  çe3  fonctions  fet  Içwr  diyipion 
en  trois  espèces}  d'où  est  res<d^é  jun  ^ystèp»e  de  tionîieiaiçl^tvurô  et 
de  cotation ,  propre  à  repré$enter  ces  fonçtionsf  dgii^s Je$  msages  or-- 
di^aires  de  l'analyse ,  ^t  à  faciliter  la  recherche  de  ley.rs 'propriétés  •  : 
Ëuler  avait  prévn  qti  a  l'aide  d'une  notation  convetiable»  le  c4cnl 
des  arcs  d'ellipse  et  autres  transcendantes  lanalognes,.  pourarait; 
devenir  d'un  usage  presque  aussi  général  ijue  celwi  4?^  apcsde 
cercle  et  dcîslogarithmes  'C^) ,  mais  si  on  excepte  L<m4efi ,  qui^  par 
la  découverte  de  so^  théorèçae  j  aurait  pu  s'ppivrii:  ^eg  rfittj^s  no?»n 
velles,  personne  ne  s'est  mis  en  devoir  de  réaliser  la  pr^ictiop. 
d'Ëuler ,  et  on  peut  dire  que  l'Aute^ir  4e  ce.  Trsjit^  .^t  ,r:egtç  SQpJl 
à  s'en  occuper 
mières  recherches 
Cette  espèce  de  délaissement  a  retardé  sâ]g$  dout^  Jes  prqg^i^srdio 
la  Théox'ie  des  foncfiods  elliptiques  ;  irtais  rAutç^r-par  âm  »&9vXh 
renouvelés  à  de  grands  intwviUép  de  t^^pç^  e^t:' parvenu  enlî)% 
à  compléter  presque  entièrement  cet^e  théprie,  pt  à  ^n  irendm  1>«|>^ 
plipation  facpe  pat  des  tables  fort  é(eudaes  doi^f:  il  a  0^4PUté 
lui-ménte  tons  le$  calculç. 

Le  refite  du  tome  II  traite  de  ices  denK:  «wf tei&^d'intégrales  défi-^ 
nies  dont  Euler  s'eftt  bçânwnp  a«J»pé  daçyj  plusieurs  de  (S^sp»-^ 
vrages,  et  auxquelles  ^  par  cette  raison ,  l'Auteur 'a  cfUi^i^Voir 
donner  le  nom  â.^ intégrales  Eulériennes.  Des  recherches  pour 
compléter  la  théorie  de  ces  intégrales  avaient  produit  les  par- 
ties II  et  IV  des  Exercices;  F  Auteur  les  présente  maintenant 
sous  une  forme  plus  simple  à  quelques  égards  et  exempte  de 

(^)  Voici  les  paroles  dfEuler  (Novi  Com.  Petrop  ,  tom.  X^  pag.  4)* 
<c  Jmprimia  autem  hic  idoneua  aignandi  modas  deaiderari  videtur^  cujuh  opê  arcus 
»  eUiptici  œque  commode  in  calcula  exprimi  queant  ac  Jam  hgarithmi  et  arcuê  cir^ 
1»  cularesj  ad  insigne  analysées  incrementum  ^  in  calculum  sunt  introduciL  TaUa  signa 
n  nopam  quamdam  ccdcuU  speciem  suppediiabunt, . ,  .   » 
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doubles  emplois.  Il  y  a  joint,  à  cause  de  TafiSlnitédes  matières ^ 
les  résultants  contenus  dans  d'autres  parties  du  même  ouvrage , 
sur  une  sorte  d'intégrales  qu'on  peut  rapporter  aux  intégrales 
Eul^iétinés  indéfinies  de  la  seconde  espèce ,  et  qui  se  calculent 
par  diflFérentes  méthodes  suivant  les  limites  dans  lesquelles  ces 
intégrales  doivent  être  prises.  C'est  ce  genre  de  transcendantes 
qui  a  offert  à  l'Auteur  le  moyen  de  trouver  l'intégrale  complète 
d'une  équation  différentielle  analogue  à  l'équation  de  Rîccati^ 
mais  beaucoup  plus  générale.  . 

Enfin ,  pour  que  ce  nouvel  ouvrage  pût  être  considéré  comme 
un  traité  à  peu  près  complet  des  transcendantes  les  plus  connues 
ou  les  plus  utiles  après  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes ,  l'Au- 
teur  a  cru  devoir  terminer  le  second  volume  par  le  chapitre  de 
son  précédent  ouvrage,  qui  traite  du  développement  de  la  fonc- 

•  * 

tion  (i — ^  2acos^ -4- ^*)""',  n  étant  un  exposant  fractionnaire. 
On  sait  que  les  coefficiens  de  cette  fonction  sont  des  transcen- 
dantes qui  ont  en  général  beaucoup  d'analogie  avec  les  fonctions 
elliptiques  de.  là  première  et  de  la  seconde  espèce,  et  qui  coin- 
cident  avec  elles  toutes  les  fois  que  iin  est  un  nombre  entier,  ce 
qiii'a  lieu  dans  le  calcul  des  perturbations  des  planètes.  Ainsi 
rien  n'a  été  négligé  pour  que  cet  ouvrage  devînt  utile  dans  dif- 
férens  genres  de  recherches ,  soit  par  les  nombreuses  formules 
qu'il  contient,  soit  par  les  tables  dont  il  ofire  un  recueil  aussi 
varié  qu'étendu. 
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THÉORIE 

DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


INTRODDCTION. 

Oi  on  pouvait  ranger  dans  un  ordre  méthodique  les  diverses  transcendantes 
<|ui  n'ont  été  connues  et  employées  jusqu'ici  que  sous  le  nom  de  quadratures; 
si  en  étudiant  leurs  propriétés  on  trouvait  les  moyens  de  les  réduire  aux 
expressions  les  plus  simples  dont  elles  soht  susceptibles  dans  l'état  de  gêné-, 
ralité,  eC^'en  calculer  avec  facilité  les  valeurs  approchées  lorsqu'elles  de- 
viennent entièrement  déterminées;  alors  les  transcendantes  dont  il  s'agit , 
désignées  chacune  par  un  caractère  particulier  et  soumises  à  un  algorithme 
convenable,  pourraient  être  employées  dans  l'analyse  à  peu  près  comme 
le  sont  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes;  les  applications  du  calcul 
intégral  ne  seraient  plus  arrêtées ,  comme  elles  l'ont  été  jusqu'ici,  par  cette 
espèce  de  barrière  qu'on  ne  tente  plus  de  franchir,  lorsque  le  problème  est 
ramené  aux  quadratures,  et  les  solutions,  a  peine  commencées  par  cette 
réduction ,  recevraient  tous  les  développemens  que  comporte  la  nature  de 
la  question. 

Ce  qu'il  serait  comme  impossible  d'exécuter  dans  un  plan  aussi  vaste  que 
celui  qui  vient  d'être  tracé,  on  peut  au  moins  le  réaliser  à  l'égard  des  trans- 
cendantes qui  se  rapprochent  le  plus  des  fonctions  circulaires  et  logarith* 
miques ,  telles  que  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole ,  et  en  général  les 
transcendantes  auxquelles  nous  avons  donné  le  nom  àe  fonctions  elliptiques. 

La  théorie  que  nous  allons  exposer  de  ces  fonctions  prouvera  qu'elles  mé- 
ritent d'occuper  une  place  distinguée  dans  l'analyse,  et  qu'elles  peuvent  être 
employées  utilement  dans  les  applications  du  calcul  intégral;  mais  avant 
d'entrer  en  matière,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  succinctement  le» 
époques  de  l'origine  de  cette  théorie  et  de  ses  accroissemens  progressif. 

Maclaurin  et  d'Alembert  ^'^  sont  les  premiers  qui  se  soient  occupés  des 
intégrales  qui  peuvent  être  exprimées  par  des  arcs  d'ellipse  ou  par  des  arcs 
d'hyperbole;  ils  trouvèrent  un  grand  nombre  de  formules  susceptibles  de 


CO  Maclaurin.  Traité  des  Floxions.  —  jyAUmbirL  Mém.  de  Bcilin,  174& 

T.  I.  I 


3  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 

cette  rédaction ,  mais  les  differens  résultats  n'étaient  point  liés  entre  eux  et 
ne  pouvaient  former  aucune  théorie. 

Un  péomètre  italien  d'une  grande  sagacité,  ouvrit  I9  rqutc  à  des  spéQ|i:i 
lations  plus  profondes  ^*).  Il  prouva  que  sur  toute  ellipse  ou  sur  toute  hy- 
perbole donnée,  on  peut  assigner,  d'une  inanité  de  manières,,  deux  arcs 
dont  la  différence  soit  égale  à  une  quantité  algébrique.  Il  démontra  en 
même  temps  que  la  courbe  nommée  lemniscate  jouit  de  cette  singulière  pro- 
priété, que  ses  arcs  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  algébriquement, 
comme  les  arcs  de  cercle,  quoique  chacun  d'eux  soit  une  transcendante  d'ua 
otdre  supérieur;  c'est  le  premier  exemple  où  l'on  ait  montré  l'usage  de  la 
plus  simple  des  fonctiotis  elliptiques,  qui  est  en  quelque  sorte  la  régulatrice 
dé  toutes  les  autres  et  qui  peut  se  transformer  d'une  infinité  de  manières  sans 
cesser  d'être  semblable  à  elle-même. 

Euler,  par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort  heureuse, 
quoiq^ae  ces  hazards  n'arrivent  qu'à  ceux  qui  savent  les  faire  naître,  trouva 
Hutégrale  algébrique  complète  d'une  équation  différentielle  composée  de 
deux  termes  séparés,  mais  semblables,  dont  chacun  n'est  intégrable  que 
par  des  arcs  de  sections  coniques  ^•^ 

Cette  découverte  importante  donna  lieu  à  son  auteur  de  comparer  d'une 
manière  plus  générale  qu'on  ne  Tavait  fait  avant  lui,  non-seulement  les 
arcs  d'une  même  ellipse,  d'une  même  hyperbole,  ou  d'une  même  lemnis- 
cate, mais  en  général  toutes  les  transcendantes  contenues  dans  la  formule 

-^,  où  P  est  une  fonction  rationnelle  de  âr,  et  R  la  racine  quarrée  d'un 

polynôme  en  x  du  quatrième  degré. 

Lagrange  voulut  faire  rentrer  dans  les  procédés  ordinaires  de  l'analyse  l'in-. 
tégrale  trouvée  par  Euler  ^^  j  il  y  parvint  par  une  méthode  fort  ingœieuse 
dont  Vap^lioatioti  s'élève  graduellement  des  transcendantes  inférieures  aux 
transcendantes  Eulériennes,  mais  il  essaya  inutilement  de  parvenir  à.  iin 
résultat  plus  général  que  celui  d'Euler. 

Peu  de  temps  après,  Landeh,  géomètre  anglais,  démontra  que  tout  arc. 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse  ^^^;  découverte  mémo-' 
rable  qui  simplifie  la  théorie  de  ces  transcendantes,  et  qui  aurait  pu  00U7 
duire  l'auteur  à  d'autres  résultats  plus  importàns. 

9^  Fagnani.  ProditzioDi  matcmatiche ,  tom.  II ,  i^So. 

CO  Euler.  Novi  Com.  Pctrop.,  tom.  VI  et  VII,  1761. 

C3)  Mém.  de  Turin,  tom.  IV,  1768. 

(^^  Philosophical  Transactions,  1775,  Mathematical  Memoirs , by  JiHasiLandenf  i^î^ 
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Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  même  carrière  ^'^  en  don- 
nant une  méthode  générale  pour  trouver  par  approsimation  les  intégrales 

de  la  forme  f  -^. 

Telles  étaient  les  principales  découvertes  des  Géomètres  dans  la  théorie 
de  ces  intégrales,  lorsque  je  publiai  mes  recherches  sur  l'intégration  par  arcs 
<l'ellipse  ^*^,  oh  après  avoir  démontré  la  plupart  des  tliéoi^mes  connus*  jus* 
qu'à  cette  époque^  je  fis  voir  que  dans  une  suite  infinie  d'eUipses  formées 
d'après  une  même  loi,  on  peut  réduire  la  rectification  d'une  de  ces  ellipses 
à  celle  de  deux  autres  prises  à  volonté  dans  la  même  suite.  C'était  un  pas 
de  plus  dans  une  carrière  difficile.  ' 

Bfais  cette  matière  et  en  général  la  théorie  des  transcendantes  désignée^ 

-^ ,  demandait  à  être  traitée  d'une  manière  plus  méthodique  et  plus 

approfondie.  C'est  ce  que  j'essayai  ^e  faire  dans  un  Mémoire  sur  les  Trans:' 
cendantes  elliptiques j  publié  en  1793.  Je  me  proposai  dans  cet  ouvrage, 
de  comparer  entre  elles  toutes  les  fonctions  comprises  sous  cette  dénomi- 
nation, de  les  classer  en  différentes  espèces,  de  réduire  chacune  à  la  forme 
la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible,  de  les  évaluer  par  les  approxiina*- 
tions  les  plus  promptes  et  les  plus  faciles;  enfin  de  former  de  l'ensemble 
de  cette  Uiéorie  une  sorte  d'algorithme  qui  pût  servir  à  étendre  le  domaine 
de  l'analyse. 

Des  recherches  ultérieures  ayant  eu  pour  résultat  de  perfectionner  de  plus 
en  plus  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  est  devenu  nécessaire  de  pré- 
senter cette  nouvelle  branche  d'analyse  avec  de  plus  grands  développemens, 
et  d'en  montrer  l'application  à  differens  problèmes  choisis  de  Géométrie  et 
de  Mécanique.  Mais  pour  rendre  cette  théorie  tout-à-fiiittisuelle,  il  restait  i 
construire  une  série  de  tables  au  moyen  desquelles  on  pût,  dans  chaque  cas 
proposé,  trouver  la  valeur  numérique  des  fonctions  de  la  première  et  de  1^ 
seconde  espèce.  Ces  tables' ont  été  enfin  construites,  après  une  multitude 
de  recherchés  entreprises  dans  la  vue  de  découvrir  les  méthodes  et  les  for- 
mules  les  plus  propres  à  diminuer  la  longueur  et  la  difficulté  des  calculs. 

Ainsi  la  théorie  que  nous  allons  exposer,  agrandie  et  à  peu  près  complétée 
par  un  grand  nombre  de  travaux  successif,  pourra  être  appUquée  avec  pres- 
que autant  de  facilité  que  celle  des  fonctions  circulaires  et  logarithmiques, 
ce  qui  était  l'objet  des  vœux  et  des  espérances  d'Euler. 

('>  Nonveaux  Mémoires  de  Turin,  ans.  1784* et  1785,  tom.  II. 
CO  Hém.  de  PAcad.  des  Sciences  de  Paris,  ann.  1786, 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Idée  générale  des  différentes  sortes  de  transcendantes  contenues 

dans  la  formule  intégrale  /-jp* 

I.  jNous  reprësentons  par  P  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et 
par  R  le  radical  v^(flt  +  ^a:  +  >^*  +  J^«^  + ««a?*)  :  ce  radical  restant  le 
même,  on  peut  donner  une  infinité  de  valeurs  k  P;  mais  il  n'en  résulte 
pas  pour  cela  une  infinité  de  transcendantes  de  nature  différente.  On  peut 

toujours  j  par  des  intégrations  partielles,  réduire  l'intégrale  / -^  à  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  transcendantes^  qui  sont  toujours  de 
la  même  forme  et  de  la  même  nature.  C'est  ce  qu'il  s'agit  de  développer. 

Supposons  d'abord  que  P  soit  une  fonction  entière  de  x^  en  sorte  qu'on 
ait  P=A4-Bar+Cjc*+.  •  .•+Ka:*.    Si  l'on  représente,  pour  abréger 

—g—  par  n*,  il  est  clair  qu'on  aura 

or,  en  différenciant  la  quantité  â:"~'R,  et  revenant  de  la  différentielle  à 
l'intégrale,  on  trouve  cette  formule 

jc— «R  =  (m  —  3 )  an— ^  +  (m  —  I)  Cn— «  +  (m  —  a)  >n»-» 
^.(m  — |)«rn— »  +  (/îi  — i)  6n«j 

d'où  il  suit  que  H",  n*"',  etc.,  peuvent  s'abaisser  successivement  à  des 
degrés  inférieurs,  et  qu'on  peut  continuer  la  réduction  jusqu'à  ce  qu'on 
n'ait  que  des  quantités  au-dessous  de  FI';  car  la  réduction  de  II'  est  encore 
possible,  parce  que,  dans  le  cas  de  m=:3,  le  terme  qui  semblerait  devoir 
contenir  II**'  s'évanouit.  Donc  P  étant  une  fonction  entière  de  :r,  l'inté- 

-j^  pourra  toujours  se  réduire  à  une  quantité  algébrique,  plus  ur« 

transcendante  qui  sera  constamment  de  la  forme 


CHAPITRE  I.  5 

'•  :k.  G>ii8idéroDS  mûntenant  la  formule  dans  toute  sa  géniéralitë,  et  soit  P 
uae  fonction  rationnelle  quelconque  de  or  :  on  fera  comme  s'il  était  ques- 
tion d'intégrer  la  fraction  rationnelle  Tdx}  on  extraira  d'abord  la  partie 
entière  qui  peut  y  être  contenue ,  et  cette  partie  sera  traitée  comme  il  vient 
d'être  dit*  On  décomposera  ensuite  le  reste  en.  plusieurs^  fractions  par^ 
tielles,  selon  le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur;  de  là  résulteront 
autant  de  termes  dans  l'int^rale  totale,  et  chacun  de  ces  termes  pourra 

T-^ — Tjjg.  Or,  il  est  fiicile  de 

réduire  tous  les  termes  de  cette  espèce  à  des  termes  semblables,  où  A  =  i  ; 
c'est  ce  que  nous  allons  prouver  dans  un  instant.  Observons  auparavant 
que  si  le  dénominateur,  au  lieu  d'être  compleiLe,  était  simplement  x^, 

Tintégrale  /lÂ^y  ^t  toutes  les  semblables  où  A:>  i,  pourraient  se  déter- 
miner par  le  moyen  de  l'intégrale  y  f — l-B+Ca:+Dj:'J^,  il   suffirait 

pour  cela  de  donner  à  /ti— -4  ^^  valeurs  négatives  dans  la  formule  de 
l'article  (i). 

Revenons  au  terme  général  f  r    t^  yf:  que  nous  appellerons  T*.  Si  l'on 

fait  i  ^nx^zcÊy  et  qu'on  prenne  les  coeffîciens  etf^  C\  etc.,  de  manière 
qu'on  ait  l'équation  identique 

on  trouvera,  par  la  différenciation  de  la  quantité  cû'^^'^^K  cette  formule 
générale  : 

^^^^^=(*-0«'r»+(A:-|)e'n--H(*-.3)yr»-^ 

4-  (A—  f }  J^T»-»  +  (A  —  3)  «T»-*. 
D'où  il  suit  que  les  quantités  T  ,  Tf,  etc.,  peuvent  se  déterminer  au  moyen  de 

P,  r%  r-,  r-;  or,  r«=/ J,r-=/i:i+/Mr)^,  r-=y(i+iwr)«f  . 

> 

(i-^nxYK^  ^^  toutes  les  formules  semblables 

dans  lesquelles  k  est  plus  grand  .que  l'upité,  ^e  réduiront  toujours  à  une 
partie  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  forme 

/(îT^+B  +  C«  +  Mt- 


6  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

3*  Notis  coDclurons  de  là  que  y  quelle  que  soit  la  fonction  ratiomieUe  de  x 
représenlée  par  P,  l'intégrale  /  rzr  sera  toujours  dëcomposable  en  trois 
parties;  pâaçdpales ,  la  première  algébrique  ^  la,  seconde  de  la  forme 
/(A-f^Bar  +  Cjc*)-!?-,  et  la  troisième  t^ti  fermant  un  ou  plusieurs  termes 

/^       dx 
ri4-n:t)R»  où  le  Coefficient  n  peut  être  réel  ou  imagmaire^ 

On  voit,  par  oette  analyse,  que  le  nombre  des  transcendantes  comprises 
dan»  la  formule  /  -^  est  très  limité.  Il  n'en  existe  que  de  deux  espèces 

principales,  Tune  de  la  forme  /(A  +Ba:-f-C^*)  -g-,  l'autre  de  la  forme 

iT—r — yn •  J'observe  même  que  tant  que  n  est  réel ,,  cette  seconde  espèce 
est  comprise  dans  la  première,  et  à  y  ramène  immédiatement,  en  faisant 

Ces  réductions  générales  une  fois  aperçues,  nous  allons  suivre  une  autre 
route  pour  parv.enir  à  une  connaissance  plus  précise  des  mêmes  transcen- 
dantes. 


CHAPITRÉ  II. 


Manière  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la 

variable  sous  le  radical. 

4.'  lu  B  radical  étant  toujours  ^/(a-f-ff'^î-f-j^x'+crx'-f-^)»  supposons  que 
lâsquantité  sousble^gne  soit  décomposée  en  deux  fircteurs  réels  ^+a)ix-|^âr% 
;^-f.2/ir+Fa:*.  Ces  facteurs  doivent  être  de  même  signe  pour  que  le 
soit  réd-j  ainsi  on  peut  supposer 

De  là  on  tirp 
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et  si  Von  appelle  ^{'oiir  abr^evi,  Y  le  radipal  de  cel^e  ÇTipriçssioD  ^  on  aura 
^  =  ^.  La  valeur  clè  x  étant  suBstitùëe  dans^t^,  en  voit  qUe  la  diffiâren^ 

tielle  -rr^  ou  -r—  se  décomposera  toujours  en  deux  parties,  Vvt\  ratÎQpuftUf 

et  intégrablè  par  les  règles  ordinaires,  raulré  affecléè  dû  radical  Y^  mais 
telle,  qu'il  n'y  "aura  que  des  puissances  psrires  dej^  smts  lë; radical  et  hors 

du  radical.  Ainsi  rihtëgratiôn  de  ia  formufe  ^  sn^duit  toujours  à  celle 

d'une  formule  de  la  même  nature,  dans  laquelle  Pet  R  ne  contiennent  que 
des  puissances  paires  de  or. 

5.  Cette  méthode  est  générale;,  cependapt,  cômnoe  la  valeur  de  or,  qui 
doit  être  substituée  dans  Py  est  un  peu  compliquée-^-îliie  sera  pas  inutile  de 
ÉEiire  voir  qu'on  peut  parvenir  au  même  but  par  u0e  si!ibstitution  beaucoup 

plus  simple,  qui  consiste  à  faire  orscc^  -4-    >  p  eb  q  ëtaînt  deux  constantea 

indétenninées. 

Reprenons  les  facteurs  Ç  +  aiîa: -|- flx*,  X  +  Sfix^vac^^  et  sublstituona 
âans  chacun  d'eux  la  valeur  de  x^  on  pourra  faire  abstractiôlî  du  déno^ 
mînateur  commun  qui  sort  du  radical ,  et  pour  que  les  puissances  impaii^ 
de  /  disparaissent  dans  les  numérateurs,  il  faudra  qu'on  ait' 

Ç +  »»(;'  + î) -h  <ipy  =  o» 
^'hf*'{p'irç)  +  '>pq  =  o~ 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationnelles  «d^/'.i^'^  et  4Q,/!gij 
mais  pour  que  p  et  éf  soient  Téfelà,  il  faut' encore  que  (p^qY^^ip^f 
ou  (p  —  qy  soit  posili£^  Or^  on.  peut  distinguer  deux  cas*:  ; 

I®.,  Si  la  quantité  a  +  €x^yx^^  etc.  n'a  pas  tous  sfs  faetfurs'rëels^ 
on  pourra  supposer  que  X^  2fix'^yx^  en  contient  deux  imaginaires/  et 
qu'on  a  en  conséquence  Alr>•/x^  Mais  ta  8e<ionde  desr  équations  en /?  et  i)f» 
donne  '      •   ^'  !     • . 

donc,  dans  ce  premier  cas,  lé  second,  membre  est  positif, ' et  les  valéurs^dé" 
p  et  g  seront  réelles,      .       '*..''  *  '     .  '    '  I    *  ^ 

a*.  Si  la  quantité  a  +  Ca:  +  etc.  a  .toiis,ses  facteurs,  réels,,  "ît  qu'en 'la' 
décomposant  en  deux  facteurs  du  second  degré*,  comme  on  vient  ae  fai^é^^ 
il  n'en  résulte  pas  des  valeurs  réelles  pour  p  et  q)  alors  on  observera  qu^ 
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y  a  deux  autres  manières  de  décomposer  la  quantité  du  quatrième  degra 
en  deux  facteurs  du  second,  et  Ton  peut  être. assuré  que  ces  deux  nouvelles 
ddmbinaisons  donneront  des  valeurs  réelles  pour  p  et  ç*  En  voici  la  dé- 
monstration. 

Soient  a,  &«  c,  ^  les  quatre  valeurs  de  x  qu^on  a  en  faisant  R  =  o, 
les  équations  qui  déterminent,;?  et  q  pourront  s'écrire  ainsi  : 

cd'^i(c  +  d)(p  +  q)+pq=zo^ 


et  il  en  résulte 


a      ^^  a  +  b  —  c  —  d^ 


Or,  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  de  cette  dernière  quan- 
tité; car,  supposons  que  à^  b^  Cj  dy  soient  écrites  dans  Tordre  de  leur 
grandeur,  les  racines, négatives  venant  après  les  positives  ;  alors  les  différences 
11  — i,  a— c,  etc.,  seront  toutes  positives,  et /7—^  sera  réel.  On  aura 
encore  p  —  q  réel,  si  on  prend  pour  a  et  6  les  extrêmes  en  grandeur  des 
racines  a^  by  c^  d.  Enfin,  la  troisième  combinaison  donnerait  p^-^q  ima- 
ginaire. 

Donc  par  la  substitution  de  x  =     4,     >  ^^  ^^^  toujours  possible  de  fiiii 

dbparattre  les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical,  et  en 
même  temps,  on  obtient  cet  avantage,  que  les  deux  facteurs,  sous  le  non» 
veau  radical ,!  sdnt  réels  et  de  la  (ovmej'+gjr^y  ce  qui  est  un  point  essen* 
tiel ,  et  qu'on  n'obtiendrait  pas  toujours  par  la  première  méthode. 

Remarquons  qu'il  y  a  deux  cas  particuliers  à  examiner. 

I*.  Lorsque  deux  det  racines  a,  &,  c,  d  sont  égales  entre  elles,  le  ra- 
4iCal  K  se  simplifie,  et  l'int^rale  ne  dépend  plus  que  des  arcs  de  cercla 
et  des  logarithmes. 

a*.  Si  l'on  a  a  -^  b  zs:  c  +  dy  i\  suffit  d'une  simple  permutation  pour 
cesser  d'avoir  a-^^bzssc  ^d;  mais  on  peut  aussi  profiter  de  cette  cir- 
constance pour  faciliter  la  transformation.  En  effet,  les  deux  facteurs  de 
la  quantité  sous  le  radical  étant  alors  de  la  forme  X  +  9  (x'  +  aiTUt), 
1^  y{*  9 (jù^ 'j^  2mx)  f  il  est  clair  que  si  on  Ciit  ar*^iii=j^,  les  puissancef' 
impaires  de  la  variable  disparaîtront. 
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4 

>;l<»*MM%>M<>MM)»%fW>M>^^MM ■     , ,. |-iri->->Wm^ir>Trï»ifl>tl»|fWl.WiMWI.UiL^UIJUJtlJIJL 


CHÀPiTRE  III. 


Réduction  de  la  différentielle  —  à  la  forme  — '  ^* 

6.  PcjsQWE,  par  une  première  prëparatibn,  on  peut  Êire  en  sorte  qu'il  n'y 
ait  pas  de  puissances  impaires  de  la  variable  souis  le  radical,  nous  ferons 
désormais  R»:  \/ {a^^a* -\-yx^).  Nous  supposerons  aussi  que  P  est  une 
fisnction  paire  de  x;  car  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  P,  on  peut 
toujours  faire  P=M-|-Na:,  M  et  N  étant  des  fonctions  paires  de  x  •  or 

la  partie  -g-  se  ramétie  aux  i^Ies  ordinaires  en  faisant  a?»=r;  ainsi 

toute  la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  la  formule  ^,  dans  laquelle  M  est 
une  fonction  paire  de  a:. 

Cela  posé,  nous  allons  prouver,  par  Fënumération  des  diffërens  cas,  que 
la  diflférentielle  :^  peirt  toujours  se  ramener  à  la  forme  -— — ^^  oi'i 

Pon  a  c  plus  petit  que  l'unité. 

Premier  cas.  Supposons  les  acteurs  de  « -4- fx*  4=  ^.a:*  imaginaires  et 
représentons  cette  quantité  par  A*+aAjUjecosô+f4»a^,  A  et  fi  étant  po- 
sitifs, elcos  ô  pouvant  être  positif  ou  n^tif.  On  fera  a:=  \/Ç-\  tang  f<p, 
et  prenant  c  =  sin^O,  on  aura  la  transformée 

^  dx i  d^ 

R  ~  a  V^  •  i/(i  — c^sin»* 

« 

Second  cas.  Soit  «+^x*+>x<=m«(i.-f-;;»x*)(i— y'a-);  la  limite 
de  X  étanti,  on  fera  x=i  cos^  et^^,  ss  c*,  ce  qui  donnera 

dx  ^^^    c  — cAf' 

R  "~p^  *  1/(1— ^'«irfsjy 

Si  ron  voulait  que  la  transformée  fât  positive,  il  fiudrait  &ire 

cot4=i/(ï  —  ^)  tang ^,  ce  qui  donne  directement 

■ 


a?    mSm 
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et  la  transformée  serait 

dx  c  d^ 

R  mp  *  i/(i— c*sîn*ç)' 

Troisième  cas.  Soit  a4'Câ:*-4»><JC*3c=iM*Ci'+»jK?*a:*)(jc' — y*),  on  fera 

X  c=  -^ ,  — ; — TT  ==  ^%  et  Ton  aura 
cos^>  1  +  pV  ' 

Quatrième  cas.  Soit  a-|-C^'+-3^:?;;wi*(j -f-pfiT*)  (i-f*^*^*),   on 
supposera  p^Q^  et  faisant  a:=  -5i-? ^  ^  "7^<.  ^zs-if^  on  aura  ' 


p    '    p' 

d»         t  '     '  d^ 


..1 . 


supposiera  /^  >  ^  >  et  fbisaDt  /ixos^sin^i,  n^^^>  ^^  traxisformée  s^r^ 


dx  I         d^ , 

Cette  fonntde  servira  depuis  xzsio  jusqu^à  â?=:-;  }e  radical  R  serait 

ima^aire  depuis  a:  S3=  -  jus(|u'^  0!'^=^  -  ;  mais  il  redevieiit  rëel  depuis  ^  ap  - 

jusqu'il  ^ssoo.  Daos  cèdômîer  cas^  il  &«t  écrira  R*aaw^(^*âr^Wif )(f*jt:*-^i), 

et  faisant  qxzxi  y-rr ,  ^  s=  c ,  la  transformée  serfi  r,  >  ■;.~r?M  >  ■..,-^,  gj  Pon 

veut  qu'elle  soit  positive,  il  faudra,  comme  ci-dessus ,  faire 

cotç  =  |/(i  —  c*),tang'*',  ce  qui  donnera  directement  a::*=  — ; — ™-, 
et  la  transformée  sera 

dàf ^ .  1  dk'  ^        '     ' 

F        fl^p  •  KC?-^c^sin»*)' 

formule  absolument  semblable  à  la  première;  d'où  il  suit  que  l'intégrale 

dx  I  '      .. 

de  -^  pour  le  cas  de  x  >•'-*,  se  déduira  toujours  de  la  même  intégrale,  prise 

en  supposant  «  <C  -. 

Sixième  cas.  Enfin,  soit  ct-f-Ça?'-f-7^x^=s/7î*(j:*'— ç*)()?*-— x*;,  alors x  doit 
être  compris  entre  p  et  <f.  Soit  /^^^  ^i  ^  ^^  ^^  ^^^'"^9  ^^^  ^^^^^  d'abord 
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-=î  =  ■     ,^  ,       ^      j     a.^N«  Dans  cette  formule ,  l'angle  *  a  une  limite  ; 

pour  en   introduire  un  indéfim ,  6oît  sîn  4^  =:  c  sin  ^    et  c*  =  ^  ^    > 
ou  aura  la  trânsSbrtnée 


'  '  \        '  '     '  \  •  '  ' 

à  laquelle  ou  serait  parvenu  directement  en  faisant 

..■-••  • 

.7,  Oa  peut  temarquer  fnailbttfnaiiit  ^  qu'abrtractîoi^  faite  du  premier  casi 
les  valeutd  de  a^  qui  opèrent  la  réduction  cherchée,  sont  toujours  de  la 

forme  ^  T  p  '^»  y  -Q^  ^^  coefficiens.  sont  constans.  U  ne  s'agit  plus  que  de 
substituer  cette  valeur  de  a:*  dans  P,  et  la  formule  /  -^«sera  transformée 

en  une  autre  /  w/   J/V-  >^n  >  dans  laquelle  c  sera  plus  petit  que  l'unité , 

et  Q  sera  une  fonction  ratiomiellef  paire  de  sin^j|  laquelle  contiendra 
sin  (p  au  même  degré  qUô  P  côntîenl'it.  * 

CHAPITRE  IV. 

j 

Développement  de  la  formule  f  .  ^  _^Àh& ^y 

8.  Nous  reprépebterQns  dorfenavfiBt  le  radical  i/(i — c^sin*©)  par  A,  et 
aussi  par  A(^)  et  A(Cy  ^),  lorsqu'où  lé  regâtrdefa  comme  fonction  de  ^, 
ou  conuahe  fociAtiûn  dd  P  et  ç. 

.  .Gon^démis  d!abor4  le  cas  oi»  ;Q  serait  mKe  f<[^çtî(m  eatiçte^  et  soit 
QwA-4-B5Îii*^+Csiil*(p+.elc;.j  si  l'on  i^epféseie^V^pMr.abf^er^riMégrale 

T^^^^p»  Z**,  oîi  éurà  -^  ^  - 

jP^  =  AZ' +  BZ« -H  CZ«  +  etc. 


Mais  en  différenciant  la  quantité  Acosf  sin^ir^f ,  on  trouve  a&étAelit  la 

2.. 
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fonnule 

Acos  (psin**-«  (p=(2A:— 3)  Z»*"^— (i  +  c*)  (  2A:-^3)Z*»-»+  c^(2k—  i)  Z»*  j 

d'où  il  suit  queZ^,Z%  etc^peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  Z*  et  Z%  et  qu'ainsi 
dans  le  cas  où  Q  est  une  fonction  entière  ^  l'intégrale  I  -~  est  ^ale  à 

une  quantité  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  forme  /(A-f-Bsin*^)-^. 

9.  Soit  maintenant  Q  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  sin^f  ; 
après  avoir  extrait  la  partie  entière ,  et  l'avoir  traitée  comme  il  vient  d'être 
dit,  le  développement  de  la  partie  firactionnaire  pourra  toujours  se  faire  de 

manière  que  chaque  fraction  partielle  soit  de  la  forme  r-r; — -  >   y ,  /»  et  N 

étant  des  coefficiens  constans ,  réels  ou  imaginaires.  Il  s'agira   donc  de 

réduire  la  formule  / ,— r — ■  «  ^^A  >  et  toutes  les  semblables ,  aux  formules 

les  plus  simples  de  la  même  espèce.  Or,  si  l'on  fait  pour  un  moment  ûn^z=zx, 
cette  formule  deviendra 


/(!  + 


dx 


Considérons,  pour  plus  de  généralité,  la  formule 

dans  laquelle  R  représente  le  radical  v^(a4-^^"+">^)>^'*  trouvera,  par 
les  moyens  déjà  indiqués, 

f^:j^.=(.*-.)(.-?+t)n.-(a*_3)(.-^+^)n- 

+ (  j*-  4)  (-  ;  +  7^)  n-'-c^*-?)  ^  n«. 

De  là  il  résulte  que  le  terme  FI*,  et  tous  les  semblables  où  k  est  plus  grand 
que  l'unité,  peuvent  s'exprimer  en  partie  algébriquement ,  en  partie  par  les 
quantités  II',  tl^,  n~%.qui  sont  les  plus  simples  de  leur  espèce.  On  peut 
mé;ne  observer  que  si  i  +  nx^  était  diviseur  de  la  quantité  sous  le  radical^ 

auquel  cas  on  aurait  a  —  -  +  -^  =  o ,  alors  la  formule  précédente  aurait 

un  terme  de  moins ^  ainsi  la  quantité  FI*  ne  dépendrait  plus  que  des  deux 
n^  et  II-'.  '  '  " 
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Donc  la  détermination  de  II*  dépendra  en  général  de  la  formule 


/(rT^+B+c«")$, 


et  en  particulier  lorsque  i^-f*'''^  ^^^  diviseur  de  R*,  on  pourra  faire 
disparaître  ce  dénominateur,  et  la  détermination  de  FI*  ne  dépendra  plus 

que  de  la  formule  /(B+Cr')  y* 

lO.  L'application  de  ce  résultat  à  l'int^rale  /  ,     ,      .  •aYa  ^^^'  ^^^^ 
qu'en  général  cette  intégrale  dépendra  de  la  suivante, 

/(rq^+B+Crin-,)f. 

Et  dans  le  cas  particulier  où  i  +  /i  siu*f  sera  facteur  de  cos*  ^  •  À*  >  l'inté- 
grale pourra  être  débarrassée  du  dénominateur ,  et  ne  dépendra  plus  que 
de  la  formule  entière 

/(BH-Crin«^)f. 

Ce  cas  particulier  aura  lieu  si  ns=<—  i ,  et  si  it:^— c*,  alors  les  formules 
sont^r?     ,  et  /^^;  il  est  facile  en  effet  de  réduire  l'une  et  l'autre  à 

une   partie  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  fi>rme/(A-f-ÏBsin*f)-^. 

On  peul  ajouter  â  ces  deux  cas  celui  de  J  .  J^  -,  qui  est  susceptible. d'une 
semblable  réduction  ^  et  qu'on  effectuera  par  la  formule  de  l'article  8. 

n  résulte  de  cette  analyse,  que  la  formule  gépérale  f^^j  réduite  con- 
venablement, contiendra,  i*.  une  partie  algébrique  j  a*,  une  intégrale  de 
la  forme  /(A-4*Bsin*f  )-^9  3*-  ^^^  ^^  plusieurs  parties  de  %.  forme.  •  • 

/■  ^  ■  •  ^ ,  dans  chacune  desquelles  les  coefficiens  N  et  /i  auront  de» 
valeurs  quelconques ,  réelles  ou  imaginaires. 
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CHAPITRE  y. 

Définition  des  fonctions  elliptiques^  et  leur,  division  en  trois 

espèces. 

1 1.  Puisque  les  transcendantes  que  nous  avons  considérées,  se  réduisent 

toujours  à  ces  deux  formes  /(  A. + B  sin*  (p)  ^^  Jù+n^in^<p)à^  ^^  ^^^  ^^®^^ 
qu'elles  sont  comprises  dans  la  formule  générale 


H 


Kous  appellerons  désormais  fonctions  pu  tmnseendanies  elMptiques ,  les 
intégrales  comprises  dans  cette  formule.  La  transcendante  H  sera  supposée 
s'èranouir  bu  commencer  lorsque  ^=o;  son  étendue  sera  détèrannûée  pat 
la  variable  9>  qu'on  appdlera  PampUtudej  la  constante  p,  toujours  plus 
petite  que  l'unité,  s'appellera  le  modula;  on  pourra. toujours  représenter  c 
par  sin  6 ,  et  ô  sera  ce  que  nous  appelions  Fangle  du  module  ;  ea  même  temps 
V^(i— ^*).  que  nous  désignerons  constamment  par  b^  pourra  s.'appeler  le 
complément  du  module. 

La  quantité  H,  lorsqu'on  necomidère  que  la  vàriabiKté  de  ^,  peut  se 

désigner  par  H(^)  ;  si  l'on  considère  à  la  fois  la  variatioa  du  module  et  de 

Tamplitude,  on  pçut  la  représenter  par  H(c,  ^),  et  ainsi  de  suite,  si  l'on 

%  oulait  avoir  égard  à  l'inégalité  des  coefficiens. 

•  12.  11  suiRt  de  conpattre  toutes  les  valeuîs  de  H,  depuis  ^3=ço  jusqu'à 

ç  :=3  90°  =;  - ,  et  L'on  connaîtra  figicilement  la  valeur  de  cette  transcendante 

pour  une  amplitude  quelconque.  Eji  eflfet^  soit  f  sst^sfea^  i  étant  un 

entier,  et  et  un  arc  plus  petit  que  -,  alors  on  aura 

H((p)  =  2fH(^)=fcH(«). 
Il  en  est  à  cet  égard  de  la  fonction  H  comme  des  arcs  d'ellipse ,  et  en  général 
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des  ar08  de  tontes  les  courbes  oomposëes  de  qaatre  parties  égales  et  sem- 
blables :  un  arc,  quelque  grand  qu'il  soit,  et  renfermant,  si  l'on  veut,  plu- 
sWiirs  dircanféreiices , .  s'exprime  toujours  sans  difficulté  par  le  quart  de  la 

courbe  et  une  portion  de  ce  quart.  La  fonction  déterminée  H  f^j  est  en  quel- 
que sorte  l'unité  des  fonctions  H,  ou  la  fonction  devenue  complète  :  nous 
la  désignerons  par  H\ 

11  ne  parait  pas  que  la  fonction  H,  prise  dans  toute  sa  généralité,  puisse 
se  réduire  à  des  arcs  d'ellipse;  cela  n'a  lieu  que  lorsque  ssso,  ou  lorsque 
quelque  substitution  peut  feira  disparaître  le  dénominateur  i  «f*nsiu*^,  ce 
qu^  Boué  ne  croyons  p9S  possible  en  général.  Ainsî^  la  dénominadoir  de 
fonction  elliptique  est  impropre  à  quelques  égards  ^  nous  TadoptQns  néan* 
moins  à  cause  de  la  grande  analogie  qu'on  trouvera  entre  les  propriétés 
de  cette  fonction  et  cdles  dea  arcs  d'ellipse. 

-^ ,  se  réduit  à  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  termes  qui  peuvent  chacun  être 
assimilés  à  la  fonction  H,  il  s'ensuit  qu'on  pourrait  n'admettre,  pour  les 
inti^ftles  dont  il  s'agit,  cpi'une  seule  espèce  de  transcendantes,  représentée 
par  la  fonction  H ,  et  dans  laquelle  les  coefficiens  A ,  B,  tï,  seraient  à  volonté^ 
réels  ou  imaginaires.  Mais  pour  bien  pénétrer  la  nature  de  ces  intégrales, 
et  pouvoir  établir  entre  elles  lès  comparaisons  et  les-  inductions  dont  elles 
sont  susceptibles,  il  est  nécessaire  de  diviser  la  fonction  H  en  plusieurs 
espèces  distinctes ,  dont  le»  propriétés  deviendront  plus  sensibles,  lorsqu'on 
les  considérera  cbacmie  isolément. 

J'observe  d'abord  que  les  arcs  d'ellipse  sont  contenus  dans  la  formule  H. 

• 

En  effet,  l'équation  de  l'ellipse  étant j^  =  -^  (a*— x*) ,  si  l'on  fait  x=:a  sîn^, 


on  aura 

jvsèooe^y    et     \^{d3i^  +  dy^)^=td^  V^(a* cos*Ç -|- ^' sin^^) , 

formule  qui  se  réduit  à  d^^(i  —  c'sin*^),  en  faisant  asis  i ,  et  c*=  i  — i\ 

Soit  donc  le  demi-grand  axe  CAï="I,  le  demi^pètit  axe  CB=£;si,  sur    ^'^-  '• 
le  cercle  circonscrit  DINTA,  on  prend  l'arc  DM'=^,  et  qu'on  abaisse  du 
point  M^  la  perpendiculaire  M'P  sur  lé  grand  axe,  on  détemmrcfra  sur 
l'ellipse  un  arc  BMs:^E,  dont  la  valeur  sera 

Et=z/àdf. 

Cette  fonclâbtt  ou  transcendante  E  constxtne  Pane  des  espèces  dans  les- 


X 
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quelles  nous  diviserons  la  fonction  Hj  elle  se  déduit  de  laioimiile  générale 
en  faisant  n^zo^  A=i,  B= — c*. 

L'équation  de  l'hyperbole  étant  j^*  =  -;  (jc*—a*),  si  Ton  fait  sembla^ 
blement  ^= ,  on  aura 

mais  pour  avoir  un  radical  entièrement  semblable  à  celui  de  l'arc  d'ellipse, 

il  faut  prendre  d'autres  dénominations.  Soit  donc  le  demi -axe  transverse 

Fig.  3.  CA=c?,  son  conjugué  GB  =  ^,  la  distance  du  qentre  au  foyer  GFssi, 

l'ordonnée  ^  =:  i*  tang  ^ ,  on  aura  l'abscisse  x  =  — —  j/  (  i  —  c*  sin*  <p  ) , 

d'où  résulte   \/ {dx* --^ djr*)  =7^     *^'  Mai*  ^^  diflférendattt  la  quantité 
A  tang^,  on  a        • 

4 

Donc,  si  l'on  appelle  T  l'arc  d'hyperbole  AM  qui  répond  à  l'amplitude^  , 
ou  dont  l'ordonnée  extrême  P]VI=  b^  tang  ^j  on  aura 


T:^£kUmg(P'^fàd<p  +  b^r^j 


où  l'on  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  A  tang  ^  n'est  autre  chose 
que  la  tangentç  MZ  terminée  par  la  perpendiculaire  CZ  abaissée  du  centre 
sur  cette  tangente. 

La  fonction  T  est  comprise  dans  la  formule  H,  puisqu'elle  s'en  déduit 
en  &isant  A=A*,  B=— ^V,  /î=— ij  si  l'on  prend  cette  fonction  pour 
la  seconde  espèce  des  transcendantes  contenues  dans  la  formule  H^  l'inté- 
grale /  —  pourra  s'exprimer  par  les  arcs  E  et  T  au  moyen  de  l'équation 


i*r^=E-t-r  — Atang(p. 
Enfin,  comme  on  peut  mettre  H  sous  la  forme 

il  ne  restera  plus  à  considérer  qu'une  troisième  espèce  de  transcendantes , 
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représentée  par  la  formale 

n  =  f      * 

Telle  serait  donc  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois  espèces, 
si  l'on  admettait  les  arcs  E  et  T  comme  constituant  les  deux  premières 
espèces ,  et  c^est  en  effet  la  première  idée  qui  se  présente  dans  ce  genre  de 
recherches. 

i4*  Mais,  par  un  examen  plus  approfondi  des  propriétés  de  ces  fonc* 
tions,  on  trouve  que  la  fonction  F=  T -^  doit  être  préférée  à  l'arc  d'hy- 
perhole  T,  pour  en  &ire  l'une  des  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques,  et 

—  doit  être  considérée  comme  plus  simple  que 

l'arc  d'ellipse  fàdp.  r       ,,./;>./  ^    , 

En  effet,  on  prouvera  ci-après  que  la  fonction  F  peut  s'exprimer  par 
deux  arcs  d'ellipse;  mais  l'inverse  n'a  pas  lieu,  et  un  arc  d'elEpse  ne  peut 
pas  s'exprimer  par  deux  fonctions  telles  que  F ,  ce  qui  indique  déjà  que  la 
fonction  E  est  d'une  nature  plus  composée  que  la  fonction  F.  Mais  cette 
conséquence  se  manifeste  plus  clairement  encore  par  l'examen  des  pro- 
priétés respectives  de  ces  fonctions. 

La  propriété  la  plus  remarquable  des  fonctions  F ,  est  qu'on  peut  déter-- 
tiiiner,  par  des  opérations  purement  algébriques,  une  fonction  égale  à  la 
somme  ou  A  la  différence  de  deux  autres  fonctions  ;  d'où  il  suit  qu'on  peut 
déterminer  algébriquement  une  fonction  multiple,  sous  -  multiple  ou  en 
général  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  avec  une  fonction  donnée;  pro- 
priété que  les  fonctions  F  partagent  avec  les  arcs  de  cercle  et  les  loga- 
rithmes ,  et  qui  a  lieu  quand  même  ces  fonctions ,  considérées  comme  des 
intégrales  ou  des  arcs  de  courbe ,  n'auraient  pas  l'origine  commune  <p  =  o, 
et  commenceraient  à  des  points  quelconques. 

Les  arcs  d'ellipse  et  les  arcs  d'hyperbole  sont  de  toutes  les  autres  trans- 
cendantes, celles  qui  approchent  le  plus  de  jouir  de  la  même  propriété, 
mais  elles  n'en  jouissent  pas  d'une  manière  absolue.  Ainsi,  deux  arcs  étant 
donnés  sur  l'une  de  ces  courbes,  à  compter  du  même  point  où  ^=0,  on 
peut  trouver  algébriquement,  non  pas  un  arc  égala  leur  somme,  mais  un 
arc  égal  à  cette  somme,  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique,  ce  qui 
prouve  que  les  arcs  T  et  E  sont  d'une  nature  plus  composée  que  les  fonc- 
tions F.  On  doit  donc  legarder  ces  dernières  comme  tenant  le  premier  rang 
après  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

T.  L  3 
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Eafin ,  un  motif  qui  suffirait  seul  pour  &ire  préËrer  les  foDCtiotis  F  aai 
fonctions  T  dans  le  classement  'des  fonctions  elliptiques,  c'est  qu'on  ne 
peut  supposer  ^  >  î-  tt  dans  la  feactioti  T  y  tandis  qu'on  peut  supposer  ^ 
d'une  grandeur  quelconque  dans  les  fonctions  F  et  £  qui^  en  général^ 
croissent  presque  proportionnellement  à  l'angle  (p.  Or,  les  applications  du 
calcul  intégral,  principalement  celles  qui  concernent  la  mécanique,  donnent 
souvent  lieu  d'attribuer  à  la  variable  principale  ^  des  valeurs  quelconques, 
composées,  si  l'on  veut,  de  plusieurs  circonférences.  L'emploi  des  fonc- 
tions T  ferait  donc  naître  des  embarras  ou  même  des  erreurs ,  ce  qui  n'est 
jamais  i  craindre  dans  celui  des  fonctions  F. 

i5.  Cela  posé,  )es  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques  comprises 
dans  la  formule  H,  seront  divisées  en  trois  espèces  : 

La  première  et  la  plus  simple  est  représentée  par  la  formule  F  =  |  -^  ; 

La  seconde  est  l'arc  d'ellipse,  compté  depuis  le  petit  axe,  et  dont  l'expres- 
sion est  E=/Î(li£p; 
.  Enfin  y  la  trcÂsième  espèce  est  représentée  par  la  formule 

n  =  Iz — .     '.  ^    '  ■■  :  elle  contîeiit,  oulxe  le  module  c  commun  aux  deux 

J  (i +»8in'f  )  A'  ' 

autres  espèces ,  un  paramètre  n  qtu  peut  être  à  volonté  positif  ou  négatif, 
réel  ou  imaginaire. 

On  pourrait  croire  que  le  cas  où  n  est  imaginaire,  diSere  essentielle- 
ment du  cas  où  n  .est  réel ,  et  qu'il  exige  la  formation  d'une  quatrième 
espèce  de  fonctions  elliptiques;  mais,  par  des  réductions  et  des  transfor- 
mations que  nous  exposerons  ci- après,  on  verra  que  cette  quatrième  espèce 
est  inutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  ainsi  restreindre  la  troisième  espèce 
aux  seuls  cas  où  n  est  réel.  Nous  regarderons  seulement  comme  conditions 
nécessaires  et  communes  aux  trois  espèces  de  {onctions ,  que  l'amplitude  (p 
et  le  module  c  soient  réels,  et  qu'en  même  temps  c  soit  plus  petit  que 
l'unité.  Dans  cette  supposition ,  le  radical  A  =s  v^(  i  —  c*  sin*  ^  )  est  tou- 
jours positif,  parce  qu'il  ne  se  réduit  jamais  à  zéro. 
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Càmpamison  desfonctiom  dupliques  de  la  peemière  espèce. 

16.  lous  les  Géomètres  connaissent  l'intégrale  algébrique  complète 
qu'Euler  a  donnée  de  Téquation  différentielle 

dx        t^  dy  __^ 

D'après  lés  réductions  indiquées  dans  l'article  6 ,  cette  équation  peut ,  sans 
perdre  de  sa  généralité,  être  mise  sous  la  forme 

d!p  ,   d^ 

|/(  I  —  c»8m-^)  ^^  1/(^1  — c^sinSjr)  ^^"  ? 

et  alors  son  intégrale  est  F(^)  -4-  F  (4)  =  F  (fe),  /jl  étant  une  constante 
arbitraire.  Mms  la  naéme  intiégrale  trouvée  par  la  méthode  d'Euler,  s'ex- 
prime ainsi  : 

cos^  eo5  4  —  sin  ^  sîn 4  V^(ï  -^  c^sin*;*)  =  ces  /i^. .  ••(«'), 

et  voici  comment  on  peut  vérifier  ce  résultat  a  posteriori. 

Jobserve  d'abord  que  l'équation  (cT)  peut  être  mise  sous  l'une  ou  l'autre 
des  deux  formes  suivantes  : 

cos  fc  cos  ^  +  sio  jie  sin  (p  À  (4)  s=  cos  4  1         /i/. .  • 
cos  /ti  cos  4  +  sin  ;4  sin  4  ^  (9)  ^^==  cos  9  j  *  '  *  ' ^  ^  ^ 

car  ces  équalîoas,  dégagées  chacune  du  radical  qm'dles  contiennent,  >con<* 
duisent  au  même  résultat  que  l'équation  (af)  dégogée  de  son  radical.  Ce 
résultat  est  i«=5Cos*<H^os*44^os';<r-^acos^co»4ç^A^^**"^*^sin*^ 

Cela  posé,  si  l'on  différencie  l'équation  (a')  après  avoir  divisé  chaque 
membre  par  sin  ^sin4)  ^^  de  faire  disparaître  le  radical,  en  aura 

jr^  (cos  4  — COS/^  cos  (P)  +  .-^  (C0S<P  —  COS  /^  COS  4)  =  0- 

Substituant  dans  celle-ci  les  valem^s  de  cos4-— cos/tcos^  et  cos^^— cos;/icos4, 
dooné^i  par  lea  équations  (b')j^  on  aura 

%3f 
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Âôp)  "^  SôT)  ~  ^* 

De  là  on  voit  que  l'équation  transcendante  F  (9)  +  F(4)  =  F  (^fi)  est  satis- 
faite, soit  par  l'équation  algébrique  (a'),  soit  par  l'une  des  équations  (£')j 
car  ces  trois  équations  peuvent  être  employées  indistinctement  l'une  pour 
Pautre. 

Si  l'on  avait  c  =  o,  la  fonction  F  {p)  se  réduirait  à  l'arc  9,  et  alors 
ayant  ^-f'^'^^A^'  ^^  ^^  conclurait 

cos  (p  cos  4  *^  sin  ^  sin  4  =  cos  fA , 
cos  fA  cos  (f  '\'  un  iJLsm  p  =  cos  4  > 
cos  fJL  cos  •>!/  -|-  sin  ft  sin  •>).  =  cos  ^. 

C'est  en  effet  ce  que  donnent  les  équations  (a*)  et  {b')  dans  le  cas  de  c=a^ 
qui  réduit  &  l'unité  les  radicaux  A(fe),    û  (^),  À  (4)- 

17.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  observer,  d'après  Lagrange  ^'^,  que  si  l'on. 
Fig.  3.  construit  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  AB^  AC ,  BC  soient  respec- 
tivement égaux  aux  amplitudes  /t,  ^,  4i  ^^^^  ^^^  angles  opposés  C,  B ,  A , 
seront  tels,  qu'on  aura 

BCOS^— 0081CC08  4'  /,  •    •     •  ^\ 

d'où  l'on  déduit 

sin'  C  =  c*  sin^ft;     sin*  B = c*  sin*  ^ ,     sin*  À = c*  sin*  4  > 

sinC         sînB        sinA. 
"""  sîn/»  """  sÎQ  ^  ""  sin^* 

Ces  équations  s^accordent  avec  les  propriétés  connues  des  triangles  sphe- 
riques;  elles  prouvent  en  même  temps  que,  dans  tout  triangle  sphérique 
fermé  par  trois  cotea  ç,  4«  A^i  qui  satisfont  à  l'équation  transcendante 
F(<p)-f-F(4)  =  F(At),  le  rapport  du  sinus  de  chaque  angle  au  sinus  du 
côté  opposé,  sera  égal  au  module  ^•^  On  voit  de  plus  que  dans  le  triangle 


CO  Théorie  des  Fonct.  analyLj  pag.  85. 

CO  Le  triangle  polaire  formé  par  les  trois  côtés  » — p,  v— 4^*  »*"^  et  par  les 
trois  côtés  w— B,*- — A,9r— C^ou  bien  encore  le  triangle  sphériqne  formé  par  les  troii 
angles  f  ,4";  <'-'/«  et  par  les  trois  côtés  B;  A,  ir— C,  satisferait  également  à  Féquatien 


CHAPITRE  VI.  ai 

AfiCy.Ies  deux  angles  A  <et.  B  sont  toujours  aigus  ^  et  l'angle  C  t<Ai jours 
obtus. 

Si  l'on  &it  ensuite  F  (fi)  -^^  F  (6)  =  F  (y),  il  faudra  observer  que,  dans  le 
nouveau  triangle  sphërique  qui  aura  pour  côtés  /u,  6,  y,  l'angle  opposé  au 
coté  fc  devra  être  aigu  et  avoir  le  même  sinus  que  l'angle  opposé  au  coté  jul 
dans  le  premier  triangle,  pour  que  son  rapport  avec  sin  ft  soit  ^1  k  c 
dans  les  deux  triangles;  ainsi  il  faudra  que  l'angle  opposé  au  coté  fi  dans 
le  second  triangle,  soit  supplément  de  l'angle  opposé  au  côté  fi  dans  le 
premier  j  d'où  naît  cette  construction. 

Prolongez  le  côté  AC  vers  E,  faites  CD  =  d;  du  point  D  et  d'un  inter-  Fig.  3. 
valle  DEcs/t,  décrivez  un  arc  qui  rencontrera  CE  en  E,  et  déterminera 
le  second  triangle  ÇDE,  dans  lequel  on  aura  CE  =  r,  et  le  côté  r  satisfera 
à  l'équation  F(0  =  F((p)-t.F(4)  +  F(6).     . 

Cette  construction  peut  être  continuée  aussi  loin  que  les  limites  des 
côtés  des  triangles  spbériques  peuvent  le  permettre ,  c'est-à-dire  tant  que 
le  grand  ,côlé  n'est  pas  plus  grand  qu'une  demi-circonférence.  Et  il  est 
évident  qu'on  pourrait  se  ser\'ir  de  la  même  construction  pour  trouver  suc- 
cessivement les  angles  ^«9  ^»,  ^4,  etc.,  tels  qu'on  eut  F(^«)=  âF(9), 
F  (Ps)  =  3F  (9),  etc. ,  ce  qui  servirait  à  la  multiplication  de  la  fonction  F. 
Mais,  nous  le  répétons,  ces  constructions  ne  peuvent  s'étendre  que  jus- 
qu'aux limites  des  triangles  sphérîques,  tandis  que  l'analyse  ne  connaît 
aucune  borne. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  considération  du  triangle  sphërique  ABC 
offre  un  moyen  fort  simple  de  vérifier  l'intégrale  («').  En  effet,  si,  en  regar- 
dant ft  et  C  comme  constans,  on  fait  varier  infiniment  peu  les  côtés  (p  et 
>{/,   on  aura  Aoi  =  ^&,  ou  —  ii^cosA=^cosB;  mais  on  a  trouvé 

cosA  =  A(4)  et  cosB  =  A(^);  ^^^^ 2^  +  Sô» ~ ^' 

Ainsi,  une  application  fort  simple  de  ht  trigonométrie  sphérique  aurait 
suflS  pour  trouver  Flntégrale  algébrique  complète  de  l'équation  transcen- 

18.  Étant  données  deux  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  F  (9), 
F  (4) ,  si  l'on  veut   trouver  une  troisième  fonction  F  (/a)  égale  à  leur 


F(f)  +  F(4)=rF(jw).  Mais  le  rapport  qui  était  c  dans  le  premier  triangle,  devien* 
drait  -  dans  ceax-cL 
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somme,  il  faut  déterminer  fi  par  l'ëqualion  («0>  ^*  V^  donnera  les  &r^ 
œules 

•„  „ ain  ^  eof  >JrA  (4')  4-  tîtt ^ cos ^A  Cp) 

cos  ^  cos  4^  ^  siii  ^  sîn  iJ/A  (^)  A  (^) 
'^  I  —  c'  sm*  ç  sm*  y 

A  /'    \        A(^û(4')— tf*sîii^«ii+oos^cos^ 
N    /  I  — -c^'siii^^Aiii^y 

tanritrr:    *>"t^^  W  +  ^^^^  W 
"^  S^        I— Iwgf  tang4A(rtA(4)' 

Ù'après  cette  dernière  formule ,  ai  Ton  preoût  deux  angles  auxiliaires  f\ 
4'>  tejs  que 

il  en  résulterait 

ce  qui  est  un  moyen  de  calculer  aisément  l'angle  /z  par  les  tables  des  sinus. 
Si  Ton  &it  /M,  =  f  -»-,  c'est-à-dire,  si  l'on  a  F ((p)  -f- F (4)  =  F',  les  deux 
fonctions  F  (^) ,  F  (4)  seront  en  quelque  sorte  complémens  Tune  de  l'autre, 
puisque  leur  somme  est  égale  à  la  fonction  complète  F',  alors  on  aura  immé- 
diatement par  l'équation  (o^), 

b  tang  ^  tang  4  =s  x  • 

c'est  la  relation  nécessaire  entre  les  angles  <p  et  4  9  P^^^  qu'on  ait  F  (9)  <4* 
F(4)  =  F(^';r)s=F'.  On  en  déduit,  pour  l'expression  de  ^  en  (p^ 

t         co^  f       _       I         &  sîn  ^        A  / 1  \  ^ 

"^'4=^5(rt'  ^*'+=M^'  ^^■^^=wy 

19.  Étant  données  deux  fonctions  F  (^),  F  (4)  7  si  l'on  veut  connaître 
une  troisième  fonction  F  (/Lt)  qui  soit  égale  à  leur  différence,  en  sorie qu'on  ait 

F(<p)-F(4)  =  F(/u), 

la  solution  de  ce  problème  se  déduira  aisément  de  celle  du  problème  pré- 
cédent, et  l'on  aura  pour  résultat  les  formules 

sin  y  cos  4^  (4)  —  sin  4^  cos  y  A  (p)  , 

'^  I  —  c*8in*  f  sm*  4 

cos^  cos  -X  +  sin  ^  sin  4^ A  (0)  A (-1) 

cos  tt  =  — 2: 7     ^   '\^  '\  I  * 

I  —  c*  sm*  f  sm*  4 

^    . A(y)A(-4,)  4"  g*siny  gin  -i  cos^  oqs>^ 

^  ^**^ i-o«8ia*fsin»4  "' 

.  tang»A(4)  — taPg4>A(^) 

■  o^  —  ,  ^  tang^  tang+A  (f )  A  (4)' 
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Sî^  ^aiis  cette  dérjdîère  formule  <m  fait  taDg9'=taDg9À(4)9  et  tang4'  = 
ta))g 4^  (9)9  <^  ^^^  fi ss ^^  —  4'* 

Ces  formules  pour  la  différeïice  se  dëduiraient  des  formules  pour  la  somme, 
en  chMgeâHit  flimpleiâent  daus  celles-ci  le  signe  de  4  9  ^t  conservant  à  (4) 
j^itive.  U  est  inutile  d'ailleurs  de  faire  observer  Panalogie  qui  règne  entre 
fes  vaietÉTs  de  sin^t,  cosft^  et  celles  de  sin(^  =1=4)9  cos((ps!b4)9  ^''^^ 
coïncideraient  entièrement  si  Ton  avait  c=o. 

20.  Puisqu'on  connaît  algébriquement  l'amplitude  de  la  fonction  égale  à 
la  somme  ou  à  la  diflférence  de  deux  fonctions  données,  il  est  clair  qu'on 
peut  trouver  algébriquement  une  fonction  multiple  d'une  fonction  donnée , 
et  qu'en  général  on  peut  résoudre  sur  la  multiplication  et  la  division  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce,  les  mêmes  problèmes  qu'on 
résout  sur  la  multiplication  et  la  division  des  arcs  de  cercle.  Désignons  par 
^.  l'amplitude  de  la  fonction  qui  Contient  n  fois  la  fonction  dont  l'ampli- 
tude est  Py  en  sorte  qu'on  ait  F(^,)=»F(^);  il  s'agirait  d'avoir  l'expres- 
sion généi*ale  de  sin  et  cos  ^ ,  par  le  moyen  de  sin  et  cos  f. 

Les  cas  extrêmes  n'ont  aucune  difficulté.  Si  l'on  a  c=o,  alors  ^«asn^, 
et  l'expression  de  sin  (p.,  aind  que  celle  de  cos<p«,  se  déduisent  de  la  for- 
mule connue 

cos  ^«  -4-  V^"^"  I  ^^^  ^«  =^  (cos  f  -f-  V^—  I  sin  p)\ 
Si  Ton  a  c==  I,  alors  la  fonction  F(^)  devient  y --^,  de  sorte  qu'on  a 

F  (ç)  =  j-  logf  '2]^!"    V  et  la  formule  pour  la  multiplication  des  fonctions 
est 


I  —  «in  Pu        \  *  —  sinf  /  * 


La  di(Scutté  est  de  trouver  FexpresiîoQ-  générale  de  siu  9.  y  IcMrsque  c  a  use 
valeur  quelconque  entre  o  et  i. 

ai .  G)nsidérons  d'abord  le  cas  le  plu» simple,^  qui  est  celui  de  la  dupli- 
cation; il  suffira  de  faire  4^^^^  ^^^  ^^  formules  de  l'article  189  ce  qui 
donnera 

sm  (Pi,  = .  7 .  ^  \ 

1  —  2sîn*^  +  c'8in^^ 
COS  oL  SBS  ""   "       ■   ,  .   y       '^9 
^^  I— c*sin*^ 

^  (^0  =-  — r=?s5îf — ' 

tangi(p,=  tang^A(f). 
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Là  dernière  de  ces  formules  se  déduirait  immédiatement  dé  la  considéra-. 
Fig.  3.  tion  du  triangle  sphérique  ABC  qui,  étant  isosôèle  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
donne  tang  ^  BA  =  cos  B  tang  BC  =s  tang  9A(9). 

Ainsi^  en  prenant  l'auxiliaire  B,  telle  que  sinBscsin  (p\  on  aura  p^y 
par  l'équation  tang  7  ^^  ==  cos  B  tang  ^ ,  on  trouveia  sembl&blemeut  ^4  au 
moyen  de  9.,  ^%  au  moyen  de  (p^,  etc.,  de  sorte  que  la  fon,ction  F  sera 
multipliée  par  2,  4»  8,  16,   etc. 

Réciproquement,  étant  donné  ^1^,  on  trouvera  ^  par  l'équation 

ou  bien ,   appelant ,  par   analc^iç  (p,  l'amplitude  de  la  fonction  qui  est 
égale  à  la  moitié  de  F  (^) ,  on  aura 

Si  l'on  fait  çsin(ps=sin€,  ce  qui  donne  A  se  cos  ^,  on  aura  plus  sim-: 
plement 

^  sin  I  ^ 

sin  ^.  =  — r?j 

et  Ton  satisfera  ainsi  à  Féquation  F  (^,  )=i  F(^). 

î 

On  trouvera  semblablement  les  ai^plitudes  ^,  ,  ^,,  etc.,  par  lesquelles 

î        i 

la  bisection  de  la  fonction  F  (ip)  peut  être  continuée  indéfiniment. 

22.  Tenons  à  la  multiplication  par  un  nombre  quelconque*'  Pour  cela, 
considérons  trois  amplitudes  consécutives  ^.^g,  ^«,  ^«4.1,  qui,  suivant  Virt- 
dication,  répondent  aux  fonctions  multiples  («— i)  F,  i»F,  (»+ 1)  F.  Les 
formules  pour  la  somme  et  la  différence  de  deux  fonctions,  s'appliqueront 
aux  équations  F  ((p.+i)  =F  (<p.)  +  F((p),  F  (^..,)  =  F  (tp.)  —  F  ((?),  et  il 
en  résultera 

^  t  ^  2CO«^COS0« 

Ces  formules  oii  A  et  ^  restent  constamment  les  mêmes  tandis  que  n  varie , 
paraissent  aussi  commodes  qu'il  est  possible  pour  en  tirer  les  valeurs  suc- 
cessives de  sin^.,  sin  ^3,  cos^»,  cos^s,  ^to*. 

Soit,  pour  abréger,  2Acos9=;d!,  i -«c'sin^^ss^,  c'sin^^ssr,  on 
trouvera  pour  la  suite  des  sinus , 


•  ■ 
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„•* ^i  '  I    f     ••    Z:     '>'    -11» 

,  '    etc..,  _'    \         ■•     ;;[,cj)  .  ',''..    .     , 


V  ) 


et  ]poiir  celle  des  eésminl,  on  a,  en  faisant  àe^txêi  sisix^^^àAK^p^^r 

^  ^  *  '.>:.•     I...,'»     ,1    .     (*q 

C08  «.  =  y*-.ay'p'8iii*»+,y<    • .  .  .        ,  , ,  ' , ,  ,,^  ; 

Mais  ces  expressions  étant  entièrement  développées,  deviennent  fort  pro- 
lixes,  et  leur  loi  est  très  difficile  à  apercevoir.  1 .   ..  •     i  -   - 
Lpr^qu'âi  slïapra/d|e'calcider/]tr^9ifométn<{uen^     ^'•par  .le  moyen  de  <P) 
on  y  parviendra  aisément  de  cette  manière.  Les  deux  formules  générales 
étant  diviséesTunè  par  l'autre,  donneront      ^*^          i"   '   "-, 


r  -  p 


'•  >.  .  •  •      -  ■  .  • .   ..:^^    I 


V  j —2  £^  tang  ®, , 

COSÇ>,H-.»  +  C0S^»:r-.t  .         .     . 

ce  qui  se  réduit  k  cette  formule  très  simple, 

tang  (  ^  (^i^,  +  i  (p^  ,7=  A  tang  ^.  ; 
d'où  l'on  tire  successivement: . 

tang}^,=  Atang^, 

't^ng  (  t  Ç4  4-  v^.)  =s  A  tang>r, 


t       i. 


'"  ^  etc. 


♦  -•.•.»' 


On  connaîtra  ainsi  successivement  par  un  calcul  fort  simple,  les  valeurs 
àè'Çi^pi'^  et6.  "On  poutrait  aussi  procéder  par  de  plus  grands  intervalles 
pour  arriver  plus  tôt  à  un  terme  éloigné  ;  car  on  a  semblaBlement 
T.  L  4 
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ùki  étant  le  A  qui  répond  à  l'amplitude  Ç^._ 

a3.  La  division  d'une  fonction  *  àKpti^iîëldoiïné^  de  première  espèce 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  (^^  un^  problème  algébrique  qu'on 
résoudra  par  le  développement'  Aés  fofmulQS  qui^ërVéht  à  la  multiplica- 
tion. On  a  déjà  ^.  lèi  fert^tfa  pouiÇ  divisca* -pte  2  ou  par  une  puissance 
de  2.  Supposons  qu'oli  veuille  dtviéereti;tr6i»-p«œTreôe^^  la  fonction  Fj 
on  appellera  ^3  Famplitude  de  la  fonction  donnée ,  et  <p  celle  de  la  fonction 

qui;€0  «fc  ie-tieradFiisiaft  dfoùae fiia  9b  =~^.  ^t  m^.^-.rfr.^^  ^  au;r^,pa^r  dé» 
terminer  Xy  l'équation  .^ -     . .  p  -- 

^  ^  I  —  6c  V  -^  4^(1  +  c»)  f  «  —  3c*a?^  ^ 

équation  qui  est  du  neuvième  de^ré.  ^ Elle  itérait  àa  degrés  vingt-cinquième 
pour  la  quintisectdon ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  équations  sont  moins  éleyéëâ  dk  tâQitîé:tOîS<}i^  s^git  de  diviser  la 
fonction  complète  F"  eh  un  nombre  impair  dé  parties;  il  en  est  à  cet  égard 
de  la  diiKÎsiom /des  fonctions  F^.Z:ù£ûiné  de  oeltà'deà  ai^^Si^^^ercle:  tandis 
que  la  division  d'un  at^c  quelconque  en  n  "parties  egalqs,  exige  la  résolution 
d'une  éqi^ation  du.»*'"'  degré,  celle  du  quart  de  circonférence  n'exige  que  la 

résolution  d'une  équation  du  degré —r—.  i  ,     i     , 

%a^I>0SôïÏ3'  èîi  gênésA  '  ^J.  ==  ijty  afin  qtt'oii  ait  F  (f)  s±a  i  ** ,  on  adra 
donc  aussi  F  (^»-i)  +  F  (<Pi)  =  nF  (^)  =  ï^j  ce  qui.  doiu^e  la.  iart^uïe 
tang  (Ç«-.i)  =  T  cot  ft,  d'où  l'on  déduit 

tang  ^^^,  =  ^  cot  ^, 


tanc  ç>fc_,  =5  T.cot  <R^  i 


I 


\       I   V 


1.  . 


tang  (p,;_s  s=  j  cot  fyf  n  ..    ,     j( 

.c^  eta.. 
Mais  à  cause  de  ^.s^^r^  on  a  -  ^ 

tang  (  i  ^.rf-  ; ^^4s=^À  Ung.^^i  =r  -r  cot  ^ , 

tang  (  î  <P—i  H-  î  <P.-»).=F  A  tang  ^^i , 

etc. 

De  fa  résultent,  des  fprm^^es  asse^  âmpléç  pour  déterminer.  ^^ ,,  ^,^ ,  €(tc.j 
développaixt  ç^^  qui  donnent  %y  ^^  etc.,  0^  aura  par  1^  rçn^jtt(fe  de 

.1       .1 
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ces  deux  suites  ^  réquation  qui  doit  détenmnfer  i^,  èft  le  caletA  sera  moins 
compliqué  qtnhpar^e  di^loppemeat  del^^«  ota  de  A^bs^».^  '\ 

Lorsque  n  =s=  3 ,"  ouf  4itnrâ  immédîatemienr^iig  (^'pr  ^  |  ^==^  x  <!0t  ^ ,  ou 

1  •  •         •  *      f     <  'm  ■  <  *  •  *  '       r   ' ^  *  •  )        '     ' 

isin^=4  (^(i-^^sin  ^).  Soit  sin  9=:;r,  et  T^quation  pour  déterm^er  x  sera 
c'est  réquation  qui  donne  la  trisection  de  la  fonctioi)  F'^  et  l'on  voit  que 

Lorsque  ji  =  5,  il  faudra  éliminer  ^j  des  dçux  équations 

•  "  *  '  'a 

tang(4'^4-»^8)=jC0t<p  . 

tang  (  ï  ^3  +  ï  <P  )=  A  tang  ^„ 

et  ensuite  mettre  au  lieu  de.tanff  ô^^  sa  .valeur  ^ ,  ^^°^  <^^^  .  ^^j^  obtien- 
dra  ainsi,  en  fusant  sin^ssx,  ^  ^.    ^  .     -.  ..'     - 

t  +  tf  _  y/,  ^ .    ^_^x »  +  a»  —  acV  —  c*«* 

équëtion~pour  la  qûiûtisectioii  dé  la  &ncdon  ¥*  y  laquelle  étant  entièrement 

dév^ôppêe,  montera  au  degré  12  =  — — .  '      ^ 

,  ^4..  Rçjirgnqps  à  l'équation  de  Jk  trÎ3€ctioiif  éUfifiSri^  daos  sa  r^I^iqu, 
quelques  parjticularités  qui  piéritent^  d'être  remarquées.     ^  , 
S6it"^*àbiot-d  5c*"==7'4-7,  celte  équation  deviendra 

Smj^gtofiç^f^  ff^iAfif^  ^fXfu^t  ii^^ohfQ  ;fi9it.  1^1  prodwl;  !  âi^  4«ii«.  fiRi^iV0 
^— ^  +  ^>^**|-^"— '•>  on  aura,  pour  déterminer  /?,  y?  ^r>  ^*  équa- 

lions  y  ~ r :^^«  —.1,  qr^^,p{q-\-  r)^  ~  i \  De»  deux  première» 
on  tiré'(j7-f-r)«==r^**-^"3;»*+'o,'  et  cette  valeur  étant ' substituée  dans  la 
troisième,  il  en  résulte  />«  — 5>«4-'!S;^*t*(2j_i^*',  où  (;>*— i3»sç^. 
Soit  donc  .—c.j --:,.; 

et  l'on  aura  ;>•  —  i  =  A^  oa  ^^  ^{  rl^  *j}^  d'où  ^r^B^l^e 

4- 


.     •     • 
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Ainsi  les  quatre  valeurs  à.Q.j.  seront  ■■,■■. 

Les  deux  premières  sont  imaginaires,  et  des  deux  autres,  il  o'y  a  que  la 
racine  positive  qui  convienne  i  la  question;  ainsi  Ton  aura ^4"a)  ^^ 

de  sorte  que  cette  valeur  pourra  se  construire  géométriquement,  lorsque  h 
sera  donné.  Or,  quel  que  soit  ^,  on  a 


•1'  '  '\ 


.'■■"■'■■." 

valenr  qui  est  toujours  comprise  entre  les  limites  i  et  o. 
Soit  A  =  I ,  on  aura    c*  s=      ,     .  5=  a  (^/a  —  i)  et 

I  ""i"  r^ 

Soit  A:  =:  12 ,  on  aura     c*  =  ^  =  A*  et 

cos*^s=(v/3-.  i)  1/(1^/3)=!  |/(>t/3-3). 

Voilà  ^eux  cas  dans  lesquels  la  -trisection  de  la  fonction  F^  se  ^it  par  de 
simples  extractions  de  racines  cari'ées. 
Pour  troisième  exemple  de  trisection ,  prenons  le  modale  c  ss  \/d  ••«- 1  ^ 

nous  aurons  i*c=:2c,  ^^=-=31/2+23^  d'où  sinç=i  |/a(v/3— i)è= 

2  sin  i5*. 
Les  applications  que  nous  aurons  occasion  de  faire  par  la  suite  exigent 

que  nous  considérions  encore!  le  cas  de  i?ss|y^(2»f-  |/3)=:coid-^,  eto^cA 
de  c=i  1/(2-^/3)  =  sin  i.;     •  '     '         •       ■'"      ~" 

'■'-  ■■■    .>--•.-"••:••  "■■•   i6«"  "  >j«è»- 'T'-' ' '" 

Soit  d'abord  c=:i^/,(3+  v''3)j  on  aur^  A';^^=:2-|-==2-î;  dçnc 

,        •       I        3  V  ■     \ 

A:  =  — ;  |/3  :  d'après  cet^e  yateiar,  on  trouyeria . 

-  V  ,  »  »  i  ^ 

sin'fi  s=  t/5  — •  I .  .  ,    r 

Mais  comme  les  réductions  pour  parv^i^  à  ce  résultat  seraient  fort  pénibles^ 
il  est  plus  simple  de  revenir  à  l'é'quatipn  priînilive 

eton  vérifiera  &oilemeqt  que  œtte  éq\iaUQnestsatiafaatÊj^4  disant  xs=f/3«-»i; 
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alors  on  a  sin*^s=:4  — ^1/3,  co8»ç=in/3— 3,  et  t»g*^==-2-^'  ^^ 
taug  9=  \/\T7i)*  C'est  la  valeur  de  ^  qui  donne  F  (^)=jF*,  lorsque 
css'cos — s=ssin'7$*.        • 

Soit  maintenant  c  sai/^  "^    ■)  as.sin  — ,  on  aura  encore  A:  :=  — .  y^3  , 

et  il  &udra  substituer  cette  valeur  dans'la  formule  générale  pour  connaître 
sin.^;  mais  comme  les  réductions  seraient  encore  fort  pénibles,  il  sera  plus 
simple  de  résoudre  directement  l'équation  particulière  à  ce  cas ,  laquelle  est 

G  =  I  —  a« 4-  ^^y    (aar*  — i- x*). 

Or,  d'après  le  cas  précédent^  cetteéquation  doit  être  divisible  para?  4*  1 4~V^3j 
supprimant  donc  ce  &cteur  qui  est  inutile  dans  le  cas  présent ,  et  faisant 
|/3  *{«  1=^9  on  aura  l'équation  à  résoudre  ■  ->        ' 

«'— Av^3.ar*HhA'V^3,a:î— a^sao.   . 
-  Soit.^  ss  ^-^-j  on  aura  la  transformée       . 

^4-6A;^4-  iaA4-4=  o, 
d'où  l'on  tire,  par  les  formules  connues  j  =  yê^  — hya.  Faisant  donc 

|/a  =m,  on  aura  cette  valeur  de  x  ou  de.  sin  ^  : 

I         *     • , 

.^-        ^  ,      1  —  H»  +  I»*       . 

MO  ^==  I— n»H- ïtÎ^; 

Je  remarque  que   l'équation,  m^  =:  2  donne   i-?— ^i-f-.m' = -^— ,  et 

(m-f-i/Cm-^  i)=3y  ou.(/ii|4-i)  .|/^(i«*— 1);=2=  |/3j^  on  auva  donc  plus 
simplement, 

sin  ^=s  I  —  m-f- t/(/?i'— i)} 

De  là      eefl*f»(iii^i)(m*— if  (3  +  /3)ss(OT*~i)*(i±)^ 
donc  enfin 

*  étant  mis  à  la  place  de  t/f  ^    /^  )  ou  cos  — .    C'est   l'expression   la 

plus  simple  pour  déterminer  la  valeur  dé  (p  qui  satisfîiif  à  Féquation 

^(^)  =  iF',  dans  le  cas  de  csssin— . 

•      12. 
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Pour  «Sbcftiier  entièremeat  l4  trisection  de  la  foHetum  F^  ^  il  butenooire 

avoir  là  valeur  de  ^«  qai  donDe  F(^s)=:aF(^);=f  F\  Or,  ^^  est  facile  à 

déduire  de  Py  soit  par  les  formules  de  la  duplication ,  eoit  par  celles  des 

foncûons  complénientaires  (art.  i8),  puisqu'on  a  F(Çto}*f»f  (^)  es:{*'. 

On  trouve  ainsi 

cotps=*tangç, 

co8fft=  I  *-^fiin^: 

la  dernière  est  remarquable  en  ce  qu'elle  est  indépendante  dn  module. 

Dans  le  dernier  exemple  où  c  c=  sin  — ,   on  aura  donc  cos  ^.  =  m  — 
|/(/ii*—  I  ),  d'où  Ton  tire  -       -- 

tffHfin**  (t    •■^   ri   ^  I     11       if  a33  t  /  I        1  g"*  «Mk*r       — - 


(m+O 


tang  ^  (P.  =  -3-:=  "-7 ^ 


La  valeur  de  sin  <p^  pourrait  être*  déterminée  'directement   par  la  trisec- 
tion de  la  fonction  F(7r) ,  car  il  est  évident  qa^Dn  a  F(Ça)^ssf  F*  =  4  ^^)*  Soit 
donc  siu  ç^z=:jr^  et  en  faisant  dans  la  formule  de. la  triplication  (n^  a3) 
â=  sin  ^  =  o ,  on  aura ,  pour  déterminer^ ,  l'équation 

6  =  3— 4(i+c*)^  +  6c*j^  — c^S 

-  • 

qui  n'a  que  la  difficulté  du  quatrième  degré. 

25.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équatieiiv'poiljr  la  quintisection,  qui 
étant  entièrement  développée ,  devient 

Pour  donner  au  moins  quelques  exemples  j>articuliers  de  la  résolution 
de  cette  équation,  on  pourrait  altnbuer  une  valeur  à  a:  (en  ayant  soin 
qu'efie  (ùt  plus  grande  que  la/ra|ciBa  de  ï^équation  o^nvf  •^— :2ar-«^4^*};  et. 
d'après  la  valeur  supposée  de  x,  on  voit  que  c*  se  déterminerait  par  une 
équation  du  troisième  degré. 

Mais  la  recUerdie  des  cas  particifiets  de  solûUôii ,  est  ùné'qdestion  d'ana- 
lyse indéterminée  qu'on  peut  résoudre  plus  facilement  de  la  manière 
suivante.  '  "     ;    ;  '...'.: 

Soit p  SEB I  «-«t^^c^p  qzsinx (i«— c\r*)y  et  l'équation  de i'article  a3  seica  ' 
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Éleraint  ckâcjae  membre  au  quarré,  et  retrancbant  de  part  et  4'atitre  Tirnîté, 
on  ftim 

Soit p=zmq^  cette  ëqoatioii  donnera  i*J?*  ?=  AwT"      ^^  ^^^'  ^^^ 

encore 

et  l'on  am'a,  en  reQiettaat  la  valeur  de  y,  b^ûc^^s^n  ^i-^/:*JC*)?  ^®  ^"* 
donne 

C*==:  ^^^ -aA.     • 

Mais  de  l'éqaatîon  ^  =  m^  ^  ou  i — c*«*=3OTar  (  i— c'a:*) ,  on  tire 

.        anMP—  I 

Egalant  ces  deux  valeu»  ^^^  3  vîendcross  i  —» (am^f-  n) or-f- ^*- 

De  là  se  dëduit  une  solution  générale  fort  simple  du  problème  que  nous 
AOOs  8QrinM$  pvDposi.  Aytant  pri»  pour  m  une  valeur  quelconque  comprise 

entre  ï  et  ■*"^—  ^  i .  6i  8  (car  ces  valeurs  répondent  aux  limites  c  =  x 
et  c  =  o}.  on  en  dedmtiis^r^ ^    "•    J  l  ennute 

«  pf»  m» -|r  fJV  «^  VK'^-H  7 '>)* -*^  <  }  ) 

■  *.  « 

Soit  9  par  exemple,,  m  £==  - ,  ôu  s^ura  /i  =  -^y  de  là  ^ 


—  -    ! 


D'après  cette,  vakkr  di^-nioddé^:^?  9^  «aUe  de  ârrs  sin  f  j  on  satisfera  à 
ré^uatioaiF(^);9iF|  ;  loniwtflrîl  sera  iaiâe  d'«v>oir  les  valeurs  de  f «^  9^^  ^4, 
p^  lesqueUea  ^yi  nd^èvOf»  de  -  ^v iatr  cm  tinq  parties  égales  k  fonction  com« 
plète  F*. 


(  * 


a^IbttjK'^vpnB  £|^^vd^^m9[|^i.  0tt  troiivela  reialtion  entre 

^i^U\^  M  étant  nn  aoabre  ent«er«^^'il  fidliul 


pour  que. 
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tiers,  00  prendrait  un  angle  auxiliaire  ûp,  tel  qu'on  eût  à  la  fois  iiF(4)=^=F(£y)^ 
et  /7iF  ((p)  =^F(^)-  La  première  condition  donnerait  une  équation  algébrique , 
entre  les  sinus  des  angles  4^  et  <»,  la  seconde  en  'donnerait    une  entre 
ceux  des  angles  (p  et  cû;  d'où,  éliminant  â»,  on  aura  la  relation  cherchée 

entrer  et  4-    '  ........ 

En  général ,  on  voit  qu'il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  par  une 
équation  algébrique  à  l'équatijQp  transcendante 

o  =  /wF((p)4-7iF(4)  +  ;?F  (a^^-f-etc., 

les  coefficiens  mi'rty  p-'etc.  étdnt  des  nombres  entiers  à  volonté  j  qui  n'aient 
pas  tous  le  même  signe.  C'est  une  conséquence  toute  simple  de  ce  que 
l'équation  transcendante  F  (^)  •+-F(4j  ==^P(/t)  est  représentée  par  une 
équation  algébrique. 

!I7.  De  là  il  résulte  qu'on  peut  toujours  trouver  l'intégrale  algébrique 
complète  de  l'équation  différentielle 

'  4 

metn  étant  des  nombres. entiers  j  q^r  l'intégrale  est.<f abord  m¥  (^p)danF (4) 
=  const.  Et  si  l'on  suppose  que  lorsque  4  =  09  ^^  ait^^dt/t,  la  cpn- 
stante  sera  mF(f6),  et  l'on  aura  l'intégrale 

niP  {(p)  db  nF  (4)  =  wF  (fij: 

Soit  tf  une  auxiliaire  telle  que  F()u)  ::=rF^^)d?F{#)-^  on  aura  en  même 
temps  /7iF  (û»)  =s  TiF  (4)  9  si  l'on  exprimè^  ensuite' ces  deux  équations  en 
termes  algébriques,  et  qu'on  élimine  6»,  on  auraTiiitégrale  algébrique  cher- 
chée dans  laquelle  /â  sera  la  constante  arbitraire.  . 

En  général,  si  l'on  avait  Féquation  suivante,  dans  laquelle  m,  n,  p,  etc. 
sont  des  entiers  positif  ou  négatifs,         .^ 

mdp       ,    ,    .      nd^  .  pdm  , 

»  » 

l'intégrale  complète  sera  F(ft)  =inF(^)H-»F(4)+;'F(û>)4-.  etc.,  ft  étant 
la  constante  arbitraire,  et  cette  intégrale  pourra  toujourd-4tre  représent:ée 
par  ime  équation  algébrique,  quel  que  soit  le  nombre  des-  termes,  pourvu 
qu'il  ne  soit  pas  infini*  •'     ' 

Si  l'on  désigne  par  R (x)  le . radical  ^{a^^x -f- ya:^  +  S'a? -f-  tjfi) , 
et  par  R(j^),  R  (2),  etc.  des  radicaux  semblables  en^,-ir,  rtc;  si  de  plus 
m,  tIjP^^  etc.  désignent  des  nombres  entiers  positif  ou  n^tijEs,^  iji  çst  ^ftir« 
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que  rëqaation 

pourra  toujours  être  réduite  à  la  forme  précédente ,  et  qu'ainsi  elle  aura  tou* 
jours  une  intégrale  algébrique  complète. 

Rien  n'empècberait  de  supposer  que  z  et  les  variables  suivantes  fussent 
des  fonctions  algébriques  données  de  a:  et  jr;  alors  l'équation;  précédente 
ne  renfermerait  que  deux  variables,  et  malgré  l'infinité  de  formes  dont  elle 
est  susceptible,  elle  admettrait  toujours  une  intégrale  algébrique  complète^ 
C'est  peut-être  la  seule  manière  de  généraliser  le  résultat  d'EuIer,  concernant 

l'équation  çpr  +  g—  =  o.  Lagrange  s'est  proposé  de  trouver  des  cas  d'inté- 

grabilité  de  l'équation  -j=  +  -^  ==  o,  sans  supposer  que  les  deux  poly- 
nômes X  et  Y  sont  entièrement  semblables  ^'^;  mais  il  ne  parait  pas  que 
les  recherches  de  ce  grand  Géomètre  l'aient  conduit  au-delà  de  l'équation 
d'Ëuler,  car  l'équation  qu'il  donne  page  119^  cdmme  étant  plus  générale , 
s'y  ramène  immédiatement  en  faisant  çz=ikj:^  et  donnant  au  coefficient  k 
une  valeur  convenable.  Ainsi,  il  est  très  douteux  qu'avec  deux  termes 
seulement,  l'équation  d'Euler  puisse  être  généralisée;  mais,  avec  un  plus 
grand  nombre,  on  voit  qu'elle  admet  une  grande  extension. 

28.  Puisque  les  fonctions  F  peuvent  être  multipliées  ou  divisées  à  volonté , 
cette  propriété  fournit  un  moyen  assez  simple  de  les  évaluer  par  approxi- 
mation. D'abord  nous  supposerons  que  (p  ne  surpasse  pas  2^,car,  suivant 
l'article  13,  tous  les  cas  se  réduisent  à  celui-là. 

Cela  posé,  on  déterminera  ^ ,  par  l'art,  a  i ,  de  manière  que  F(9.  )=:^F(|p), 

et  l'intégrale  I    .   *   aura  une  étendue  moindre  que/ ~^,  de  près  de  moi* 

tié,  si  c  n'est  pas  trop  près  de  l'unité.  Par  une  seconde  bisection,  on  peut 
faire  en  sorte  que  F(^,)  =  JF(^),  et  l'intégrale  «que  représente  F($,) 

aura  encore  une  étendue  près  de  deux  fois  moindre,  ainsi  de  suite.  Mais 
lorsque  l'amplitude  «^z  de  la  formule  qu'on  considère  est  devenue  très 
petite,  la  fonction  F('4/)  se  réduit  sensiblement  à  l'arc  4*  Donc,  quelle  que 
soit  la  première  valeur  de  ^,  la  fonction  correspondante  F(^)  sera  égale  au 
dernier  terme  de  la  suite  ^,  a^^,  4^.,  8^^,  etc.;  et,  dans  la  plupart  des 

i  ï  i 

cas,  on  obtiendra  cette  limite  par  un  calcul  assez  court. 
(')  Mémoires  de  Turin,  tome  lY. 

T.  I.  5 
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EXEMPLE. 

Soit  proposé  de  trouver  la  valeuir  de  F  lorscjue  ^ ^=^  l/(*~r~ }  =  aiQ75* 
et  tang  ^  =  4/^773};  o^  trouvera,  par  les  formules  de  Part.  21 ,  ce  qui  suit  ; 

<p^  x=  4^-  4'3o'^g.i  €   =  45*  o'  o^oo 

(p^  ;i=  25.36.  5  j64  €t  =  24*4^'to  ,q4 

^jj^  Œ=  i3.  6.30,98  ^_j_  =  12.39.15,83 


A  •  4 


(p,  =    6.35.40,74  S,  ï==    6.32.  8,4<>3 

T  î 

^,  =:     3.18.   8,75,  etc.  • 

etc. 
Les  deui  dernières  valeurs  dounent 

8(p,  43=.  53«4S'25"92^ 

8 

i6<p,  =^52.  5q. 20 ,00. 


16 


Leur  différence  est  4'54^<>8;  et  comme,  par  la  nature  de  ces  approiima- 

tions,  uQ  résultat  doit  approchet  de  la  limite  euvivoû'  quatre  fois  plus  que 

le  précédent,  nous  aîouteroQs  au  dernier  résultat  le  tiers  de  la  différence 

4'54*'>o&,  qui  est  i'58",o3,  et  notre  aurons  ainsi,  pour  let  valeur  de  F,  l'arc 

très  approché' 

Sa**5V58>3, 


qui  en  parties  du  rayon  =  -  x  0.587401 3  =0.9226878. 

Cette  mëtbode  pourrait  deivênir  très  longue  loivque  e  est  fort  prés  de 
Tunité ,  et  (p  peu  différent  de  90*.  Nous  en  donnerons  ci-après  une  plus 
expeditive. 
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CHAPITRE  VIL 

De  la  Lemniscate  et  dune  autre  Courbe  algébrique  éènt  hs 
arcs  représentent  généralement  la  fonction  ¥. 

aQ,  La  fonction  £  £st  représentée  très  sâmplement  par  un  arc  d'ellipse 
dont  l'origine  est  fixée  à  l'extrémité  du  petit  ax^;  si  l'on  se  proposait  de 
représenter  semblablement  la  fonction  F  par  utt  arc  de  courbe  algébrique , 
ce  prc^èoie  panakcftë;  d'abord  a$se{(  dUficiie  j  cependant  nous  sommes  par*- 
venu  à  en  iroxiFer  une  solution  générale  et  satis&isante  par  les  inoyens 
que  nous  allons  exposer. 

Le  cas  qui  se  rencontre  le  plus  souvent  et  qui  mérite  une  attention 
particulière,  est  celui  où  l'on  a  c=zbt=\/j',  alors  Fangle  du  module  qui 
est  de  45",  tient  le  milieu  entre  toutes  les  valeurs  qu'il  peut  avoir  depuis  o*» 
jusqu'à  go*.  Dans  ce  cas,  la  (onction  F{c,  ^)  peut  être  représentée  géné- 
ralement par  un  arc  de  la  courbe  algébrique ,  nommée  lemniscate. 

On  sait  que  l'équation  de  cette  conrbe  est  (j*4-^*)*  =  **(^* — ^)>  Fig.  4. 
en  supposant  le  demi-axe  CA=A:,  l'abscisse  CPî=:«r  et  l'ordonnée  PM==/. 
On  satisfait  à  cette  équation  «11  faisant  arsr^opS;^.  >^(i — c*sîn*^), 

^=— sin^cos^,  et  il   en   resuke   l'élément  de  la   courbe  dsss... 

V^  •  |/(i-^»8Îp'7)>  î^t^^^  «^  *^^^^°*  ^=  v/3,  on  aura  5=F(c,  ^),  de 
sorte  que  la  fonction  F(i?,  9)  est  représentée  d^ns  tonte  «a -généralité  par 
IWc  de  lemniscate  AM  compté  depuis  l'extrémité  du  demi-axe  :  cet  arc 
croît  continuellement  avec  l'amplitude  ç>  qui  détermine  l'autre  extrémité. 

Dans  le  premier  quart  AMC  de  cette  courbe,  la  valeur  de^  ^i^^tend 
depuis  (p  =0  jusqu'à  ^  =  jTT^  ainsi  le  quart  de  courbe  AMC  qu'on  peut 
désigner  par  s^  sera  égal  à  la  fonction  complète  "Pc;  dans  le  second  quart 
CINB,  la  valeur  de  p  .^end  depuis  ^^:=^^w  fusqu'i  ^zt^tt)  dans  le  trpi** 
sième  BN'C,  depuis  ^s=^  jusqu'à  ^=|t,  et  enfin  dans  le  quatrième 
CM'A ,  depuis  ^  p=  I TT  jusqu'à  "^  =  27r. 

De  là  on  voit  que  les  arcs  de  la  lemniscate  jouissent  de  toutes  les  pro^ 
pQfltcfi.jdes  ifimctioQs  jelji|)tiqi4es  .dé  la  fffwiiere  «spèee;  c'cslt-^ndke  qu'ib 

S.. 


■%  * 
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peuvent  être  ajoutés,  retranches,  multipliés  ou  divisés  algébriquement 
comme  les  arcs  de  cercle.  Ainsi,  étant  donné  un  arc  quelconque  MO,  on 
peut,  à  compter  d'un  point  donné  H,  déterminer  algébriquement  un  autre 
arc  HI  ou  HL  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  donné  avec  l'arc  MO.  Il 
suffit,  pour  cela,  de  déterminer  ^  d'après  une  équation  de  la  forme  F^^ 

Fa  =  d=  —  (F(p— "F;^},  à  laqudle  correspond  toujours  une  équation  algé- 

brique.  ... 

A  plus  forte  raison  peut-on  diviser  algébriquement  un  arc  donné  en 
parties  égales.  Par  exemple,  s'il  s'agit  du  quart  de  la  courbe  AMC,  on 
déterminera  son  milieu  R  par  l'équation  cot  ^  =  ^h  =3=  Wc ,  d'où  résultent 

les  coordonnées  x  =  —7; — \ — : ,  r  =  —^ — .  Si  l'on  veut  déterminer  Tare 

AM  égal  au  tiers  de  AMC,  on  fera  (art«  24),  cos^=  \/(av^3  — 3). 
3o.  Considérons  maintenant  la  courbe  formée  d'après  les  équations 

a:=  Asin^(i  •+- j/iisin*(p), 

y  =iAcos9(i  ^m^^\m  cos*^), 

on  trouvera,  en  éliminant  sin  ^^que  l'équation  de  cette  courbe  est  du  sixième 
degré,  et  qu'elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  a:  et  de/,  ce 
qui  prouve  qu'elle  est  partagée  en  quatre  parties  égales,  et  semblables  par 
les  axes  des  coordonnées» 

Des  équations  supposées  ^  on  tire  par  la  diSerentiation 

^      tftrss        AJ(pcos(p  (i -f"^s^n*9)^ 
4^  =s-^  hhdip  sin  ^(i  ^m^vof^yy 

donc  l'élément  de  la  courbe  dszzs^hùdpÇi  -^msui*^)^  et  en  intégrant 

sz^hE  +  ~  [(3iî*~  i)E  +  i»F— <?*48in^cos(p], 
Pour  faire  disparaître  l'arc  d'ellipse  E,  soit  m  =  rzz^^  ^^  ensuite  h^  — 
33— p:-,  on  aura 

C* 

^  =  F  —  t;  A  sin  ^  cos  (p , 

c* 

OU  F(c?,  ^)  =  ^-f-7;  Asin^cos^. 

Ainsi,  on  voit  que  la  fonction  F,  dont  le  ïuodule  c  est  a  volonté  ^  pourvu 
qu'il  soit  plus  petit  que  j/^  ou  sin  45*,  s'exprime  par  l'arc  de  courbe  s 

augmenté  de  la  quantité  algébrique  7;  A  sin  9  cbsf  ;  cette  quantité  addition.^ 
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nelle,  toujours  plus  petite  que  3^,  devient  nulle  dans  les  deux  limiles  ^  =  0, 
^=s^^<.  Appelons  s*  le  quart  de  courbe  compris  enti^e  ces  deux  limiles, 
et  l'on  aura  la  fonction  complète  F'c  =  ^^ 

Dans  cette  solution,  les  coordonnées  a:  et  ^  sont  ainsi  exprimées  : 

J?=  ^  (i  —  2C*  4- cSiu*^), 
r  =  T  cos^  (i  -f-c*sm*^)j 

donc  le  demi*axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  jr,  CB  =  t;  c'est  le  demi*  F»g  4-» 

grand  axe,  et  le  demi-axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  Xj  CA=  r  ;  c'est 
le  demi -petit  axe.  Si  l'on  cherche  le  rayon  de  couii)ure  eu  un  point  quel- 

conque,  on  trouvera  pour  son  expression,  rs=:  p-(i  —  2C*+3c*sin*^).  Au 

point  B,  extrémité  du  grand  axe,  on  aura  ^^o  et  r=  -^ —  =  i —  —  , 

et  au  point  A,  extrémité  du  petit  axe,  on  aura  tp  =-^^  cl  r=r  i  -j-c*. 
Pour  savoir  si,  entre  ces  deux' points,  le  rayon  de  courbure,  qui  est  tou- 
jours positif^  croît  continuellement,  ou  s'il  est  susceptible  d'un  maximimtj 

il  faut  prendre  la   différentielle  de  r  qu'on   trouvera  de  la  forme 

P^(i  +  2c*  — Sc'sin*^),  F  étant  une  quantité  positive»  Ainsi  tant  qu'on 
aura  i  +  ac*  >>  5c*,  ou  ^*  <  i»  k  rayon  de  courbure  ira  toujours  en  aug- 
mentant depuis  le  point  B  jusqu'au  point  A  :  mais  si  c%  qu'on  suppose  tou- 
jours <ï,  est  cependant  >?,  alors  il  y  aura  un  point  où  le  rayon  de 

courbure  sera  le  plus  grand  possible ,  c'est  celui  où  l'on  aizra  sin*^  =:-^^-^  » 

ou  cos*^  =  ■  ^    ,  et  le  rayon  ttiaximum  sera  /•  ==  f  — g^  )  (    g,^     j  . 
Dans  tous  les  cas ,  si  l'on  décrit  un  quart  d'ellipse  AEB  sur  les  mêmes 

demi-axes  CA=  i,  CB=:t,  Parc  AEB  enveloppera  le  quart  de  courbe 

ARB. 

— -• 

En  effet,  dans  l'ellipse,  le  rayon  de  courbure  en  B  =  -^  =  b ,  plus 
grand  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  BKA  au  même  point ,  puisque 
celui-ci  =  ft—  75,»  De   même  le    rayon   de   courbure  de    l'ellipse    en   A 

=  gj-  =  7;  y  plus  grand  encore  que  celui  de  la  courbe  au  même  point , 
lequel  est  1  -f-  c*.  Donc  en  effet  l'ellipse  enveloppe  la  courbe ,  et  l'on  en 
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peut  oonclureque  Parc  BKA,  représenté  par  F'c,€st  moindre <{ue le  quart 
d'ellipse  BEA  représenté  par  t  E*c  ;  ainsi  Ton  aura  ioajoars  F*c  <  i  E'c, 

ce~ qu'on  peut  vérifier  par  d'autres  principes. 

La  courbe  dont  nous  nous  occupons,  a  celle  propriété  commune  avec 
Fellipse,  qu'on  peut  trouver  tant  d'arcs  qu'on  voudra,  dont  la  différence 
soit  égale  à  une  ligne  droile,  c'est-à-dire,  soit  délerminable  algébrique- 
menl.  De  même,  étant  donné  un  arc  Sj  on  pourra  trouver  algébrique- 
ment un  autre  arc  ^'  tel^  que  la  différence  de  leurs  multiples  m$  —^m's' 
soit  éga}e  à  une  ligne  droite ,  et  cela  soit  que  les  arcs  dont  il  s'agit  aient 
pour  origine  fixe  le  point  B ,  soit  qu'ils  aient  leur  origine  en  d'autres 
points.  Mais  ces  propriétés  ne  méritent  pas  de  nous  arrêter  3  ce  qu^  nous 
importe  de  dànontrer^  c'est  que  toute  fonction  F(c,  ^)  peut  être  repré- 
sentée par  un  arc  de  la  courbe ,  sans  addition  d'aucune  quantité  algé- 
brique. 

3i.  Supposons  d*abord  ^^go®,  je  dis  qu'on  pourra  toujours  trouver  sur 
le  quart  de  courbe  BKA  deux  points  M  et  N  tels,  que  l'arc  intercepté 
MN  sera  égal  à  la  fonction  F(c,  ^).  En  effet,  la  quantité  A  sin  ^cos  ^ 
étant' nulle  pour  4)=o  et  (pssgo*^  il  y  aura  une  valeur  de  <p  pour  la- 
quelle cette  quantité  est  un  maximum.  Soit  cette  valeurTp  =  f(  «t  K  le 
point  correspondant ,  l'amplitude  /a  sera  déterminée  par  l'équation 

d'où  l'on  tire 

sm  ^  —  ,^^^^/(^_^^^4)- 

A  compter  du  point  K,  ainsi  déterminé,  la  quantité  Â  shs  f  eosÇ  dimi- 
nuera continuellement,  tant  dans  le  sens  K.MB  que  dans  le  jsens  KNA , 
depuis  son  maximum  en  K  jusqu'à  la  valeur  zéro  qu'elle  a  aux  points  B 
et  A. 

Donc,  si  T  est  la  valeur  de  A  sin  ^  eus  Ç>  au  poiut  M  de  l'arc  BMK,  où 
nous  supposerons  ^  :z:  <\|, ,  il  y  aura  sur  l'autre  arc  KNA  un  point  corres- 
pondant N  où  A^.sin  ^  cos  Ç>  aura  la  même  valeur  T^  soit  co  l'amplitude 
du  point  N ,  on  aura  A^  •  sin  ^^  cos  4  =  ^^  •  sin  cû  cos  cù.  Et  parce  que  les 

arcs  BM,  BN  sont  représentés  par  les  valeurs  F'4^-|-  n  ^4^  •  sin-^/  côs  4  > 

F^  +  n^^  *  sin  «  cosû^,  il  est  clair  que  leur  différence  MN  aora  pow 
valeur  Fui  —  F^  ?  sans  addition  d'aucune  quantité  algébrique. 
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Cela  posé,  si  Fou  veut  que  la  fonction  F^,  dont  l'amplitude  donnée  (p 
est  moindre  que  90®,  soit  représentée  par  le  même  are  MN,  il  suffira  de 
satkfai're  aux  deoi  équations 

pa— .F4=:F(p, 

Ao^ .  sîn  cù  ces  (»  =:  A>|/  •  sin  4  cos  Np  3 

et  d^abord  la  première  équation,,  qui  est  sous  forme  transcendante^  doit  être 
remplacée  par  l'équation  algébrique 

GOSû^cos  4  +  Af  fiin  âi  sin  4  =cosf  ; 

de  celle-ci,  on  peut  déduire^  suivant  les  formules  de  Tart.  16,      * 

.  I     008  4^  — ces  #  008  f    .       COS  ^  008  ^I/  —  008  » 

^^Lss: ; 51 — 2 .)     Aûl  SS  : — -— : — ,  ■    ■      • 

*  sm  if  sin  ^        '  sm  f  sin  y 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  Aû^  •  sin  a>  cos  û)= A4  •  sin  4  cos4) 
on  aura 

(cos4  —  cosû>cos^)sin*4  cos4  =  (cosipcos4'"^cosû>)  sin*»  cosû», 

ou  (sin*  Où  *4-  sin*4)  <^s  ^  cos  4  cos  ^  =  sin*  eu  cos*  eà  +  sin*  4  cos*  4  5 

soit  cos  ûi  cos  4  ^=7' 9  sin  û>  sin  4  =  7;  ^cs  deux  équations  à  résoudre 
seront 

p  cos  <p  (i  +  9*  — /?•)  =/?*4-  7*—  (P^'—9^j'> 

/i  +  ^A  =  cos  ^. 

On  en  tire,  par  l'élimination  de  p,  l'équation  du  troisième  dçgré> 

>  .        • 

o =^sin*  ^y'  -|-  3<?*  A  cos(p^*  —  (24-  2c*  — •  3c*  sin  p)q  -f-  A  cos^. 
Celte  équation  donnera  toujours  une  valeur  de  q  positive  et  plus  petite 

cos  0  I    '  r  •         ^  008  ^       1  1  1 

que  — T-^  s=  -77 — t-t: — r-\  ;  car  en  faisant  ^  ss  — r-^ ,  le  second  membre 

devient  négatif.  On  aura  en  même  temps  la  valeus  ^  =  cos  ^  -—  ç^A,  la- 
quelle sera  positive  et  plus  petite  que  l'unité;  il  en  sera  de  même  de 
;^+y=c0&  ^-|-y(i— A)  ;  car  si  cette  quantité  était  égale  à  Tunité,  on 

aurait ç=    ,_^    =  ^^f^^^^^y ^ par  conséquent  y  >  ^  ou  ^ >  i ,  ce  qui 

n'a  pas  lieu.  Connaissant  p  elq  ^  on  aura  les  angies  4  et  ûp  par  les 
équations 

cos  (a>4- 4)  =/>  —  ^  > 

cos(«^— 4)  =/'  +  9  ; 

ainsi  l'on  connaîtra  l'arc  WR  égal  à  la  fonction  F(c,  (p)  dans  l'faypotbèse  que 
^  est  <  90^ . 
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Si  Pamplitude  (p  est  plus  grande  que  90%  elle  pourra,  en  général  âtre 
représentée  par  nk  X  90^  =t  9^9  <P^  étant  plus  petite  que  90^. 

Soit  s^  l'arc  égal  à  F(c ,  ^^)  et  s^  Parc  égal  à  la  fonction  complète  s^ ,  l'ôx*- 
pression  générale  de  la  fonction  F  sera  F(c,  (p)^=,2ks^  dbs'^, 

La  solution  précédente  suppose  c*  <;7,  ou  c  <  sin  45*;  elle  s'appliquerait 
sans  difficulté  au  cas  de  c*  =  7;  mais  ce  cas  est  résolu  beaucoup  plus  sim- 
plement par  la  lemniscate.  Si  Ton  a  ^  ^  ^ ,  il  faudra  transformer  la  fonc- 
tion F(c,  ^)  en  une  autre  de  même  nature,  où  le  module  c  soit  plus  petit 
que  sin  4^"  i  or,  c'est  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  très  aisément  par  les 
formules  que  nous  exposerons  ci-après. 

Avec  cette  modification ,  la  solution  que  nous  avons  donnée  doit  être 
regardée  comme  absolument  générale.  Ainsi  l'on  pourra  toujours  trouver 
une  courbe  algébrique  dont  les  arcs  représentent  toute  fonction  F(c,  ^)  dans 
laquelle  le  module  et  l'amplitude  sont  pris  à  volonté.  Cette  courbe  est  du 
sixième  degré  et  sa  figure  composée  de  quatre  parties  ^ales  et  semblables, 
concaves  vers  un  même  centre,  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  l'ellipse. 

3a.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  serait  beaucoup  plus  facile, 
si  l'on  n'exigeait  pas  que  la  courbe  fût  algébrique ,.  et  si  l'on  admettait  dans 
Texpression  des  coordonnées  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

En  effet,   l'équation  indéterminée  à   laquelle  il  faut  satisfaire,    étant 

dx^  +  dy^  =    _^  .  t  ,  si  on  la  met  sous  cette  forme, 
ou  en  tire  immédiatement  les  valeurs  suivantes  ; 

t     ^^^  d(p (cosy cos4^  —  b sin  ^ sin 4^ ) 

1— .c*sin*^  ' 

.  »    ^^^  d^  (cos  ^  sîn  4^  +  ^  sin/p  cosi|/) 

dans  lesquelles  on  peut  prendre  sin  4  ^  volonté.  Pour  nous  borner  au  cas 
le  plus  simple ,  soit  4  z=  o,  on  aura 

^  c»cos4)  dy^^    fc»8»n»_ 

1  — c*8in»^'     ^  '    1  — c*sin*^' 

et  en   intégrant 

a:  =  —  log  -^ 1^ ,    r  c=  -  arc  tane  — r-^. 

■ 

La  courbe  décrite  d'après  ces  deux  équations  sera  donc  telle,  qu'un 
aire  quelconque  s  compté  depuis  ^  =  o,  aura  pour  valeur  F(c,  ^),  et  repré- 
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sentera  généralement  une  fonction  elliptique  de  première  espèce ,  quelque 
soit  son  module. 
Soit  cssin  6  ;  si  l'on  fait  successivement  f  s=o  dans  la  valeur  dejr^  et 

0  ssQo*  dans  celle  de  a:,  on  aura  les  demi- axes  de  la  courbe  B  z=  -t-t, 
A= — r— j  log  ("—^-2)5  ces  valeurs  développées  suivant  les  puissances 
de  sin  6,  sont  B  =  i  -+•  -  .  -5—  +  -^  .  — ^-  +  etc. ,  A=  i  -f-  — 5—  + 


— 7F- '+ etc.  j  ainsi  on  a  B<CA,    c'est-à-dire  que  le  demi- axe  dirigé 

dans  le  sens  des  jr  est  toujours  plus  petit  que  le  demi-axe  dirigé  dans  le 
sens  des  x.  Ces  deux  demi-axes  augmentent  continuellement  à  mesure 
que  l'angle  du  module  d  augmente;  mais  A  augmente  plus  rapidement 
que  B  y  puisqu'a  la  limite  où  8=90*)  on  a  B  =  |  ^  et  A=^\  log  |=  qd  . 

Le  rayon  de  la  développée  dans  cette  courbe  s=  7  ;  ainsi  de  ^ =0  à  ^  :=  go% 

ce  rayon  diminue  continuellement  depuis  ?  jusqu'à  i ,  d'où  l'on  voit  que 

la  figure  de  la  £ourbe  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  l'ellipse.  Nous 
remarquerons  au  reste  que  l'équation  de  la  courbe  entre  les  coordonnées 
X  et  7",  se  réduit  à  cette  forme  très  simple  cosçjr  =^  i ^(e'' ^ er*^).  Et 

parce  qu'on  peyt  multiplier  les   coordonnées  x  et  J^  par  -  y  cette  équa- 

tion  sera  encore  plu^  simplement,  cos^=x^  (^*f*^~"');  ^^ovs  les  arcs  de 

cette  courbe  représenteront  la  fonction  -F(o,^). 


CHAPITRE  VIII. 

Expression  du  temps  dans  le  mouvement  du  pendule  simple. 


\ 


33.  JuES  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  reçoivent  une  appli- 
cation immédiate  dans  la  détermination  du  mouvement  du  pendule  simple. 
Soit  I  la  gravité,  L  la  longueur  du  pendule,  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
dans  le  point  le  plus  bas,  4/  l'angle  dont  le  pendule  est  écarté  de  la  verti- 
T.  I.  6 
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cale  au  bout  du  temps  t^  on  aiira>  eti  supposant  que  *^  croisse  avec  I, 


Cette  formule  générale  olFre  deux  cas  à  coDsidérer,  selon  que  -^  sera  plus 

grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que  le  corps  tournera  sans  cesse  dans 
le  même  sens,  et  aura,  dans  ses  révolutions  successives,  les  mêmes  vitesses 

aux  mêmes  points  de  la  circonférence.  Soit  alors  —  =  <?*,  et  on  aura 

d'où  résulte  le  temps  d'une  révolution  entière 

Dans  le  second  cas,  qui  est  proprement  celui  des  oscillations,  on  fera 

Doue  le  temps  d'une  demi -oscillation  es:  |/L.F*<?,  et  celui  d'une  oscilla-» 
tien  enllére  T  =  :2 v^L.F'c. 

Lorsque  les  oscillations  sont  infimment  petites,  on  a  F'c=s^!T,  etTscsTr^/L^ 
ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues. 

Puisque  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque,  à  compter 
de  la  verticale ,  est  représenté  par  une  fonction  elltptîque  de  la  première 
espèce,  il  s'ensuit  qu'étant  donné  un  arc  parcouru  dans  le  temps  tj  on 
pourra  trouver  algébriquement  un  autre  arc  parcouru  dans  un  tepips  mul- 
tiple de  /,  ou  en  général  commensurable  avec  t.  On  peut  aussi  trouver  vm 
arc  tel,  que '4e  temps  par  cet  arc  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  difierence 
des  temps  par  deux  ou  plusieurs  arcs  donnés,  et  cela,  soit  que  ces  arcs 
aboutissent  à  la  verticale,  soit  qu'ils  n'y  aboutissent  pas. 

Si  l'on  veut  diviser  en  deux  parties  égales  le  temps  de  la  demi-oscilla- 
tion, il  faudra,  suivant  les  formules  connues,  faire  sin*^  =         >,  6e  qui 

''•g  5.  donnera  sin  -g  >|/  =  c  sin^  =  v^(  i  —  b).  Donc  si  AB  est  l'arc  de  la  demi- 

'  oscillation ,  et  qu'après  avoir  divisé  l'arc  AB  en  deux  également  au  point  I, 

on  prenne  le  point  O  tel,  que  la  corde  AO  soit  à  la  corde  AI  comme  1/2  est 

à  I ,  le  temps  de  la  demi-oscillation  sera  partagé  en  deux  également  au 

[)oint  O. 
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CHAPITRE  IX. 

Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce. 

34.  Supposons  que  les  amplitudes  ç,  «4/,^  soient  telles,  qu'on  ail  F(^)-|- 
F(>|/) — F(  jw)  =  o ,  j8  dis  qu'on  aura  en  marne  temps  E(^)  +E(4) — ^E(|u)s=P, 
P  étant  une  quantité  algébrique.  En  effet ,  si  l'on  différencie  cette  équation, 
en  regardant  /t  comme  constante  ^  on  aura 

Mettant  au  lieu  de  A  (^)  et  A  (>|/) ,  leurs  valears  tirées  des  équation^  {V) , 
(art.  16),  il  viendra 

dP  =  d^  r^»  -  co»^^co«/.^  ^  ^ ,  W-co,y  cos^N 

ou 

•o       i^  (sîn*^  +  sîn'4'  +  acoa/»  oosf  cos^) 

rt"  ses    !■       ■       ■  i  .■'■,'  V     '  '  '  « 

8iii/«  smf  8U14 
Mais  de  l'équation  (d)  on  déduit 

sin*^  4-  sin*4/-+-  a  cos/a  cos(p  cos^  =  i  +  cos*/a  -+-  c*  sin*/A  sin*  ^  sin**^/^ 
donc 

8in^  smf  smy  ^       '^  ^'^ 

donc  Ps=:c*s^n/^sinf  sin^vl/  sans  constante,  parce  que  P  doit  s'évanouir 
lorsque  Ç  cs=  o. 

Ainsi,  pendant  que  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  ont  entre 
elles  la  relation  F(?)  +  F('4/)  — •F()t^)  =  o,  les  fonctions  correspondantes 
de  la  seconde  espèce  satisfont  à  l'équation 

E(ç)  +  E(4')  —  E (fc)  =  c* sin ft sin <p  sin4..t.(^')  : 

c'est  la  formule  générale  qui  servira  k  comparer  entre  elles  les  fonctions 
de  la  seconde  espèce,  comme  nous  avons  comparé  celles  de  la  première. 

&,  l'on  considérait  plus  généralement  la  fonction  G  (9)  composée  de  la 
preaiiére  et  de  la  seconde  espèce ,  savoir , 

6.  • 
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k  étant  un  coefficient  constant  quelconque,  il  est  visible  qu'on  aurait  sem'-* 
Llablement 

G  (^)  +  G  (4)  —  G()x)  =  c^  sinft  sin  ^  sin^/; 

de  sorte  que  toutes  les  conséquences  qu'on  tirera  de  Téquation  (et)  pour 
les  fonctions  E,  s'appliqueront  généralement  aux  fonctions  6. 

35.  Désignons  comme  ci-dessus' par  ^«,  ^39  ^4,  etc.,  les  amplitudes  qui 
donnent  F  (^,)  =  aF  (fi) ,  F  (^j)  =  3F ((p)  j  etc. ,  on  aiu:a ,  en  vertu  de  l'équa- 
lion,(c'), 

2E(^)  —  E(^. )  =  c*  sin ^  sin ^  sin  ^. 
3E(^)  —  E(^3)  =  c'  sin^  (sin^  siu(p«-f"  sin  (p^  sin^j) 
4E(9)  —  E(^4)  =  c*  sin^  (sin^  sin^»  +  ^ùi  9«  sinf  3  ^ûn^^  sin  ^4) , 

etc. 

Donc  la  même  relation  entre  ^^  et  ^  ,  qui  donne  F(^.)  =  iiF(ç),  donnera 
nE(9)  —  E(^.)  égalé  à  une  quantité  algébrique. 

En  général,  si  m,  ;i,  />,  etc.  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs, on  peut  faire  en  sorte  que 

mE  ((p)  + /lE  (4) + ;?E  («)  +  etc. 

soit  égale  à  une  quantité  algébrique  ;  il  faut  pour  ceU  établir  entre  lès 
angles  ^,  4)  ^;  ^^-1  ^  relation  qui  donne 

G  =  mF  ((p)  +  nY  (4)  -{-p^  («)  +  etc. 

Nous  observerons  que  les  fonctions  F(^) ,  £(9)  sont  en  général  de  même 
signe  que  ^j  lorsque  (p  change  de  signe,  elles  en  changent  aussi ,  et  con- 
servent la  même  valeur^  Cela  posé ,  il  semblerait  qu'on  peut  satis&ire  à 
l'équation 

os=:/nF((p)  +  »F(4)  +;?F  (â))-felc. 

de  bien  des  manières  différentes  ;  car  on  est  maître  de  changer  le  signe  de 
chaque  coeflicient,  pourvu  qu'on  change  en  même  temps  le  signe  de  l'amplitude 
correspondante.  Mais  on  peut  se  borner  à  considérer  ks  fonctions  F  (jp) , 
F (4) 9  F(ûi),  etc.,  comme  toujours  positives;  et  dans  ce  cas  il  n'y  aura 
jamais  qu'une  relation  entre  les  angles  Ç),  4)  ^>  ^Ic. ,  qui  donnera 
o  =s  mF  ((p)  +  nF  (4)+ /'F  (*)  +  e^^-  î  »lors  on  voit  que  les  coefficiens  m , 
n,  p  ^  etc. ,  ne  sauraient  être  tous  de  même  signe. 

36.  Telles  sont  en  général  les  relations  qu'ont  entre  elles  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  ;  il  &ut  maintenant 
entrer  dans  quelques  détails  sur  les  nombreux  corollaires  qu'on  peut  tirer 
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de  l'écjQalion  des  arcs 

^(?)"HE(4^)  —  E (ft)  =  c* sia ^ sin  4  si"  f^j 

combinée  avec  Fëquation  algébrique  qu'elle  suppose  et  qui  peut  se  mettre 
sous  l'une  de  ces  trois  formes , 

008  jU  =  cos  ^  cos  4  —  sin  f  sin  4 A  (^) , 
cos  4  =  008  fc  cos  ^  +  sin  fA  sin  ^ A  (>(/)  y 
cos  Ç  =:  cos  /i  cos  4  +  sin  )bt  sin  4^  (?)• 

On  déduit  de  ces  équations  les  valeurs  suivantes  qui  serviront  à  exprimer  le 
second  membre  c*  sin  f  sin  4  sin  fc  en  fonction  de  deux  seulement  des 
amplitudes^,  4^  i^* 

•„  .. sîp»coai^A(4.)  +  sin^oos  »A  (^ 

I  sln/t  cos^A  (a)  -^  sin  f  cos/tA  (|k) 

SUX  «4/  SS  ■     L    ■■     r-r ^—  • 

_        sinV»  008  4^^  (4^)  — sîn  4*  006  /«A  0*) 

Cela  posé,  voici  les  principaux  corollaires  qui  résultent  des  équations 
mentionnées  pour  la  comparaison  des  arcs  d'ellipse. 

!•  Si  l'on  fait  ft  s=  ^  ^,  l'équation  des  arcs  deviendra 

E(<p)+E(4)  — E*  =  c*sin^sin4, 
et  l'équation  algébrique  correspondante  sera 

b  tang  9  tang  4=1* 

On  en  tire  tang  4=;^  cot^,  sm  4==  wj)>^^4=="Â?ïr>  ®' ^  sin^sm4 
=    "?t^*^-  On  aurait  semblaUement  tang  (p  =:t  cot  4  >  sin  ^  ==  ^^t 

Si ,  d'après  cette  relation  entre  les  amplitudes  ^  et  4  >  on  détermine  sur  Fig.  i. 
feilipse  les  arcs  BMssE  (^),  BN  =  E  (4) ,  on  aura 

BM  —  AN  =  c*  sin  Ç  sin  4- 

C'est  dans  cette  équation  que  consiste  le  tbéorème  de  Fagoani.  Il  en  résulte 
qu'étant  donné  l'arc  BM  terminé  au  petit  axe^  on  peut  trouver  un  second 
arc  AN  terminé  au  grand  axe  tel,  que  la  différence  de  ces  arcs  BM— AN 
soit  ^ale  à  une  quantité  algébrique  c^  sin  f  sin  4;  ^t  cette  quantité  est 


\ 
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représentée  par  la  partie  de  la  tangente  OM  ou  ZN  terminée  à  la  perpen- 
diculaire CO  ou  CZ,  abaissée  du  centre  de  l'eUipse. 
Lorsque  ^  et  4/  sont  égaux  à  un  même  angle  0 ,  les  deux  points  M  et  N 

coïncident  en  un  même  point  K.   Alors  on  a  tang^Ocs?,  sin^tss      -^  » 

cos*  6  ==  — 3^-7 ,  ce  qui  donne 

BK  — AK  =  i— A. 

Donc  alors  la  différence  des  arcs  BK  y  AK  est  égale  à  la  différence  des  demi- 
axes  CA,  C6,'  en  même  temps  on  a 

BK:  =  iE'+i(i-*), 

Il  y  a  donc  au  point  K  une  sorte  de  bisection  du  quart  d'ellipse,  puisque 
chacune  des  parties  BK,  AK  peut  se  mesurer  par  la  moitié  de  ce  quart 
d'eJlipse. 

IL  Soit  dans  l'équation  générale  des  arcs  ^  =  ^=^8,  on  aura 

2E(9)  —  E{(Jt)  =5  c'  sin*  fl  sin  ft, 

et  l'équation  algébrique  correspondante  sera  cos*0«— sin*dA(/u)r=cos/te.  C'est 
l'équation  qui  sert  à  la  duplication  des  arcs  elliptiques  ou  à  leur  bisection. 
On  en  tire  pour  la  dupUcfition 

28in9cosflA  (é)        ^         .  A  /fl\  A         n 

^'"  f^  =      i-c^sia^iQ     ^     taDg^/*=:  A  (9)  tang  8, 

et  pour  la  bisection , 

•   •  û       ï  —  ces  M 

Fig.  c.  De  là  on  voit  qu'étant  donné  l'arc  BM=;=E(6)^  on  peut  trouver  un  autre 
arc  BN  =  E(/tt)  qui  soit  mesuré -par  le  double  de  BM,  de  sorte  qu'on  ait 
2BM  —  BN  =  c*  sin*  6  sin  fi. 

Et  réciproquement,  étant  donné  l'i^rc  BN==E(^t),  on  peut  trouver  un 
second  arc  BM  =  E(Ô)  qui  soit  mesuré  par  la  moitié  de  l'arc  BN;  on  aura 

en  effet  BM  =  i  BN +ïC*sin»G sin /*=  iRN  +  î—-^^  tang^ju. 

Lorsqu'on  fait  ytt  sss  ^  ^,  le  point  M  tombe  en  K,  et  l'on  a,  comme  çi-des- 
sus,BK  =  iE'  +  i(i— i). 

Pour  avoir  de  nouveau  le  point  de  bisection  de  l'arc  BK,  il  faudra  faire 

tang*  f^  =  ^1  sin*  fec=  ~^ ,  A  (jtt)  sp  |/i,  et  l'on  aura 
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Cette  valeur  détermine  Parc  BI  =  E(Ô)  qui  se  mesure  par  la  moitié  de 
BK  ou  par  le  quart  de  E*j  on  a  en  effet 

ou 

$t  l'on  peut  cx>DtiDuer  à  l'infini  cette  sorte  de  bisection. 

IIL  Ayant  pris  à  volonté  l'arc  BD  compté  depuis  le  petit  axe,  avec  un  *■'*«•  :• 
point  quelconque  M  sur  cet  arc,  il  y  aura  toujours  un  autre  point  Pï  sur  le 
marne  arc,  tel  que  la  différence  des  arcs  BM,  DN  sera  égale  à  une  quantité 
algébrique. 

Il  suffit  pour  cela  dé  faire  BD  =  £((p),  BM=:E(4),  BN  =  E(jc^),et  de 
déterminer  fA  en  fonction  de  ^  et  de  «vj. ,  comme  si  l'on  voulait  satisfaire  à 
l'équation  F(ju)  =  F  (^)  — F  (4),  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  l'art.  19. 
On  aura ,  pat  ce  moyen,  E(fji)  +  E  (4)  ^^  E(^)  =  c*  sin  ju  sin  Ç  sin  >[/>  ^'i 
C]yf  —  DN  =  c*  sili  fc sin  ^  sin  4- 

Lorsque  /ea  =  4  ?  ^^  deux  arcs  BM ,  BN  coïncident  en  un  seul  BO ,  et 
chacun  des  arcs  BO ,  OD  se  mesure  par  la  moitié  de  l'arc  BD.  C'est  un  cas 
qui  a  été  examiné  dans  le  corollaire  II. 

iy.  Etant  donné  un  arc  quelconque  BD^  terminé  au  petit  axe,  avec  un  Fig.  & 
point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second  arc,  on  peut  déterminer  ce  second 
arc  MP  ou  NM,  dans  le  sens  qu'on  voudra,  de  manière  que  sa  différence 
avec  l'arc  BD  soit  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  fait  BM  =  E  ((p) ,  BD  =  E  (4) ,  BP  =:=  E  (/u), 
et  qu'on  déteimine  lii  d'api  es  l'équation  F(^j-f- J{4)  ==  E(ft),  ou  d'après 
les  formules  de  l'article  18,  on  aura  BD  —  MP  =  c*  sin  (fi  sin  4  sin  u. 

Dans  le  second  caSjSiFon  fait  BM=2=E((p),  BD=:E(4),  BN  =  E(/*),  et 
qu'on  détermine  fi  d'après  l'éqûation  F(^)  —  F(4):^F(ytt),  ou  d'après  les 
formules  de  l'article  19 ,  on  aura  BD  —  MN  =  c*  sin  ytt  sin  ^  sin  4- 

V.  Etant  donné  un  arc  quelconque  OD  dont  l'origîiie  ne  soit  plus  à  Pex-  Fig.  9, 
trémîté  du  petit  axe,  avec  un  point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second 
arc,  on  pourlra  déterminer  ce  second  arc  AIN  ou  MP,  de  manière  que  sa 
différence  avec  l^arc  OD  S(Ht  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Car ,  1®.  par  le  corollaire  III,  oh  peut  trouver  BH  —  OD  =  a  une  quantité 
algébrique,  et   ensuite  BH---*MNs=  aune    quantité    algébrique^  dokrc 
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MN  — *  OD  sera  encore  une  (juautitë  algébrique ,  2*.  ayant  trouvé  le  point 
H  par  le  coroll.  111,  on  peut  trouver  le  point  P  par  le  coroll.  IV,  de 
sorte  que  BH— MP  soit  égale  à  une  quantité  algébrique,  et  alors  OD— MF 
sera  égale  aussi  à  une  quantité  algébrique. 

Ainsi  l'on  peut  trouver  sur  l'ellipse  une  infinité  d'arcs  égaux  à  un  arc 
donné,  plus  ou  moins  une  différence  assignable  géométriquement,  de  sorte 
que  l'arc  prendra  son  origine  à  volonté  sur  tous  les  points  de  l'ellipse,  et 
sera  dirigé  dans  le  sens  qu'on  voudra. 
Fig.  9.  VI.  Quel  que  soit  l'arc  OP  et  le  point  M  pris  sur  cet  arc,  il  y  aura  tou- 
jours sur  le  même  arc  un  autre  point  D  tel  que  la  différence  des  arcs  OM, 
DP  sera  égale  à  une  quantité  algébrique. 
Cela  suit  immédiatement  du  coroll.  V. 

Lorsque  les  points  M  et  D  coïncident  en  un  seul  point  I,  chacun  des 
arcs  01 1  IP  est  mesuré  par  la  moitié  de  OP,  et  l'on  a  une  première  bisection 
de  cet  arc.  On  pourra  de  même  en  trouver  une  seconde,  une  troisième,  etc. 
à  l'infini. 
j^îg.  ^.  VII.  Etant  donné  l'arc  6M  dont  l'origine  est  au  petit  axe,  on  peut  trouver 
un  arc  BN  qui  soit  égal  à  un  multiple  quelconque  de  l'arc  BM,  plus  ou 
moins  une  quantité  algébrique. 

Car,  en  faisant  BM  =  £(^),BNz=£(4),  si  l'on  satisfait  à  l'équation 
F(>{^)  ^/iF(f),  on  aura  en  même  temps  /lE(^)  —  E(4)  =  ^  ^^^  quantité 
algébrique.  Dans  ce  cas,  4  serait  ce  que  nous  avons  désigné  ci-dessus  par  (p«, 
et  l'on  a  vu  la  manière  de  déterminer  ^^  par  le  moyen  de  <p. 

VIII.  Réciproquement,  étant  donné  unarp  quelconque  BNjpaeE (4)^  on 

pourra,  par  la  résolution  d'une   équation    algébrique,  déterminer  l'arc 

BM  =  E  (^),  qui  soit  égal  à  un  çous-multiple  de  l'arc  BN,  plus  une  quanr 

ti té  algébrique. 

Par  exemple,  pour  la  trisection  de  l'arc  BN,  il  faudra  déterminer  sin^ 

par  l'équation 

■  3  sinç  —  4(*  "f"^*)  sJP^y  -f* 6g*rip^!P  —  c^stn^y 

sin ir  —     I  — 6c*«in*^+  4c*ti+c*)sin«9  — 3c*sin«^    ' 

équation  qui  est  eu  général  du  neuvième  degré,  mais  qui  se  réduit  au  qua^ 
trième  lorsque  4^  =ss  7  ^. 
DC.  En  général  on  pourra  trouver  par  la  résolution  d'une  équation  algé-r 

brique,  un  arc  E(^)  qui  soit  égal  à  une  partie  rationnelle  --  de  l'arc  donné 
E(4)9  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique.  L'équation  sera  la  même  que 

celle  qui  donnerait  F(ç)  =  — F(4)- 
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U  en  sera  de  même  si  Parc  donné  n'est  pas  termine  au  petit  axe.  Car  si 
OP  est  cet  arc,  on  cherchera  par  le  coroli:  III,  l'arc  BM  égal  à  OP-f-  Fig.  9. 
une  quantité  algébrique,  et  il  ne  s'agira  plus  que.de  trouver  un  arc 

BN  s=:  ^  BM  db  une  quantité  algébrique.  On  pourra  ensuite  donner  à  l'arc 

BN  une  autre  origine  à  volonté. 

X.  Deux  arcs  étant  donnés  partout  où  l'on  voudra  sur  l'ellipse ,  on  pourra 
trouver  un  arc  égal  k  leur  somme  ou  à  leur  différence,  plus  ou  moins  ime 
ligne  droite  assignable  géométriquement.  C'est  une  suite  des  coroU.III 
etV. 

Ainsi  toutes  les  comparaisons  qu'on  fait  ordinairement  des  arcs  de  cercle 
par  voie  d'analyse,  ont  lieu  également  pour  les  arcs  d'ellipse,  à  la  différence 
près  qui  affecte  tous  les  résultats,  mais  qu'on  peut  &ire  disparaître  dans 
beaucoup  de  cas,  lorsque  l'origine  de  l'arc  cherché  est  arbitraire.  La  dispa- 
rition de  cette  différence,  lorsqu'elle  peut  avoir  lieu,  ajoute  aux  problèmes 
un  degré  d'intérêt  de  plus;  elle  rapproche  alors  les  propriétés  des  arcs 
d'ellipse  de  celles  des  fonction^  elliptiques  de  la  première  espèce.  Cest  pour* 
quoi  nous  croyons  devoir  en  apporter  ici  quelques  exemples. 

37.  Problèhe  I.  Déterminer  sur  le  quart  (Tellipse  BKA  un  arc  MP  qui 
soit  précisément  égal  à  la  moitié  de  F  arc  BKA.  ^ 

Soit  9  l'amplitude  du  point  M,  4  ^^^^  ^^  point  P,  d  l'amplitude  du  pig.  6. 
point  R^  premier  point  de  bisection  de  l'arc  BKA,  pour  lequel  on  a 

5in*9=^^  et  E(fl)  =  iE*  +  ^(i— A).   Supposons  qu'on  ait  F((p)-|- 

F(9)  —  F(4)  =  o,  il  s'ensuivra  E(^)  +  E(ô)  —  E(4)  =  c*  sincpsin  4  sinflj 
donc 

E(4)  — E(<p)  =  i  E»  +  i  (1  —  *)  — c*8in  <p  sin  4  sin  9. 

Dcrnc  si  l'on  veut  que  MP  =  ^E%  il  fiiudra  fiûre 

c*  sin  9  sin  4  sî^^  ^  =  î  (i  *-*-  ^)> 

ce  qui  donnera  sin  ^  sin  4  =  ï  sin  9.  Mais  d'un  autre  côté  l'équation 
F(^)  +  F(6)  T—  F(4)  =  o  donne  cos  ^  cos  4  +  sin  ^  sin  4  A  (fl)  =  cps  8, 
et  puisque  A(8)  =:  )/&,  on  aura  à  la  fois  sin  ^  sin  4  =^t  si^  0,  et  cos  ^  cos  4 
=:  7  cos  0.  De  ces  équations  on  tire 

cos(4— ç)=i(cos9+sinfl)=cos|cos(9  — |V 

cos(4-|-^)=i(cosô— sin9)=cos^cos(9  +  j\ 

Ainsi   les   angles   4  "^  ^  c'  4  +  ^   seront  connus.    On   pourrait  aussi 
T.  I. 
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déterminer  directement  les  valeurs  de.  sia  ^  et  sin  a^  au  moyeu  des  fcramies 

ân(pi=:i/(3+4siafl  +  3sin*fl)  — :^/(3— 4sin^+3sin*^), 
sin4  =  ;!  V/(3+4 sin fl  +  2 sin^fl)  +  ^  l/(3— 4  sinÔ^- 2siu*fl), 

et  ces  sinus  seront  les  abscisses  des  points  cherchés  M  et  P.  ' 

Le  problème  étant   ainsi  résolu,  on  voit  que  l'arc  MP  fieca  éffl  à  la 

somme  des  deux  aro^  BM  «i-  N A. 
Fig.  6.      38^  Problème  IL  Déterminer  sur  le  quart  d^elUpse  BMA  mi  orv  SQ 

qui  soit  égal  au  tiers  de  BMA. 

Si  Ton  suppose  F(ç)  5=  j  F*  et  F(^,)=  :2F  ((p),  on  aura  sin  (p  par  b 

résolution  de  l'équation 

0  =  1—3  sin  ^  H-  ac*  sîn*  (p— c*  sîn^  Ç, 
et  (p^  se  dédiûra  de  ^^  soit  par  l'équation  cos  f  1,=:  1  •-—  sin  ^  ^  aoit  par 
1  équation  sm  ^,  s=  -^. 

Cela  posé,  on  aura  3E  (^)  — •  E*  =s  ^sin  (p  sin  (p^ (i  -4- sîn  ç),  ou 

E(ç)  =  I  E" 4-5  ^«in  ^  sîn  ^.  (i  +sin  ?). 
Suppouon»  de  nouveau  F(4>)H^  ^ (4)  "^  F{tfi)s=ïo ,  on  aura 

E(^)  +  F (4)  —  E (û>)  =  d'sin  ^  sin  '\sxbl  co. 

Donc,  si  l'on  veut  que  E(û))-^E(4)  ^jE*,  il  &udra  fiure  sin  4  sin^^ 
=:|sin  ^ft(i-f-sin^).  Mais  d'ailleurs  en  vertu  de  la  supposition  faite  ,  on  a 
Féquation  cos  4  ^^^  â)  -^  sîn  ^  sin  a» A  (^)=  cos  ^  ;  donc  les  iiMKmnues  ^ 
et  4»  devroDt  être  déterakinées  par  las  ^équations 

sin  48inû>=^sinf.(i  +»ûP)=^j^^, 

cos  >[/  <^os  61  =  -^  cos  ç  (2  -~jdn  9)  =^  7  cos  ^  (i  «4*'<^s  ^J» 

De  là  résulte 

C06  (4  —  «)  5=5  j  [cos  ^  +  sin  Ç^H-  cos  ((p!>  -^  ^)3  » 
cos  (4 -+•  jûtf )  5=3  ;!  [cos  ^  — •  sin  ^,  +  cos  (p^  •+•  ^)} 

Chacune  de  ce3  quantités  est  moindre  que  j(i  +  <  +  i)^  par  «oméquent 
moindre  que  l'unité  ;  donc  la  solution  est  toujours  possiUe ,  et  l'are  KQ" 
ainsi  déterminé  par  les  ampUtude»  4  ^  ^p  tatîfifait  à  la  ooaditioitJyQs  j  E*, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose ,  à  la  condition  BN  -f-  QA  =  2NQ. 

On  peut  démontrer  4}ue  le  problème  est  toujours  possible  par  cette 
ccmsidération.  Soit  pris  Bis  E(9),  on  aura  BI>';E\  Soit  pris  en^sàie 
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Tare  AP  correspondant  à  BI ,  de  manière  que  la  .différence  Bl  — -  AP  soit 
ëgale  à  une  quantité  algébrique,  c^est-à-dire ,  soit  prise  Famplitude  (T  du 
point  P,  de  manière  qu'on  ait  b  taog  f  tang  0*==  i,  on  aura  AP<<~  E'. 
Mais  si  Ton  imagine  que  Parc  |  E*  soit  transporté  le  long  da  quart  d'elîîpse , 
de  manière  que  son  origine  parcoure  sneeessivement  tout  l^întervaUe  de  B  en 
P,  cet  arc  étant  représenté  en  B  par  BI>-j  E',  et  en  P  par  AP<jE*,  il 
&udra ,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité ,  qu'il  &oit  représenté  exactement  en 
un  point  intermédiaire  N  par  Farc  NQ=:  j  EV 

PoarappBquerla-selation  gâaérale  ài^n  cas  particulier,  soit  €?*s£:|-ssi^^on 

a  trocnré  ciniessus  (art,  :>4)  •^^  ^=  |/C2i/3— 3)=  y{%  cos  So*  sin*  i5*)  ; 
on  aura  donc,  par  le  calcul  trigonométrique , 

Lcos(p  =3    9.9166532 

Lsil^  I  i=:     9.7517^3 rr....0  ûn^  s=        0*5645797 

a  -»  sin  ^  =         1. 4354^203 

Lsin^sinûiss:    9.6716281  sin ^1^  sin a»  =         o.4^49^^ 

Lcos^cosâi  :r=     9.5965110  co»4^co^9  s=s         0.3949217 

cos  (a  4- 4)  =  ""  0.0745703 
COS(âi  — «sj/jsr:  0.8644^37 

«  -H  4  s=:  94*  ler  35"5  cé  =        Ôa^  i3'49"3 

a— 4s=3o.ii.  3-1  4»        33*   ^f^""^ 

Ces  valeurs  ne  sont  qu'approchées,  mais  les  formules  trouvées  donnent  la 
solution  rigoureuse  qui  peut  même  être  construite  géométriquement. 

39.  Problème  111.  Etant  donnés  les  deux  arcs  MN  et  PQ,  situés  comme  ^'8- 
on  voudra  sur  la  circonférence  de  l'ellipse  j   trouver  un  troisième  arc  DR 
^al  à  leur  somme  MN  +  VQ. 

Soient  a,€yJ^f  €  let  asi|4itii(]k»  de»  point»  donné» M,  N,  P,  Q, en  sotte 
.qu'onaitMN  =  E(e)  —  E(a),PQ  =  ECe)  —  E(<f);soient  4  étoiles  ampli- 
tudes des  points  cbercbés  D,  K,  en  sorte  qu'on  ait  DR  =  E  {co)  -—  E  (4)- 

Soient  encore  A  et  ^  deux  aaiplitudes  telle»,,  qu'on  ait  F(A)  =  F(f) 
—  F(a),  et  F(/a)  =  F(6)  — F(J^);  on  aura  en  même  temps 

E (X)  4- E(flt)  —  E(r)  =r  c*  sin  tf  sin  C sin  A, 
E(ft)  +  E(€r)— E(€)  =rc*siH/sin  e  sîn/ce; 
donc 

MN  +  PQ  =  E(  A)  +  E(^)  —  c* sin  a  sin  € sin  A  —  c^sin  cT  sin  €  sin  jU. 
Soit  enfin  ^  une  nouvelle  amptitude  telle  que  F(^)  =  F(A)  +  F  (  ju),  on 


10. 


•  « 
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aura 

E(A)  +  B  {)it)  — ^  E  (^)  =  c*  sln  ^  sin  X  sin  ;tfcj 
donc  ■ 

MN+PQ— E(^)=:c'8m(psinXsinft — c'siDasinf  sinA— ^^^sinj^sincsinie. 

T 

Faisons  maintenant  F  (^)  =  F  (a)  —  F  (^) ,  û  en  résultera 

E(?)  +  E*(4)  —  É  (a)  =  c*  sin  (p  sin  %|/  sin  »; 
mais  par  hypothèse,  on  a  E  (a)  —  E  (^z)  =  MN  +  PQ;  donc  ^ 

sinf  sin  ^l^sin  û):^  sin  et  sin  €  sin  X  -{-  sin  J^  sin  €  sin  fe  —  sin  A  sin  /a  sin  f>. 
Soit  pour  abr^er  sin  et  sin  £  sin  X  +  ^^^  ^^ûi  <  sin  )Et  =  M ,  et  on  aura 

sin  ûi  sin  «X  s=  -r— -  —  sin  A  sin  /*• 

■        8in  f  '^ 


•  •  •  • 


D'ailleurs  l'équation   F  (ç)  =  F  (ûï)  — *  F  (4) ,   donne  cos  â)  cos  4 

sin  c»  sin  4  À  (^)  =  cos  ^  ;  donc  on  aura  pour  déterminer  4  et  «  les  deux 

équations 

sin  a  sin  4  œ  "="~r  •— *  sin  A  sin  a , 

*         sm  f  '^  ' 

ços  ûi  cos  4  =^=  cos  9  —  -r^  M  +  siu  X  sin/iA  (^). 

Si  de  plus  on  observe  que  l'équation  F  (ç)  =  F(X)  -^  F  (ju)  donne  cos  ^  s 
cos  X  cos  /x  — *  sin  A  sin  ^Â  (^) ,  on  déduira  des  équations  précédentes , 

cos  («  4-  4')  =  cos  (A  —  A*)  —  ^  [  1 4-  A  (^)  ] , 
cos  (à»  —  4)  =  cos  (A  ^-^)4.j-^i!ig. 

Les  données  immédiates  étant  a^  ^,  J^,  €,  on  en  déduit  X  et  ft  par  les 
équations  F(A)  =F(e)  ~F(«),F(|u)  =  F(€)  — FC^T),  qui  donnent 

•     .         stn  C  cos  ctA  (flt)  —  sin  a  oosCA(C) 

I  —  c*  sin*  et  sin*C  ' 

sin  t  cos  M  (/)  —  sin  ^cos  tA  (1) 
'^  i  —  c*  sin*/  sin*  • 

La  valeur  de  M  est  donc  connue,  ensuite  on  déduira  sin  ç  et  A  (^)  de  Fé- 
quation  F(^)  =  F(X)  +  F  (a^)>  qui  donne 

^        sin  X  cos  AcA  (u)  4-  sin^  cos  XA  (a) 
^  I  —  c*  sm*  A*  •*»  ^ 


y^J  ""  I  -—  c*  sin*  /•  sin* 


oosAoos/t 
^  sîn*  A 
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Or  les  yalenrï  de  sîn  A^  co^  ^  9  A  (A)  sont  données  en  fonctions  de  ^  et  a 
par  les  fonnulea  de  l'art.  19  ;  il  en  est  de  même  des  valeurs  deàn/i^  ces;*, 
A{fJL)  exprimées  en  fonctions  de  €  et  cT.  On  connaîtra  donc  tontes  les  quan- 
tités qui  composent  les  valeurs  de  cos  (eo  *—  4)  ^'  ^^  (^  *^  4)* 

Ce  problème  peut  servir  à  en  résoudre  beaucQup  d'autres  y  et  notamment 
à  Couver  un  arc  qui  soit  exactement  dans  un  rapport  rationnel  avec  un  arc 
donné;  mais  il  faut  pour  cela  que  dans  chaque  application  les  valeurs 
trouvées  pour  cos  (ju  ^^  4}  ^^  ^^  (^  *""*  4)  9  ^^ent  renfermées  chacune  entre 
les  limites  *|-  ^'  et  -~  i ,  sans  quoi  le  problème  deviendrait  impossible* 


»^WWW^^<WM>WWMWW»»»WW»IM>WI>»MiW»W»WI<W»l)W»<l»W^ 
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Comparaison  des  arcs  dhjrperbole. 

4  •  J^ous  avons  déjà  trouvé  (art.  i3)  que  l'arc  ÂM  désigné  par  T,  a 

pour  expression 

r  =  A  lang(p  —  E((p)  -f-  **f  (<p). 

Le  point  M,  extrémité  de  l'arc  ÂM,  étant  supposé  avoir  pour  amplitude  (p , 
considérons  deux  autres  points  N  et  O  dont  les  amplitudes  soient  4 
et  âi ,  et  supposons  qu'on  ait  l'équation  F  (^)  +  F  (4)  ■—  F  (û>)  =  o  ;  alors  les 
arcs  AM,  AN,  AO,  désignés  respectivement  par  T(^),  T(4),  T(ûï), 
auront  entre  eux  cette  relation 

T(<p)  +  T(4)  — T (a)  s=  à(p)  tmg^H-  A(4)  Ung 4  —  A  («)  tang» 

— ,E(^)  — E(4)-f.E(«), 

OU,  en  mettant  la  valeur  connue  de  E(^)  -^E(4)  —  E(^), 

Y(<P)  +  T(4)  — r  (o))  ^à  {f)  tang(p  + A(4)  tang4  — A(i»)  tang« 

—  c*  sin  (p  sin  4  sin  cê» 

C'est  l'équation  fondamentale  d'aprêâ'  laquelle  on  peut  faire  sur  les  arcs 
d'hyperbole  les  mêmes  comparaisons-^e  nous  avons  faites  sur  les  arcs  d'el- 
lipse, mais  en  observant  que  dans  l'hyperbole  on  ne  peut  donner  aux  ampli- 
tudes une  valeur  plus  grande  que.  7^,  et  que  lorsque  ^s:^^,  l'arc  AM 
devient  infini. 


♦  •         .  fc  «  • 
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La -quantité  Atang^  n'est  autre  chose  qac  la  taiiigeiite  MZ,  tenmnëe 
Fig*  a.  par  la  perpendiculaire  CZ  abaissée  du  centre  sur  cette  tanffgetrte.   Ainsi 
A  fcniç^^-^T  (ç)  est  l'excès  de  k  taugebte  MZ  sor  F»g  AZ.  I»  i'b0appdfe 
G((p)  cette  ïonctiofiy  on  autarpour  chaqiie  point  M, 

elii  kr^ueî  l^»ti:oi^  points  Al,  N,.  O,  déterminés  par  les  amplitudes  f ,  4^, 
41^  sont  liés  e^tce  eux  pac  la  i:elali(m^F((p)  +F(4}rr:F(û^).===;o,  les  fbnc- 
tiens  correspondantes  ^(9)y  G(4)>  G(»)  relatives  à  l^iyperbole,  satisfe* 
ront  à  l'équation 

Xi((P,),-i-,G(4)---Q(û>)  =  P^j?in(gsin4  sin<», 

équation  entièrement  semblable  à  celle  qui  a  lieu  dans  Fellipse,  et  d'où 
l'on  déduira  de  semblables  coroUaires.,  sauf  le&  restrictions  particulières  à 
l'hyperbole  et  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Nous  avons  trouvé  que  lorsqu'on  fait  sin*  fl  =  , ,  on  a  F  (6)  =  y  F' ,  et 
E(6)  =  -rE* +7(^1  —  i),'cm  aura  donc  semblablement  pour  l'hyperbole, 

.  G(fl)=ia'+i(,-6), 

G'  est  la  différence  entre  la  branche  infinie  d'hyperbole  AMO  et  son  asym- 
ptote CY,  qui  est  ceiftée  là  siancontrai?- dana  119.  p^iiit  infiniment  éloigné. 
Cette  diligence  estimée  au  moyen  des  fonctions  E%  F',  a  pour  valeur  . 
G^  =  Ë^  -^  &*F')  mais  sans  recourir  à  ces  fonctions,  on  peut  la  déduire  de 
Téqualioa  précèdes  te  qui  donne 

Ain^i  la  quantité  G%  différence  de  deux  infinis,  se  déterminera  par  la 
quantité  G(&)5  nrelative  aitt  pdint  fi.  dcMkt  ^amplibide  9tJ^  «IT  qui;  jbk  fan  ' 
coordonnées j**»^*  tangA^à  Ô  ^/^ ,  a?  =  c  ^/(  i  +  A). 

L'amplitude  9*  estcelle  qui  doqne  F  (d)  z=  ^  F*  ;  si  on  cherche  successive- 
ment par  les  formules  de  la  hiséctîon  les  amplitudes  0',  Q'^^  etc.,  telles 
qu'on  ait  F(y;=iF(fl)=iF^  F(fl^O  =7 F OO  =  ïï F%  etc.,  offmwien 
même  temps 

G(e)  =  3G(ô')  — c^ain-fl'sinG 

G(û')  =  a6(G^0,— ^•iû-Ô'^sinO', 
etc. 

« 

£^où  îl  suit~que  la  quantité- 6'  se  d^er minera  parr  le  dernier  terme  de  la 
suite  G(fl),  G(fl'),  G(6''),  etc.,  prolongée  aussi  loin  qu'on  Toudrar.  Or, 
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lorsque  ^  est  devenu  très  petit ,  la  quantité  G(f)  a  pour  valeur  \rè^  i^ppipr 
chée  c*sin^;  ainsi  la  bisection  répétée  de  la  fonction  G(Oj  fournit  un 
moyen  de  déterminer  par  approxinàation,  la  valeur  de  la  transcendante 
G*  y  et  la  même  méUiode  s'applique  à  toute  fonction  6  (ç)  dont  on  vou- 
drait avoir  une  valeur  approchée.  Mats  nous  donnerons  ci-après  pour  cet 
ob}et  jdes  méthodes  plus  expéditives.  ^ 

* 

I 
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t  *  - 

Développement  particulier  de  la  formule 
r^^r        (f+gx')dx 

4i-  vjETTE  formule  se  rencontre  assez  souvent  dans  les  applications,'  et 
d'ailleurs  il  est  nécessaire  d'examiner  particulièrem^it  le  cas  des  facteurs  ' 
imaginaires. 
La  variable  x  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs,  dépuis  a:  =  o  jusqu'à 

a?;siso^;«iii6ca«iiiie  ea  ,&mnt  «^-=  00 ,  on  «  Zsa»  jf  |gtf  jtr^  pour  msi^Aè- 

barrasser  dn  tome  (qw  pcBtcderemr  infiai^  nom  consdéreroiis  ^infdiemént 
]a£umule 

■  —  * 

qui  par  ce  moyen  aura  toujours  une  valeur  finie. 

Il  s'a^t  maintenant  de  transformer  cette  expression  de  mam^e;que  le^ 
facteurs  binômes  de  la  quantité  sous  le  radical  deviennent  néeld^  P^xor  cela  > 
on  peut  faire  indifféremment  l'une  des  qudtre  suppositions  suivantes  : 

|/(a'  4-  aaSo:*  cosfl  4-  Ç'x*)  =  aar^|/af , 
Co?* 4-  «cosfl4-  V^«*4-  2aCar*  cosô4^  C'ar^)  =  207^, 

et  la  traEBflfbrmée  «i*jr  atira  les  cpnditiônirrjquîsçs?.  ÏBojrionë  ^  ûqus' 
à  présenter  le  fësnltaf  de ^  troisiànè  Silppoéhi^n  :'  elie  d^ne'.***--^ 
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sin*  0 


«•=j(y-4X)s8-îgr),  et 


Pày 


OÙ  Ton  voit  qu'en  effet  les  dvix  Ëicteurs  de   la  quantité  sous  le  radical 
sont  réels.  On  voit  aussi  que  la  moindre  valeur  dejr  étant  cos  78,  on  peut 

faire  r  =  ^^^^«.ce  ciui  donnera  la  Iranformée  suivante,  où  l'on  a  fait 
c  ==  sin  7  9. 

^""J  "  Cj/nf  •  1/(1  — c*8in-^)' 

et  il  &ut  remarquer  que  dans  cette  formule  nous  supposons  v^aff  réel; 
car  si  le  terme  ^a^oc^  cos  0  était  négatif,  on  ferait  tomber  le  signe  —  sur  cos  0. 
Gela  posé,  on  aura,  suivant  les  expressions  accoutumées, 

c'est  l'intégrale  demandée  prise  depuis  xzsLOy  car  on  a 

cos'O)  =  T \  .JA ' , 

-^  aflesin*;d  ^ 

et  réciproquement'  ar  4/- s=s  ^^  ï/(i  —  c*sin*ç)  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  fid- 

sant  ^=30,  on  a  (p=o,  et  qu'en  &isant  xsssoo,  on  a  ^  =  7^. 

La  valeur  totale  de  l'int%rale,  prise  depuis  xssso  jusqu'à  X'ss.^y 
sera  donc 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules  qui  conduiront  à  des  k^ultats 
assez  remarquables. 

EXEMPLE    I, 

4a.  Soit  proposé  d'évaluer  les  deux  int^irales 

entre  les  limites  z=:o,  2=1.  On  sait  d'ailleurs  que  le  produit  de  ces 
int^prales  ssf  ^  {Cale,  Intég.  d'.Euler,  tom.  I^pag.  ^44)*        1 
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Si  l'on  fkit  dans  la  première  z  =  (i  +  ^)  *?  on  aura  la  transformée 

/fvt\'kni_  x\j  V^^^  faudra  intégrer  depuis  a:  =5 o  jusqu'à  ar=  oo. 

Cette  formule  étant  comparée  avec  la  formule  X,  on  aura  jr=39  g^  =  o, 
ot  =  v^3,  6=1,  cosfl=îV/3,  €î=:sin56  =5^/(2  — |/3)  =  sin  I5^ 

,  .  3  r 

Ainsi  l'intégrale  indéfinie  est  M:=:  7--  F,  et  l'intégrale  complète, en  faisant 
a:  =  00  ou  (p  =  Y7r,  est  ^ 

V/3 

1 
Si  dans  la  seconde  formule  on  fait  z=:(i  -^o^Y ,  la  transformée  sera 

W  gs  / t/f 3 — 3X4- ii) >  ^^  l'intégrale  devra  être  prise  depuis   x=o   jui»- 

qu'à  or  =  I .  Comparant  cette  formule  à  la  formule  X ,  on  aura  jf  ss  3 , 
g'ïzs— 3,  a=|/3,  6=1,  cos6= — Tï/3,  i=co8  i5*  =  -j  ï/(2+|/3)» 
(  Nous  désignons  ce  dernier  module  par  b^  parce  qu'il  est  le  complément 
du  module  c  =  sin  i5®  de  la  fommle  précédente  ).  On  a  donc  par  la 
substitution 

yi  V/3 

or  la  relation  entre  f  et  ^  étant 

^^^^^J^  cos*(p  =  1  — a:*  + v/(3  —  3^  +  ^), 

si  l'on  Êdt  J?  =  I ,  on  aura  cos*^  =  3  |/3  —  3,  ou  tang  ^  =  i/ C"^)>  ™^'^ 

nous  avons  déjà  vu  (art.  ^4)  que  pour  le  cas  du  module  b  ^ss  cos  iS"*,  la 
valeur  précédente  de  ç  donne  exactement  F((p)  =  j  F*,  et  on  a  en  même 

temps  E  (^)  =  I  E*  +  — ^— ,  Donc  l'intégrale  N  prise  depuis  x:=so  jusqu'à 

2|/3 

a;  =  I ,  aura  cette  valeur 

Puis  donc  qu'on  a  déjà  trouvé  Wz^-—  F'c,  et  que  le  produit  M'N'  =ï7r, 

|/3 

on  aura  entre  les  trois  fonctions  F*<:,  ¥^b^  È*^,  cette  relation  fort  remar- 
quable : 

iT=F.<,.[E-i_(l^)F-»]i 
T.  l  8 
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d'où  il  suit  que  dans  ce  cas~  parliculiar  le  quart  d'elfipse  E^by  qui  est  une 
fonction  de  la  seconde  espèce,  peut  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  FV, 
F'&,  de  la  première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémens  Tun  de 
l'autre. 

EXEMPLE    II. 

43.  Oa  propose  d'évaluer  par  les  fonctions  elliptiques ,  les  deux  intégrales 

P  =y^(i  — ',« ) >■  Q  =yV(  1  - «* )  '  ^®P"^  ^  =  °  jusqu'à  z=  I  :  on  sait 
d'ailleurs  que  leur  produit  =1^. 
Si  l'on  &it  dans  la  première,  z  =  (i— -^x*)*,  on  aura  la  transformée 

Pas/^    ..^_a  «4. '4P  ^^'^^  ^^^*  intégrer  depuis  orcso  jusqu'à   xz=z  i. 

Celle-ci  étant  traitée  comme  l'intégrale  N  de  l'exemple  précédent,  on  aura 
pour  résultat 

Venons  à  la  formule  Q,  et  faisons  d'abord  z*=je~',  nous  aurons  la 

transformée  Q  s=s  |  j.^f^ v  q»^  faudra  intégrer  depuis  _/  =  i  jusqu 

jrzsioo.  On  a  d'abord,  en  intégrant  par  partie ^ 

Q-^ — y VViT^y 

Soit,  ensuite  j-^!  i  +^,  eton  aurâ/^T^^-^^/p^i^^J^.  Cela 
posé,  la  valeur  de  Q  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  j?  s==  o  jusqu'à  a:  ==  oo ,  et  comme 
la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  dans  ces  deux  limites,  on  aura  simple- 
ment 

Comparant  avec  la  formule  X,  oi?i  auray=  — |,  g=i  —  |,  *=  |/3, 
€5=1,  cosfl;»ii/3>  czi?i)/{2 — |/3)î  4q»c  Kntégrale  ttfaeichéc  est 


'à 
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MainteBant  puisqu'on  a  PK2^=|^,  on  aura  ui^e  rélatraB  entjre  tvAé  fbno* 
lions  elliptiques,  qui,  avec  pelle  qu'on  a  trouvée,  ofiEre  ces  deux  résultats  : 

J=p(J).[e-(.)-(i±^)fw3, 

d'où  l'on  voit  que  les  fonctions  de  seconde  espèce  E*(c),  £'(6)  peuvent  | 
dans  ce  cas  particulier,  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  de  preuiière 
espèce  F' (6),  F^(c).  A  ces  deux  relations  qui  sont  déjà  fort  remarquables, 
il  faut  en  joindre  une  troisième  F'{£)  ;sss  \/3¥*  (c),  qui  sera  démontrée  dans 
l'exemple  suivant. 

EXEMPLE    IIX. 

44-  Soit  proposé  d'évaluer  l'intégrale  R=y2fe(i— z')"*,  prise  depuis 
jz  =  o  jusqu'à  z=i. 

On  fera  cf abord  i— a*=:f— J  ,  ce  qui  donnera  la  transformée  R  = 

J  i/fi^4-0  ^  ^^^^^  depuis/  =5=  o  ju^u'à/  ss=  00,  Soit  ensuite  wiœ=  v^a 

et  my  z=:x^—i;m  aura  la  noyyejle  transfiannée  R ^;s2J^—————ç—^ 

qu'il  faut  intégrer  depuis  a:;=sx  jusqu'à  j:s=:oo.  Cette  intégrale  est,  au 
coefficient  près,  la  même  que  l'intégrale  P  de  l'exemple  précédent;  ainsi 
ayant  égard  aux  limites  de  R,  on  aura  la  valeur  cherchée 

Biais  il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  la  valeur  de  R. 

Soit  I  —  5i'=ri—- -j,  on  trouvera  d'abord  la  transformée  R s= 

/  t/rilX—  V  ^^  ^^^^  intégrer  depuis /  =  i  jusqu'à/ =00.  Soit  ensuite 
w^y  =  I  H- or*,  pn  aura  R  =»  m\/3j  ^.^  .  g^^gv ,  nouvelle  formule  qu'il 

faut  iut^er  depuis  xz^\/{m^^^i)  jqsqu^à  ccs^QO*  Qr  cette  iht%'ale 
est  semblable  à  la  formule  M  de  l'exemple  I,  et  on  obtiendra  de  même 

R=;-x-  F  (cj  ^)  +  const.,  eu  observant  que  cette  intégrale  doit  être  prise 

depuis  la  valeur  de  <p  qui  donne  ^=:  ^/(m*— 1)  jusqu'à  la  valeur  de  ^ 
qui  donne  a:  =00;  celle-ci  est  ç  =  -ï^,  l'autre  étant  nommée  G,  on  aura 

8.. 
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R'esmi^S  [F'(e)~F(c,  0)].  Mais  en  gënéral, 

donc  en  Êûsant  â:*  =:  m*  —  i ,  il  viendra 

*°"' 3;?P3  ai/3— 3* 

Or,  d'après  Farticle  a4)  cette  valeur  de  6  est  celle  qui  pour  le  module 
c=si\/{2  —  {/3),  donne  F(fl)  =  iF'j  donc 

P ,  _  ai»  v?3  F'c. 
3 

Comparant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  l'autre  méthode ,  il  en 
résulte  cette  nouvelle  relation 

F'(i)s=»/3.F'(c), 

laquelle  étant  jointe  aux  deux  déjà  trouvées,  fait  voir  qu'une  seule  des 
quatre  transcendantes  F*(c),F"(i),  E*(c),  E*(i)  suffit  pour  déterminer 
les  trois  autres.  On  a,  par  exemple,  les  équations 

^=F-(<,)[E-(c)-(ii^)F"(.)], 

qui  servent  à  déterminer  la  fonction  E*  (c)  par  le  moyen  de  F*  (c) ,  et  la 
fonction  E"(i)  par  le  moyen  de  F*(i). 

CHAPITRE  XIL 

Théorème  sur  les  fonctions  complètes  de  première  et  de  seconde 
espèce j  dont  les  modules  sont  complémens  tun  de  Vautre. 

45.  LIans  les  comparaisons  qu'on  vient  d'établir  entre  les  fonctions  F'(c), 
E*(c),  qui  se  rapportent  au  module  c  =  Jv/(a  —  v/3)  =:sân  i5®,  et  les 
fonctions  F'{&},  E'(3),  qui  se  rapportent  au  module  complémentaire. 
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bssa'^  y^(a 4"  l/3)=  ^^08  iS**,  les  trois  équations  trouvées  conduisent  à  ce 
résultat  remarquable 

*s5=F'(c)E'(*)  +  F'(3)E'(c)— F'(*)F(c) (rf') 

où  l'on  voit  que  les  deux  quantités  b  y  c  peuvent  être  échangées  entre  elles , 
et  qu'ainsi  cette  équation  est  vérifiée  dans  deux  cas  y  celui  de  c  =  sin  1 5% 
et  celui  de  c  =s  sin  75^  Il  serait  facile  de  démontrer  directement  qu'elle 
est  encore  vraie  dans  deux  autres  cas,  lorsque  c  est  infiniment  petit,  et 
lorsque  c;s=i{/^js=ib}  mais  nous  allons  prouver  généralement  qu'elle  a  lieu 
quel  que  soit  c. 

Pour  abr^er  la  notation ,  désignons  simplement  par  F-,  Ë,  les  quantités 
F*(£?),  E*(c),  et  par  F,  E',  les  quantités  F*(i),  E*(J),  et  supposons 

Pa=FE'+F'E— FF', 

P  étant  tme  fonction  de  c  encore  inconnue. 

Je  différencie  les  deux  membres  par  rapport  à  >c  qui  est  la  seule  variable 

qu'ils  contiennent.  Or  ayant  E((p)z=z/£idpy  F(^)=  /  ^,  A*5=r— c*sin*^, 
la  difierentiation  donne 

&  ~*       J        ù?  'cj   ù?        ij   a"' 

Mais  par  les  formules  de  l'art.  9,  on  a  /  ^  gs  -^fl^tp  «—    ^^^a      >  ®* 

dans  le' cas  de  ^s:^^  dont  il  s'agit,  le  second  terme  s'évanouit  :  ainsi  on 
aura 

f=^(E_J-F). 

On  aura  8emblablement-^s=:T(E'  — F'),  -^^j^tCE'—c^F),  et  parce 
que  bdb^cdcz=zOy  on  en  déduira 

f — KE'-n 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle,  de  i/P ,  (m  aura  ^P  ss  o  j  donc  P  z^  const. 
Mais  on  a  trouvé  dans  un  cas  particulier  Pss^tt^  donc  l'équation  (^)  a 
lieu  généralement,  quel  que  soit  i. 
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Lorsque  es:  ^7=^,  l'équation  (<f  )  donne 

|  =  F'(aE'— F"). 

Ainsi  dans  ce  cas  particulier,  E*  se  détermine  encore  par  F*. 

Il  peut  y  avoir  quelques  autres  cas  particuliers  où  la  fonction  de  seconde 
espèce  E*{e)  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce  F*(c);  nous  ferons 
voir  en  effet  que  diaqne  cas  particulier  connu  en  fait  connaître  une  in6- 
nité  d'autres;  mais  il  parait  impossible  de  réduire  généralement  les  fonctions 
de  seconde  espèce  à  celles  de  la  première. 

CHAPITRE  XIII. 

Equations  diff(érentieïles  qui  ^^priment  la  nature  des  fonctions 

Ë  et  F.  Intégrales  complètes  de  ces  équations. 

% 

46*  »^i  l'on  différentîe  par  rapport  à  e  les  deux  "fonctions  Ez=:/^d^^ 
F=:  /  -^9  on  aura  comme  dans  le  chapitre  précédent 


f  =  i(E-.F), 
de  la  résultent  les  deux  formules 

^  sin  f  ces  ^ 


(0 


E  =  3.(F  +  cf)+e!~ 


W 


qui  contiennent  les  relations  mutuelles  des  fonctions  E  et  F ,  de  sorte  que 
si  on  avait  l'expression  analytique  de  E  en  fouction  de  c  et  f),  on  en  dédui- 
rait immédiatement  celle  de  F  par  la  formule  F  =  E  -^  c  -^  ;  et  récipro- 
quement û  on  avait  l'expression  de  F  ^  on  en  déduirait  celle  de  E  par 
l'autre  formule. 
Si  on  élimine  successivement  E  et  F  de  ces  deux  équations,  on  aura 
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pour  détenniner  séparément  les  fioBCtions  F  et  E,  ces  deux  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre 


et  lorsqu'on  considère  les  fonctions  complètes  F\  £%  ou  lorai{u'on  fait  •  •  « 
9=79r^ces  équations  deviennent 


(4) 

Jusqu'ici  F*  'et  £'  représentent  les  intégrales  définies  j^ ,  fàd^ ,  prises 

depuis  9=:o  jusqu'à  ^=b|7;  conûdéronâ  plus  généralement  deux  fooô- 
tions  ^  et  2  déterminées  par  les  équations  difierentielles  : 

on  jUiUafera  i  ces  équations  par  les  valeurs  particulières  j^e=  «F' (<?), 
z=i€E*(€)y  CL  et  C  étant  des  constantes  arbitraires  ;  mais  pour  livoir  les 
intégrales  complètes  de  ces  deux  équations  il  faut  recourir  à  d'autres 
moyens. 

47-  Essayons  d'abord  de  substituer  la  variable  i^  à  la  variable  c,  puisqu'on 
a  &*=:i — ^,  et   bdb  sss -^^  cdc  y  u  étant  une  fonction    quelconque   de 

r    ,    ^  du  c       du     ^  ddu        c*       ddu         i      du 

c,  on  aura  en  gênerai  ^=  —  3  .  3^,et-^  =  ^  .  ^gr  — p.5^;  au 

moyen  de  cette  substitution  les  équations  (5)  pourront  être  remplacées  par 
les  suivantes  : 

* 

Je  remarqiia  maintenant  que  la  prenière  des  équations  (6)  est  eutièrement 
semblable  à  la  première  des  équations  (5)  ^  et  puiaqga'on  satisfeit  à  eelle-ci 
en  faàsmljmmdilE^Cy  on  satii&ra  à  celle-là  en  fusant  jrsm  a'F^b.  Ajoutant 
ces  deux  valeurs  partkuJîèrœy  on  awra  Fintqgrale  complète  de  l'équa- 
>Î09  difS^rentielle  en  jr^  laqudUe  aew 
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^ssaF'c+aT'*,  (7) 

(t  et  a/  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Et  comme  nous  avons  trouvé  que  £'  se  déduit  de  F'  au  moyen  de  la 

F*  +  c-^J,  il  s'ensuit  que  la  valeur  générale  de  2  se 

déduira  semblablement  de  celle  de  j^,  au  moyen  de  la  formule  z^ss^l^j  -|- 

h^e  ^;  en  effet  cette  "^Ij^ur  satis&it  à  la  seconde  des  équations  (5),  en  y 

substituant  les  valeurs  de  ^  et  de  -Â  tirées  de  la  première  de  ces  équa- 
tions. On  aura  donc  Finlégrale  complète  de  l'équation  différentielle  en  2, 
comme  il  suit  : 

substituant  les  valeurs  ^  =  i-  (E'c  — .**F'c) ,  î^  ==  2.  (  £•*  —  c«F'* ) , 

on  aura  z  =  ciE'c4~  ^'C^'^  '"'  E'^)^  ou  en  changeant  les  constantes 

z  =  eE'cH-e'(P4  — E'*).  (8) 

Telles  sont  les  intégrales  complètes  des  équations  (5)  considérées  comme 
étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  il  s'ensuit  que  si  on  avait  en  général 
les  deux  équations  différentielles  du  second  ordre 

v'      ^^  «&•  ^       7    'Te      y^        S»  ® 

/  .\  dds    ,    I  —  c*     dt    .  sine  oose 

les  intégrales  complètes  de  ces  équations  seraient 

Ces  intégrales  et  celles  des  équations  (5)  qui  en  sont  un  cas  particulier 
offrent  une  application  très  remarquable  des  fonctions  elliptiques;  car, 
comme  |on  trouve  aisément  les  différentielles'  des  fonctions  F'c,  E'c,  F'^, 
£'&,  F(c,  ^)y  E{cy  ^)y  pôscs  pdr  rapport  k  l'une  ou  l'autre  des  variables 
c  et  &  9  il  est  clair  que  ces  intégrales  pourront  être  employées  dans  le 
calcul  analytique,  à  l'instar  de  celles  qui  ne  contiennent  que  de  simples 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques;  et  lorsqu'il  s'agira  d'obtenir  des 
résultats  numériques  pour  des  valeurs  déterminées  de  la  variable  ;  on  les 


(9) 
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trouvera  aussi  exactement  qu'il  est  nécessaire  par  les  tables  qui  seront  don- 
nées ci-^après. 

On  voit  dans  le  Calcul  intégral  d'Èuler,  tom.  I,  pag.  3^9  et  suivantes, 
diverses  constructions  par  les  quadratures  d'une  équation  différentielle  qui 
est  la  même  que  la  seconde  des  équations  (6)  ou  (5).  Mais  ces  construc- 
tions ne  suppléent  qu'imparfaitement  à  l'intégrale  complète  que  nous  avons 
rapportée. 

CHAPITRE  XIV. 

Déi^eloppement  des  fonctions  complètes  F'  et  E'  en  séries. 

48.  Un  a  trouvé  dans  le  chapitre  précédent  que  les  quantités  F^  et  E*  con- 
sidérées comme  fonctions  du  module  c,  satisfont  aux  équations  différentielles 

et  que  ces  mêmes  quantités,  considérées  comme  fonctions  du  module 
complémentaire  b^  satisfont  aux  équations 

Ces  équations  sont  utiles  pour  &ire  connattre  la  loi  du  développement  des 
fonctions  F* ,  E*  en  séries.  U  n'y  a  aucune  difficulté  i  développer  ces  fonc- 
tions suivant  les  puissances  de  c  j  car  les  expressions  F=yaip(i  —  c*sin*^)"* , 

E==/yip(i  — c*sin*^)*  étant  réduites  en  séries  et  intégrées  depuis  (psso 
jusqu'à  ^  =  ~tT,  on  en  tire  immédiatement 

^=îV  +  ?^  +  ïqî-  ^^^r-^^  o«  +  etc.), 
T.I.  9 
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Mais  ^es  aéries  ne  sont  plus  ^uiBsamaieat  converg^rtes ,  lorsque  o  «st  fort 
près  de  l'unité,  et  alors  il  convient  de  les  ordonner  suivant  les  piiissiUiGes 
de  &,  en  oonaîdéraiit  b  comme  très  petit. 

Or  d'après  Péquation  E'  =  J*  TF'  4-  ^  -^  )  =  ^•jc^  ^"  peut,  pour  la 
première  approximation,  &îre  £'£=i ,  ce  qiûdonoeira ^(<^0^^^77=^TZr?> 

et  par  conséquent  cY^ ^=^ \^og\—^\  mais  dans  le  même  cas,  on  a 

c=3 1  —  I  i*j  donc  la  première  valeur  approchée  de  F'  est  F*  =  log/l). 

Soit  maintenant  F*  =  Plogr|)  +  Q,  P  et  Q  étant  des  suites  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  ^;  ^  on  sufastitue  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion différentielle 

on  trouvera  que  l'équation  pour  déterminer  P  est  absolument  semblable  à 
celle  qui  détermine vF' ;  ceUe^d  est  de  la  même  ferme,  soit  que  l'on  con- 
sidère F  comme  fonction  de  c  ou  comme  fonction  de  ift  j  et  poîaqiL'dJe  doit 
avoir  f  pour  premier  terme,  on  aura 

P  =  .+^:*-+^J'+S^g»'  +  etc. 

Désignons  les  coefliciens  successi&  par  m',  m",  etc..  en  sorte  qu'on  ait 

P  x=  I  -t-  ct'ô»  -f-  tri'b^  4-  /»'"*«  4-  etc.  ; 

nous  supposerons  ensuite 

F'  =  (i  -l-m'ô»  +  /n"4« H-  »»"'&• -I-  etc.)  log  | 
— nJk'b^.^  ni'A!'¥  —  m«'A'"^  —  etc.  - 

Substituant  cette  valeur  dan«  l'équation  diffi^atielle  ei-deesos,  on  aura 
pour  déteiiaiaer  les  natuvctaux  cooffideos  A%  A",  etc.,  l'équation  «suwante, 
dont  les  termes  suivent  une  loi  très  simple  : 

0=     a         -f6OT'**    +10  m"  M     +14  to'"^'     4-i8/8''**     -hetc. 

—4  m'    — 8ra"i«    —irxm"'b^     ^iQm"'b*     ^^onf  hf    .^etc. 

— aWA'— 4WA"4v,  e'm"'A"'b*-^  Ç'/n^A^^'-T-io*»' A^  *•— etc. 

.    4-3W A'  bH-  5W'  A"  *<-f.  7*rt'"A"'i»4-  g'^^À'^î'-f-  etc. 

Observant  ensuite  qtr'ôn. a  jaW=±:i,  4*^  =  ^*'^^>  f>^ni" ;s=i^^ni' j  etc., 
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on  trouve  successivement  -'.'.. 


A'  = 

», 

, 

A"  = 

« 

1  + 

2 

3.4' 

) 

^ 

A'"= 

2 
3.4 

+ 

2 
5.6' 

A"= 

1  + 

3.4 

+ 

5.6 

etc. 

» 

^  7.8' 


2 


de  sorte  qa^on  a  en  gëmvat  A^"^ as  A^*~*^  -H  ^  "-^  "j-  ■ .  Diaprée  c«tte  kri, 

il  est  facile  de  voir  ce  que  devient  A^"^  lorsque  n  est  très  grand  \  considérons 
pQfQr  cet  euêi  n  sixtte 

1^    i_  ^**  j_  2*^    i_  ^  _• 

laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 


on  aura  en  sommant  ces  suites ,  ^ s=  or  ïog  T  '  J_*  y  +  log  (  r  —  a^) aes 

(i+^)log(i+^)H-(i— ^)log(i — x).  Soit  a: =1,  on  aura  j*=±:iloga; 
donc  la  limite  des  quantités  A%  A'',  A!" ^  etc.,  est  :2loga  ou  1,386,  etc. 
Cela  posé,  la  valeur  complète  de  F^  se  développe  ainsi  : 

F'  =  log|  +  ^J-(log|-.) 

+  .^''('os|--A)     ' 
+  5r4v5ï*  0*^3-^-34-5:5; 

i«.y.5'.7'  j, /.      4 2 2_ 2_\ 

•+-  etc.  • 


Connaissant  F' ,  on  aura  immédiatement  £*  d'après  l'équation  Ë'  Sa  b^l. 


rH  *•«  ^  *=*•?*  — *(!  —  *•)  ^,  et  il  eA  réstdte 
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+  K.|*'(l<>g|-A'-3^) 


+ 
+ 


2 
1 

1 


+  etc., 

expression  dont  la  loi  est  manifeste  et  qui  s'accorde  avec  celle  que  nous 
ayons  donnée  sous  une  autre  forme  (  Afe/n.  de  VAcad*^  1786,  pag.  63o  ). 


W^W»^M^>W<»MW<MM<W»IM»»W<»WW»l%»W»WWM^WI^^M^^(WWWMMMM»»M>^^ 


CHAPITRE  XV. 

Changemens  quon  peut  faire  subir  au  paramètre  dans  les 
fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce. 

49.  Oorr  p  =    ^   y  et  soit  et  une  constante  indéterminée  ;  on  trouve  par 

la  différenciation  ^ 

dp  dp    1— c*sm^^ 

Supposons  que  le  dénominateur  (i  — -  c*sin*^)  om^^^tt^m^^  soit  ^al  au 

produit  des  deux  &cteurs  (i+nsin*^)  Ti +  — sin^^J,  la  valeur  de  <k 
devra  être 

«=(i+/i)(i4-J)t 
et  alors  l'équation  différentielle  se  décomposant  ainsi , 

4>   —  ^  r     '     ,1      ' ,n 

son  int^rale  est 

n(„)  +  n(0=F+;iiarctangii:i|2SÎ (/'). 
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formule  très  remarquable  au  moyen  de  laquelle  toute  fonction  FI  dont  le 
paramètre  est  plus  grand  que  le  module  c^  peut  toujours  être  transformée 
en  une  autre  dont  le  paramètre  sera  plus  petit  que  c  \  car  des  deux  para- 

mètres  n  et—,  il  est  évident  que  l'un  est  toujours  plus  grand  que  c  et 

l'autre  plus  petit.  Les  fonctions  II  qui  s'expriment  ainsi  l'une  par  l'autre, 
ont  d'ailleurs  le  même  module  c  et  la  même  amplitude  Ç;  c'est  pourquoi, 

au  lieu  de  les  désigner  par  H  (n,  c,  ç),  nf— ,  c^  (pY  nous  les  désignons 

simplement  par  n(n),  nT— V  en  ne  signalant  que  l'élément  par  lequel 

les  deux  fonctions  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

La  formule  générale  {/')  appliquée  aux  cas  de  n:szc  et  de  /}  =  — -  c, 
fournit  ces  deux  corollaires, 

n  (-C)  =  i  F  +  ^^  arc  tang  ^i^I^îîïSf . 

Ainsi  dans  ces  deux  cas ,  la  fonction  de  troisième  espèce  se  réduit  immé* 
diatement  à  une  fonction  de  première  espèce. 

5o.  11  y  a  trois  cas  k  considérer  dans  la  formule  (Z'),  selon  que.  tt  est 
positif,  zéro  ou  n^atif. 

Le  coefficient  en  sera  positif  toutes  les  fois  que  le  paramètre  n  sera  posi* 
tif,  ou  toutes  les  fois  que  n  étant  négatif,  il  sera  compris  entré  —  i  et 
— 'C*j  en  d'autres  termes  a  sera  positif  si  le  paramètre  n  est  de  l'une 
des  deux  formes  /i  =  cot*ô,  i»=— i +  ô*sin*fl.  Alors  l'équation  (y') 
contiendra  un  arc  de  cercle  réel,  et  par  cette  équation  on  ramènera  l'une 

à  l'autre  les  deux  fonctions  n  (n),  Il  T— \ 

Dans  ce  premier  cas,  si  l'on  fait  ^  =  ^^,  on  aura  entre  les  fonctions 
complètes  cette  relation 

n'(n)H-n.(9«=p  +  ^. 

5i.  Si  l'on  fait  ot  =  o,  on  aura  n=-— i  ou  /i=«— c*,  alors  l'intégrale 
■^  se  réduisant  à  p,  l'équation  (/')  devient 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier;  on  a  en  effet  par  les  réductions  déjà 
connues , 


h 


70  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

et  la  somme  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à  F  +  — -^. 

La  fonction  n(*— i)  qui  se  ramène  immédiatement  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce,  est  celle  qui  donne  la  rectiGcation 
de  Thyperboie  (art  i3).  Elle  a  une  yaîetfr  ïnfîttic  lorsque  ^  =  |9r,  parce 
qu'alors  elle  représente  la  longueur  totale  de  lu  courbe  jusqu'à  son  e\trd«* 
mité  infinie  ;  et  c'est  aussi  ce  que  donne  la  formule  précédente;  mais  cette 
formule  serait  en  défaut  si  on  voulait  faire  (P>i7r;  elle  semblerait  donner 
une  valeur  finie  pour  !!(— -i),  tandis  que  cette  valeur,  composée  de  la 
partie  où  ^  =  ^  tt  et  d'une  autre  partie ,  est  nécessairement  .infinie.  C'est 
du  moins  ce  qui  paraît  résulter  tle  la  formule  intégrale  n(— i)  consi- 
dérée en  elle-mei]Ae ,  et  sahs  rapport  à  aucune  courbe  j  car  nous  supposons 
toujours  A  positif. 

5a.  Il  reste  a  examiner  k  cas  où  a  est  négatif;  ce  ca6  ai«ra  lieu  toutes 
les  fois  que  le  paramètre  sera  n^tif ,  mais  non  compris  entre  —  i  et 
-—  c*  :  de  sorte  que  n  devra  être  représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

n= ^,-75  7i  =  — c»sin»G. 

8in*  0 

Soit  donc  n=i  —  c^sin'fl,  et  «=— S,  on  aura  ^  =  ^rg(i— ^sin'fi)> 

et  l'intégrale  yV:^.  devient/^-  ou  ^  log  (i±£^)  j  donc  alors 
l'équation  (/')  devra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Mettant  dans  cette  équation  les  yaîetirs  de  n  et  de  ?,  et  observant  que 
|/(i--.c'sin*8)  peut  être  désigné  par  A(fl)  tandis  que  j/(i  —  c*sin"^) 
l'est  par  A  (^),  on  aura  cette 'formule  généty#-  pouv  le  cas  de  et  négatif: 

n/— ^sin-fl^^ni"-— *î-rWrH-Î2^1oe  /^W,Î£°g».±^(Q)tang»Y 
r^-^sm  Uj-t-n^      S?î>/   -    *  ^aA(8)**^8  V^  (^)teng9—  A  (ô) Ungç/ 

11  est  à  remarcper  que  le  second  membre  de  cette  équation  devient  ia&tài 
lorsque  ç=  fl  :  en  cflfel,  pomme  on  a 


■fi 
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on  voit  que  le  déBominatear  de  la  diffîrentielle  est  zéro  lorsque  9:3=8, 
ce  -qui  Teud>  pour  ce  cas,  l'intégrale  infinie. 

Lorsqu'ensuite  on  suppose  ^>>  fl,  le  dénominateur  devient  négatif,  et  la 

valeur  de  H  Ç —  *=nr; y  redevient  finie  par  la  destruction  inutyelle  des  par* 

tîes  infinies  et  de  signes  contraires.  Mais  alors  la^ormule  a  besoiu  d'être 
rectifiée  pour  ne  pas  ofirir  le  logarithme  d'une  quantité  négative,  et  il 
faudra  l'écrire  ainsi  : 

n^  —  c  sm  o;-t-.u^^     S^O        ^^^Qi)  ^  ^ (0 taog ^  —  ^  (^) tang r 

elle  aura  Heu  depuis  ^  =  fl  jusqu'à  ^  =  |  tt. 

Lorsque  ^  =  ^7r,  cette  formule  donne  entre  les  fonctions  complètes  la 
relation 

n'(--c->m-G)+n'(-^j5i^)==:FS 

oh  Ton  voit  que  les  logarithmes  ont  entièrement  disparu. 

J'observe  sur  cette  dernière  équation  que  la  fonction  n(— c'sln*^), 

qui  représente  l'intégrale  r(|^c»sin*fl8in'ei)'A  >  ^^  nécess^gxement  plus 
grande  que  i^  ou  F,  et  qu'ainsi  II*  (—  ^sin'fi)  est  plus  grande  que  F*  ; 

l'équation  précédente  ne  peut  donc  subsister  à  moins  que  II'  T-»^  "^^} 

•  ue  soit  oégiatjif.  Or^  <aç  résultat  s'explique  facilement  par  la  jaatwe  de  la 

fonction  H  f  """"  ~^~TZ  )  ^^i  ^^^   positive   depuis   ^.bb.o  jusqu'à   (pssd,  et 

négative  depuis  ^;;aBd  jusqu'à  ^tcs^^i  îi  iaHt  par  conséquent  que  la  partie 
négative  soit  plus  grande  que  la  partie  positive. 

53.  j^u  reste  pour  éditer  toute  anomalie  étrangère  à  V objet  dont  nous 
nous  occupons  j  et  pour  ne  considérer  des  Jonctions  II  gue  celles  qui  sont 
positives  etjinies y  nous  ferons  abstraction^  dans  tout  ce  qui  suitj  du  cas 
ôà  le  papâtmètre  n  efit  à  la  Jeis  négtrtif  et  plue  grand  que  Funité. 

Si  ce  cas  se  rencontrait ,  on  -vient  de  voir  par  quelle  formule  la  fonction 

proposée  n/«- -piJ  pourrait  se  4:éduir^  à  la  fbnctiop  n{  — ^*sin*Ô) 

qui  n'est  sujette  à  aucune  difficulté;  l'anomalie  toinber^it  alors  sur  \^  ierq^e 
logarithmique  joint  à  cette  fonction. 
Gela  posé,  les  icvoct^iws  n^  ^  ^égfu-d  au^  jd^ii^emesiTaleurs  du  ffa^ueti^e, 
^  se  rapportent  à  trois  cas  principaux  qui  exigent  des  développemens  parti- 
culiers. 
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Premier  cas.  Si  le  paramètre  n  est  positif,  on  pourra  toujours  lui  donner 

la  forme  n  =  cot* 6 ,  et  on  aura  alors  i/a  =  ^^ ' .~ — ^ — '  =  ■.  \  '  \. 

Second  cas.  Si  le  paramètre  n  est  négatif,  mais  non  plus  petit  que  <?*, 
on  pourra  le  désigner  par  la  formule  /}=— -i  -f*  &*sin*8,  et  alors  on  aura 

Troisième  cas.  Si  le  paramètre  i»  est  négatif  et  plus  petit  que  c*,  on 
pourra  faire  n=  —  c*  sin'9,  et  on  aura  v/(*)  =  -r-j  A(fl).  |/—  i. 

On  verra  ci-après  que  les  deux  premiers  cas  se  rapportent  k  une  seule 
et  même  espèce,  attendu  qu'une  fonction  qui  appartient  k  l'un  de  ces  cas, 
peut  être  transformée  en  une  fonction  qui  appartienne  k  l'autre  cas.  11 
n'en  est  pas  de  même  du  troisième  cas  qui  diffère  essentiellement  des  deux 
autres;  caries  fonctions  qui  se  rapportent  aux  deux  premiers  cas,  entraînent 
toujours  dans  leur  comparaison  des  arcs  de  cercle  ;  tandis  que  les  fonctions 
qui  se  rapportent  au  troisième ,  n'admettent  dans  leur  comparaison  que  des 
logarithmes. 

Il  semblerait  naturel  d'ajouter  k  ces  trois  cas  celui  où  l'on  supposerait 
le  paramètre  n  imaginaire  ;  mais  nous  prouverons  ci-après  que  ce  quatrième 
cas  est  inutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  toujours  y  suppléer  par  des 
transformations  convenables. 

54.  Soit  maintenant  p  ss  "'^  v^ ^ ,  et  h  un  coefficient  indéterminé;  on 
aura  par  la  différenciation , 

fl§p      «-«         I  — asin*^  +  c*wp^^  <^ . 

T+1^        i  +  {i  —  c'')sm*(p  —  k siu*^  *  A*  * 

si  on  fout  ensuite  le  dénominateur 

I  +  {k  —  c*)  sin*  Ç  —A  sin*^  =s  (  i  +  »  sin*^)  (i  —  msin*^), 

il  en  résultera  kzssmn^  (1  +  '»)  (i  — w»)ss:i*,  et  l'équation  di£férentie^e^ 
prendra  la  forme 

dp  dpr't+n  i  I— j»  I  c^n 

d'où  l'on  tire  en  intégrant. 
Par  cette  formule  les  deux  fonctions  n(/i).  Il  (—m),  peuvent  être 
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réduites  Pime  à  l'autre ,  pdurvn-qu^ntre  les  paramètres  »  et— m,  on  ait 

la  relation 

(i  +»)(i— wi)=:4'. 

Cette  relation  est  telle,  que  si  Ton  fait  i»3='col'Ô,  on  aura  —  1»=:-—  i  + 
J*  sin'  fl  j  d'où  l'on  voit  que  les  deux  premiers  cas  du  n*  53 ,  n'en  font  à 
proprement  parler  qu  un  seul ,  puisque  la  réduction  d'une  fonction  à  l'autre 
peut  se  faire  immédiatement  au  moyen  de  la  formule 

n(cof9)=!=^l2^i22:^n(-i4-*'^B«ft) 

^  '         1  — 6*sm*^        ^.  .. 

,        c* sm' 9      p    ,    sin fl  cos I  sîn» cos »A ( & ,  fl )         ^î 

55.  Si  dans  la  formule  {g^)y  on  fait  /7i  =  c*sin*B,  l'équation  de  condi- 
tion (i-j-»)(i — my=b*y  donnera  n(cos'B +  i^sin'6)  =  —  c*cos*Ô, 
d'où  il  suit  que  n  pourra  aussi  être  représenté  par  la  valeur  n= — c^sin*  A, 
et  alors  on  aura  entre  6  et  A  la  relation  sin*  A(cos*fl4"^*sin*ô)  =  co^fl, 

d'où  résulte 

I  :=&tang6  tangA; 

c'est  la  même  relation  qui  donne  F(fl)  +  F(X)  =  F*. 
On  aura  donc  dabs  ce  cas  la  formule  générale 

cos»9.n(  — c*sin»  9)  +  cos*  A.n  (  —  c*  sin*  A) 

-—-smBsmAlogt  .        «  ■  ^    '         v — *t)i 

*  ^  \  A  —  c* 8111  ^  sm  A  sm  ^  C08^/' 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  les  fonctions.  •  • 
n(— c*sin*fl),  n(  —  c* sin* A),  pourvu  qu'entre  les  paramètres  on  ait  la 
relation  i  ==  i  f ang  6  tang  A. 

Ainsi ,  non  seulement  les  fonctions  II  dont^  le  paraïAètce  es\  Inégatif  et 
plus  grand  que  l'unité,  peuvent  se  réduire  aux  fonctions  dont  le  para- 
mètre eit  plus  petit  que  c*  (art  5a  )^  mais  <:ielleflk«ci  peuvent  eucoreétrp 
réduites  au  cas  où  le  paramètre ,  toujours  dé  form^  "^^  c*  sin*  d,  n'excède 
pas  1—6;  car  dans  lé  cas  où  l'on  aurait  dâ=s  A ,  l'équation  i  tss^  tasig  S  tang  A 

donne  sin*9  =  -;r-T,  et  par  conséquent  c*  $in*9  =  i-^rr.  ij  dans  tout  autre 

cas,  l'un  des  paramètres  —  c*-sia^d^  -^-^  c*  sixt^ Ay âbstifactioh  faite  de  son 
signe,  sera  nécessairement  plus  petit  que  j-r;^-..; 

Le  cas  de  0=A  mérite  d'être  remarqué;  alors  la  formule  générale  donne 

T.  I.  10 
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Ainsi  la  foncliaa.49  |;^€iî»me  Qtpépe  n(-*-.i4-^)  ^  réduit  indéfinimœC 
à  la  première  espèce,  et  on  a  en  particulier  pour  l'eipression  df  Ip  fi>QC^ 
tion  complète,  .'^^    "^  '  — 


-  "•  ~- 


Il  résulte  des  formules  précédentes ,  l^  que  dans  les  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce ,  le  paramètr^  peut  toujours  se  réduire  soit  à  la  forme 
—  i  +  i*sin*fl  comprise  entre  i  et  c*,  soit  à  la  forme  —  c*sin*9  plus 
petite  que  c^;  2"".  que  œè  4^uit>  fi^vm  iMiiit  ^ssentieïlemeat  di^fptes  et 
non  réductibles  l'une  de  l'autre,  la  première  n'ofiSrant  que  des  arcs  de  cercle 
dans  ses  coniparaisons  et  rédodions^  la  seconde  n'ofiran^qve  des  logarithmes. 

Quant  aux  fonctiops  4ont  le  paramètre  est  îinaginaire ,  on  démontrera  ci* 
après  que  chacui^Q  d'elles  se  réduit  toujours  à  deux  autres  dont  les  para- 
mètres sont  réels,  Pun  ^tant  de  Ta  forme  —r  i  +  i*sin*ô,  Vautre  de.  la 
foripe  —  c*  sîn'  ô,     , 


«Wft<^»^w>/vvwww»ww>»»w%»wi>M>^na^»^i>aft»  mw»  >^i»|iVI^w»  »t»  y>m00  wff^^twv^  »>^»%v%%m/wv»\»^<»*v\»(v\»»»»i^w»%»%%»%  v'^^ 
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Ckimparaison  des  fimcthm  eUiptiqUe^  de  ia  troisième  espèce. 
56.  V40icsiDiR<Mts  les  deux  fonctions  semblables 

6t  supposons,  icown^  noua  l'avônA  fn^t  pow  le&.  fooetîbna  de  la  fw^caiiere 

et  de  k  sccdnde^oBpèw^  qu'xn  ii  l'ûifHatioii  F:(fi)-4-«F(4)^^^(i^)^'°^<>7 
jBt  étant  une  eanstante;  «tors  tk-j&a  fidt  n((p)4>-II(4)'^.n(/tft)s>^^^  don 

aura  .     '     •   -    ■  •     " -   • 

cette  intégrale  étant  prise  dêliiianière  qu^ellie  s'évanonisse  lorsque  ^  rss  o  ou 
lorsque  4=^  A*- 


i>  > 


Mais  p^ûs^oe  fi  «t  ooostent ,,  .on  js^  xtn  +  T(£\  *  \  '^>.  ^^  ^résulte 
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Or  on  a  trouvé  (art.  34  )  rf4»A  (^)  -f-  é^ti  (4)  =*=  ^^  (sin  fe  sin^  5in4);  le 
premier  membre  se  réduit  à -^[A*(^)— A*  (4)]=  ~^(siii*4— sin*^); 

donc  en  Êdsant  sin^Ç  +,sin*4=/'>  sin  ç  sin4  =s Ç^  on  a 

^-^  (sin*4  —  »iû* *)  !2=t sbf&.ij^;  donc  en&i 

Mais  de  l'équation  cos  ^  cos  4  —  sin  ^  sln  4A  (A*)  =  cos  A^j  on  déduit 
I— .^^^— .[eo8ju4-^A(jU)]»,  et  par  conséquent 

p  =s:  sîn*^  —  2q  cosftA  (  /i)  +  c*^*  sîn* jtt ; 

mettant  cette  valeur  de  p  dans  la  formule  précédente,  on  a 

Effectuant  donc  l'intégration ,  et  fiiisant  comme  ci-Klessus  a=  (  i  +/î)  ^  i  -|-  - V 
on  aura  Q  ou 

n(^)+n(4)-n(^)=:  ^arc  tai^gr     "»^*'V"'""°»"°t-.\ . .  .(A'). 

'a  * 

C'est  la  formule  générale  qnî^  pour  les  Ibnctioiis  de  trcnsîèma  espèce ,  corres^ 
pond  à  la  formule  F((p)  +F(4)—  F(/it) =0  pour  les  fonctions  de  la  pretniàre 
espèce,  et  à  la  formule  E(^)  +  E(4)  — E(jU)«  c^sin^  sin<p  sin4  pour 
les  fonctions  de  la  seconde  espèce. 

Ainsi  la  différence  qui  est  zéro  dans  les  fonctions  de  première  espèce, 
et  algébrique  dans  celleè  de  la  seconde  espèce ,  est  exprimée  par  un  arc  de 
cercle  on  par  uû  logarithme  dan»  les  îontilions  de  frôis(àne  esp&e.  Je  dis 
arc  ^  cercle  j:^  iogariihne  ^  car  on  voit  que  le  seoi^tid*  membre  de  l'équa- 
tion (Â')  sera  un  arc  de  cercle  ou  unUogarithmé,  selon  que  «  sera  positif 
ou  n^atif,  c'est-à-dire,  selon  que  ia  fonction^  H  se  rap^rtera  aux  deux 
premiers  cas  ou  lau  troisième  de  l'art.  53.  -     '•       - 

57.  D«f  l'équation  (W)  et  de  toutes  celles  qu*on  petit  fôrtùfér  sembïâfble- 
•ment  élltfé'froi^  foûctiôrts  IT/èÎôus  coûdlurôiitf  Vitié 'ai  i,'*T'/;'etc.  sôtlt  des 
enttetS'piWitifs,  on  pourra  toujourâ  faïré  en  sorte  dUé  l^ôtt  àït     ' 

«n  {<P) + *n  (4)  + /n  («) -(- etc.  as  w, 

W  étant  uiù  quantité  détermànable  plar  mjemAe  tax/SU  bù  pato  Idgirithipes. 
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Il  faut  pour  cela  établir  eotre-les  amplitudes  ^;  4  9  ^^  ^''^'^  ^  relation  qui 
donne 

tF(^)  +  fcFX'^)+tP(»)  ^  etc.  =  o^ 

et  celte  relation  peut  toujours  être  jexprimée  par  une  équation  algçbriqpe 
entre  les  sinus  des  angles  ^  ^  4  »  ^  9  ^^^'  ^  résultat  ne  souffre  aucune  excep- 
tion, et  aurait  Keu  même  quand  le  paramètre  n  serait  imaginaire.  Mais  on 
p^ut  considérer  ces  propriétés  sous  un  poinjt  de  vue  encore  pins  général, 
58.  Soit  P  ou  P(^)  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin  (p,  et  soit 


7  (m\  —  r      ^(^)'^ 


Soit  Z(4)  tme  fonction  semblable  dé  4^  <^^  fonctions  ou  intégrales  étant 
prises  de  manière  qu'elles  s'éyanouissent  lorsque  les  amplitudes  ^  et  4  sont 
nulles.  Supposons  qu^on  ait  touiburs  l'équation  F(^)+F(4) — F(ft)=o, 

laquelle  en  prenant  fjt  constante  donne  -—r  +  "X^Â  =  ^  >  on  aura  donc 

Z(?)-l-Z(4)-ZC/u)=/^j[P((p)-P(4)]. 
Faisons  comme  ci-dessus  sin* <p  -f-  sin* 4  ^=p,sin^  sin 4  =  ^ 9.  î^  ^^  résultera 

Substituons  maintenant  la  valeur  de  sin*  ^  dans  P  (9)7  le  résultat  sera  de 
la  fi>nne 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  q.  On  aura  de  même 

P(4)  =  M-Nt/(;,--47'); 
donc  P(^)  —  P (4)  =  aN  i/(;»*  —  4q')  =  aN(8iii'ç  —  sin»4),  et. .- . 

enfin 

Z((fi)  +  ?(4)  -  Z  (i»)  =  -  3  sin  /i/îidq. 

Dans  cette  formule,  N  est  une  fonction  rationnelle  de  p  et  de  f  j  si  xm  y 
substitue  la  valeur  de^  en  ^ ,  savoir /7=:sin*/t-^3^cosfiiX(f&) -4*^9* sîn*A^9 
N  sera  ime  fonction  rationnelle  de  q  seule;  et  ainsi  la  valeur  -de  .Z.(j^)»|- 
Z  (4)  —  Z  (fi)  pourra  toujours  se  déterminer  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes.  "^  '  '    :   ^ 

En  générai  si  i,  Â:,  Z,  etc.  déngnent  des  nombres  entiers  positi&ouiiëgaâft, 
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et  qu'on  établisse  entre  les  angles  /p^  4>^^'  ^^^'   ^  relation  qui  donne 
iF  (^)  +  *F  (4^)  +  ^F  (ûï)  +  etc.  =  o ,  on  .aura  en  même  temps 

il  (fp)  +  kz  (4)  +  /Z  («)  +  etc.  =  W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 
La  même  propriété  aura  lieu  quand  même  P  contiendrait  des  puissances 
impaires  de  sin  ^  j  car  la  partie  de  dZ  affectée  des  puissances  impaires  ^ 
s'intégrerait  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 
11  en  est  absolument  de  même  de  la  fonction 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^  et  on  pourra  toujours  trouver  une 
équation  algébrique  entre  x^jr^  z,  etc.,  telle* que  la  quantité 

iZ(x)  +  kZ  (j)  -H  /Z  (z)  +  etc. 

soit  déterminable  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

59.  Revenons  à  la  formule  (hf)  d'où  l'on  doit  déduire  tout  ee  qui  con- 
cerne la  comparaison  des  fonctions  de  troisième  espèce.  Nou»  avons  déjà 
observé  que  dans  cette  formule,  l'arc  de  cercle  doit  être  remplacé  par  un 
logarithme ,  lorsque  le  paramètre  est  de  la  forme  n  s=s  -^  c*  sin*  9  ;  alors 

on  a  v/ct  s=  -r-y  A  (fl) .  v/-—  i ,  et  parce  qu'en  général     ._  arc  tang  z  \/^^i 
=  |log  '  3!^y  si  l'on  fait  pour  abréger, 

sin  9  008^  (/•)-»  00s  6  sin  ^(9)  •       / 

.  ,..  .Aj  ss  sm  u  j 

I  —  c* 8in*tf  sinr f»  ^  ^ 

1— c'im-flsinV  —  »»P  J 

la  formule  (hi)  se  changera  en  celle-ci  ; . 

n(<p)  +  n(4)^—  n.(u)  =  -tt^t: log  (  "T^  ■  ^  -   #  »  I    T  h 

et  l'on  peut  remarquer  que  les  angles  auxiliaires  f/t/^  /bt'',  sont  ceux  qm 
donneraient 

F(e)  -F(At)  =F(At'),  F(8)+E(A*)=:F(/t4"). 

Au  reste,  conune  on  peut  immédiatement  convertir  en  logarithmes  les^ 
arcs  dont  les  tangentes  sont  de  la  forme  /|/ — i,  on  pourra  se  borner  à 
n'employer  que  l'équation  (fiT)  dans  toutes  les  comparaisons  qu'on  aura  i 
fiiire  des  fonctions  n^  selon  les  diverses  valeurs  de  n;  m^is  pour 
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1«9  âppUcations^  ooos  caoyorns  devoir  sapportcr  id  les  fomales  qui  ont 
lieu  dam  qotlqoes^oins'de»  cas  les  pfa»  simples^  en  y  joignant  e^les  quî 
concernent  les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce. 

60.  Soit,  l^  /i^iTTy  on  aura  successivement  pour  les  trois  espèces  de 
fonctions  eUiptiques  : 

F((p)  +  F(4)-F  =  o,  .       . 

E(^)H-E(4/)  — E'  =  c*sin^sin4, 

rr/^N    I    TT/f\         m  '  m.         »  i/<t  sin^  sin  4^ 

n(y)  +  n(4)  — n'ssp^arctang     ^  ^^^     ^ 
La  relation  entre  ^  et  4  est  donnée  par  Téquation  b  tang  ^  tang  4  s=  i , 
d'où  Ton  tire  sin  4  =  tt^  ^^  sin  <p  =  ^t^tt.  Quant  à  la  valeur  de  et,  elle 
s'exprime  suivant  les  dififéreutes  formes  de  n,  comme  on  l'a  vu  (art.  53). 

Si  en  particulier  on  a  ^=±  4>  ^V^  donne  tang^ss  -j?,  sin^ss-  ^  ,i,Ai> 
les  formules  précédentes  deviennent 

n  ((p)  si  f  n»  H- -!L  arc  tatig  ,    .    s^*^.,; 

elles  servent  ainsi  à  la  bisection  de  la  fonction  complète.     . 

Soit,  tk"".  4  ^'^  ft  jE^=^t9  l'amplitude  (p.  se  déduira  de  ç  par  les  for- 
mules de  l'art,  ai,  et  on  aura  pour  la  duplication  des  fonction^,  les  for- 
mules 

:,F(^)  — F  (**)*=  o, 

aE(^)  —  E  (ft)  s=  c'  sin*  (p  sin ^., 

,n  w  -  n(w  =  ^ .«  «.H,  (  ^^^i^^^j. 

Les  mêmes  formules  serviront  à  la  bisection ,  en  déterminant  (p  par  le  moyen 

de  ^A«  • 

Soit,  >.  4±=s(p,etAtî:t=(p3^^i  étant  l'amplitude  qui  donne  F((p,)  =  3F(^), 

et  qu'on  détermine  pai*  l«s  fiinnules  de  l'art.  2a, ^  on  aura  pour  la  triplicar 

tion  des  fonctions,  les  formules 

3E(Ç)  —  E(fj)  =ï  c*aiD^  sinÇ,  (sin^  4-sin<Pj), 

.      3n  (9)  ^  n  (f»)  a=  -r  .*rc  tang  r  ./<^'  ^^  ^  ?'"  »*  "°  *' — V 
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Dans  lé  cai^  ftssfitjeah  poifr  la  teiafécliôii  des  fmctàow  fionq^ète», 
les  fonnules 

3FC<P)  =  F', 

3E (^)  =;=  E*  4-  c*  sxQ ç  sin ^4  ( I  4- An (p), 

3n(<p)  =^  n-  +  ^  arc  t«g(ai^fi|tîiE£.-) 

+  4-  arc  tang  (_^ti^î^2!*^*î_\ 

Quant  aux  valeurs  de  ^  et  f^,  elles  se  trouveront  par  les  formules  de  la 
trisection,  art.  ^3,  d'où  résulte  ^«a^€ia^«(f  •i^ànp}  s  «9-  cos'^. 

CHAPITRE  XVIL 

Formation  d'une  suite  infime  de  fonctions  eliiptigues  de  la 
première  espèce  ^  liées  entre  elles  par  des  rapports  constans. 

61.  âvsqvU^'i  oow  n'avcHM  comparé  «nti^  ^31es  k»  imctions  dliptiques 
de  Ja  première  espèoe,  qu'autant  qu'^Ues^  aymwt  le  laâme  module^  ou 
qu'elles  pouviaient  être  considénâes  comme  vefmésevttnt  dsffikeop  avct  dNine 
même  courbe;  ces  comparaisons  ont  OMaite  été  étenduss^  d'après  le  même 
principe  y  aux  fonctions  4e  la  secoade  et  de  la  troisième  espèce  ;  et  les  théo- 
rèmes contenus  dans  les  formulea  ^)  ±t  (g')  suppoiairt;  «seore  que  le 
module  est  le  même  daits  les  dbux  fonfîtioM  oangMffées* 

Nous  allons  faire  voir  qu'on  peut,  par  .ime  loi  tràs  rânple,  former  une 
infinité  de  ^fonctions  aUiptiques  de^  ^pi^màèm  espace  5  qui  iliiepent  les  unes 
des  autres  tant  par  le  module  que  par  l'amplitude^  mais  qui  ont  la  pro- 
priété fort  remarquable  d'être  entre  elles  dans  des  rapports  constans. 

Considérons  les  deux  fonctions  F(c,  (p)  =j|//  ,J^  •  «^\?  ^(^y  ?') 

=/^/(,->sin'»^?  i^  ^^^^  ^  ^'^"*  ^^  ^~  7^'  ^  "^  ^'^  ^^^' 
mine  ^'  d'après  l'équation  sui(a9'«-"ff)sff  C3in^,  on  aiua  généralement 

E(c',<p')«i±iF(<î,  ♦), 
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En  effet  Téquatioii  supposée  donne  d^abord  cos  (a^'  —  ç>)  s=  A;  ainâ  on 
aura  successivement  : 

cos  3^^  =  A  cos  ^  —  c  sin*  ^ , 
a  cos*  <p'  ^=  1  —  c  sin'  Ç  •+•  ^  <îos  ^ , 
2  sin*  ^^  =  I  +  -c  sin*  ^  —  A  cos  ^ , 
a  SU)  ^'  cos  ^'  =s:  sin  9  (c  cos ^  4*  ^}9 

2d<p'  =  ^  (c  cos^  +  A), 

1/(1  —  c'*  sin*  ^' )  5= -nr+T^  • 
Des  deux  dernières  on  tire  7/r[~^r^ri^  =  —-•  •  "^j  ce  qui  donne  en 

intégrant^  F(^'>  ^')  =  -"^^— ï*(^>  ?)•  Nous  n'ajoutons  point  de  constante, 

parce  que  les  amplitudes  ^  et  ^^  s'évanouissent  en  même  temps.  On  voit 
donc  par  ce  résultat  que  les  fonctions  F(c',  ^'),  F  (c,  ^)  seront  entre  elles 
dans  un  rapport  constant  ^  quelles  que  soient  les  amplitudes  (p'  et  ^ ,  pourvu 
qu'elles  soient  liées  entre  elles  par  l'équation  sin  (a^'  •—  ^.)  =  c  sin  ^. 

Observons  que  comme  l'arc  ^  croit  indéfiniment ,  et  peut  être  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  l'arc  ^'  croît  aussi  indéfiniment^  mais  de 
manière  que  a^'— ^  ert  toujours  renfermé  entre  les  limites  +  ô  et  — ô,  ô 
étant  l'arc  le  plus  petit  dont  c  est  le  sinus.  En  effet,  puisqu'on  a... 
sin  (a^'— -^)==:csin^  et  cos(a^'-— ^)=:  A,  A  étant  toujours  positif, 
on  voit  que  a^'  —  ^  est  toujours  égal  au  plus  petit  arc  Jl ,  positif  ou  né- 
gatif, déterminé  par  l'équation  sin  cA.  =  <?  sin  ^  ss  sin  6  sin  ^  ;  ainsi  on  a 
toujours  ç'  =  7  <p  -f-  j  cA^  ou  ^  =s  2^*  —  cA^.  D'après  cette  observation ,  on 
n'aura  jamais  aucune  ambiguité  à  craindre  dans  la  détermination  des  valeurs 
respectives  de  ç'  et  ^. 

Si  l'on  Élit  ^'  =7^,  on  aura  ^zsztf  et  F(c,  ^)  =  aF*  (c);  ainsi  les 
fonctions  complètes  F'  (c'),  F'  {c)  ont  entre  elles  cette  relation  très  simple,* 

P(c')  =  (i+OF'(c). 

62.  Concevons  maintenant  qu'à  partir  du  terme  donné  c,   on  forme 
une  suite  infinie  de  modules  c,  c\  d'y  d" y  etc.,  d'après  la  loi, . 

c'=g     \^    ,     cTssï— 7^,     c'''= -^,  etc.: 

cette  suite  de  modules  qui  est  continuellement  croiss;mte,  aura  pour  limite 
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l'unitë,  et  atteindra  sensiblement  cette  limite  au  bout  d'mi  assez  petit 
nombre  de  termes. 

Si  on  appelle  par  analogie  h\  V\  V^\  etc.  les  complémens  des  modules 
c',  é\  c"',  etc. ,  la  suite  h\  V\  A'",  etc.  sera  continuellement  décroissante  ; 
et  chaque  terme  se  déduira  du  module  précédent  suivant  cette  loi 

Soit  ensuite  Pj  ^\  ^\  (p"'j  etc.  la  série  des  amplitudes  qui  se  déduisent 
chacune  de  la  précédente  par  les  formules 

sin  (2(p'  —  (p  )  =  c  sin  ^, 
sin  (a^"  —  ç'  )=s  c'  sin  (p\ 
sin(2^"'— (p")  =  c''sin^", 

etc. , 

ou  formera  de  cette  manière  une  suite  infinie  de  foD étions  de  première  espèce 
F(c,  ^)^F(c',  ^'),  F(c/',  ^"),  etci,  entre  lesquelles  on  aura  les  équa* 
tions 

F(c",<p")  =  i±^F(c',<p')  =  i±^.i±i'F(c,<p), 

FCc"',  <?«)  =  i±^  F(«?,  <p")  =  ^  .  -^  .  4^'  F(c,  ,p), 

etc. , 

d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces  fonctions  sont  toujours  entre 
elles  dans  un  rapport  constant  pour  toutes  les  valeurs  des  amplitudes  cor-^ 
respondantes. 

Quant  aux  fonctions  complètes,  leurs  rapports  seront  également  con- 
stans,  et  l'équation  F*  ((/)  =  (i  +  c)  F'  (c),  déjà  trouvée,  donnera  succes- 
sivement 

P(c'  )  =  (iH-c  )F'(c), 

F*  (c"  )  =  (i  4- </ )  F' (  </)  =  (i  4-c)  (i -f- </)  F  (c), 

P(c"')b=(i  +  c")F'(c")  =  (H-c)(i+c')(i-Hc")FCc), 
etc. 

63.  On  peut  encore  donner  à  ces  résultais  une  plus  grande  extepsion. 
En  effet,  la  suite  infinie  de  modules  c,  c'y  c",  etc.,  qui  est  croissante 
dans  un  sens,  et  qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être  prolongée  à  l'infini 
T.  I.  11 
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dans  le  aeas  ocmtfûre  où  die  sera  décroisBante  el  aura  pour  limite  àéfd« 
Désignons  par  c^  c%  à^^'y  c^^^  etc.  cette  suite  décroisssoitej  la  loi  quitte 
deux  termes  conaécuti£i  sera  semblablement 


Mais  pour  former  chaque  terme  au  moyen  du  précédent,  il  sera  plus 
simple  de  se  servir  des  valeurs  suivantes,  où  5*,  5^,  i'^,  etc. ,  désignent  les 
complémens  des  modules  c^^  tf^j  <f^%  etc*. 

Cela  posé,  si  on  désigne  par  ^^  ^^,  f^%  ^^,  etc.  la  série  des  amplitudes 
correspondantes  aux  modules  Cy  c* ,  c*^ ,  <f^^  ^  etc. ,  on  aura  d'abord 
sin  (  2^  —  ^'')  =  c°  sin  tp'' ,  équation  qu'il  &ut  résoudre  pour  déduire  f*  de 
9:  on  en  tire  successivement 


cos^* 


A         » 

I  —  (i  —  *>sîft»f 


tang  ^* 


.(^■f-»)tapgf 
i  — &tang*f 

CeUe  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme  très  simple  tang((p^  — ^) 
:=  b  tang  Ç ,  et  on  en  déduiradt  sans  ambiguité, 

*       •      • 

f^s72^  —  tf^àtt  3^ -f-îCf*sin4^— f  £i^ân  6^-f.efee., 

ce  qui  s^accorde  avec  la  remarque  que  nous  avons  faîte  sur  la  valeur  tou- 
jours limitée  de  a^'  — (p,  qui  s'applique  à  2^  —  ^®,  a^^  — ^••y  etc. 

Supposons  donc  qu'après  avoir  déterminé  les  modules  décroissans  c^, 
(f^y  à^^y  etc.,  ainsi  que  les  complémens  i®,  i**,  b'^y  etc.,  comme  il  vient 
d'être  dit,  on  calcule  successivement  les  amplitudes  ^'*,  f"**,  (p'^y  etc.  par 

les  formules 

tang;(fJP    — ^'  )=:*  tang  (p, 

tang  (  çf*  ^-^^*  )  sa fr  tamg  ^; 

tang  (  (?•••  —  <p*")  =5  A**^tang  ^**% 

etc. 


Akc»,  on  aun  uk  suite  infine;;de  fimctions  ¥{cy  ^),  F(^,  (p^)^  S(<^,  ^)r ete. 
liées  entre  ellea  par  des  rapports-  ecmslan»,  c»  celte  sorte-  ; 
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,       F(c,    «  )=xi±£F(^,    ^), 

F(c-,  <po)«i±*rF(c",  <r), 

etc. 
et  parce  que  i-f'C*s=:--T7T,  ob  aura  successivement 

F(c»,   r  )=(«+*  )F(<î,    ?>  ), 

F(c««,  <p««)=(t+4«»)F(c«,  ç»)s=(i  +  *)(i+**)F(tf,<p), 

F(<f-, <r')»(i4'*^) ^(tf*, r»)  =  ('+*)(»-♦- *°) (i +*")ï'(''>  «P)' 

etc. 

Lorsqu'on  Ëiit  f  =  ^tr,  on  a  ^*>s=7r,  ^"'sra-Tf,  (p^'ss^^)  ^^c.;  d'où 
il  suit  que  les  fonctions  complètes  ont  entre  elles  ces  relations  : 

F"tf«    =l±-*F'c, 

F'coo  =n  L±i!F'^  «  i±i  .  I±^  .  F'c, 

a  a  a  a  ' 

etc. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  tandis  que  les  modules  e,  c^j  ^,  eic. 
décroissent  d'une  manière  rapide,  leurs  compUmens  h^  l^^B^ ^  etc.  s'ap« 
prochent  de  plus  en  plus  de  l'unité  qui  est  leur  limite. 


y>mimmf^fmÊ0tmmNiMii^i¥ifMiii/>M*itMifif^^ 


CHAPITRE  XVIII. 

Application  de  la  même  loi  aux  fonctions  elliptiques  de  la 

seconde  espèce. 


\     ê 


64«  (uOKSpmoiia  prësentement  leadeus  fimotions  E^4),  <^)o^fip^(c,  f)y 
E(c',  ç^')  z=fil^'à.(c\  (p')i  si  dans  la  seconde  formule  on  sid)sti^ue  pour 
d^'  et  A  (c'y  ^')  les  valeurs  trbuTees  art.  .61 ,  on  aura 

II.. 
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(  2  +  3C)  E  ( C*,  (P')  =y§  (  C  C08  (p  +  A)*} 

substituant  dans  le  second  membre  la  valeur 

(c  cos  ^  +  A  )'  =»  2Ù^  +  apA  cos  ^  —  J*, 

* 

et  effectuant  l'intëgratîon,  on  aura 

et  de  là  résulte  la  formule     • 

** 

b^F(cy  ^)  =  2E(c,  (p)  — 2(i  +  c)  É(c',  (p')+acsinç, 

;d'oii  l'on  voit  que  la  fonction  de  première  espèce  *F(c,  9)  peut  s'exprimer 
par  les  deux  arcs  d'ellipse  E(c,  ^),  E(c',  ^'). 

On  a  trouvé  (  art.   1 3  )  que  l'expression  de  l'arc  d'hyperbole  est 

T  =  Atang<p  — E(c,  (p)+A*F(c,  <p); 

fti  on  y  substitue  la  valeur  de  b*F{cy  (p)y  cette  expression  deviendra 

T=  A  lang^  +  E(c,  ^) —  2  (i -|- c)  E(c',  ^')+2Csin^j 

* 

d'où  il  suit  qu'un  arc  d'hyperbole  peut  toujours  s'eiprimer  par  deux  arcs 
d'ellipse,  ce  qui  est  le  beau  théorème  dont  Landen  a  enrichi  la  Géomé- 
trie ^*\ 

!Nous  ayons  déjà  appelé  6(^)  la  différence  entre  l'arc  d'hyperbole  T 
et  sa  tangente  A  tang  <p ,  terminée  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  ; 
cette  différence  s'expi^me  donc  en  général  par  deux  arcs  d'ellipse ,  de 
sorte  qu'on  a  . 

G((p)  =  2(i  +  c)E(c',  ^')— E(c,  (p)  — 2csin^; 

et  en  particulier  lorsqu'on  &it  ^s^^,  on  a  pour  ^expression  de  la  diffé- 
rence entre  l'asymptote  et  la  courbe, 

Mais  puisque  ^  =  i^,  on  a  sin  (2^'— i^)s=csin^=sc,  ou  cos2^'=— c, 

I  ^^  CI 

ce  qui  donnesin*  ^'  ss-^ — .=:        ;;;  donc  l'arc  E(i/,  ^')  est  celui  qui  se 

mesure  par  la  moitié  de  E*  (c^) ,  et  on  a  E'(c^,  (p')  =iE'  (c')  4-i(  i  —  b'). 
Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  G",  il  viendra 

«  1 

CO  On  âédairait  aisément  ies  mêmes  formules  que  tout  ar(5  d'ellîpse  peut  s'exprimer 
par  (leux  arcs  d'hyperbele. 
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G' =  (  I  H-<?)E'Cc')  — E' (^); 

donc  la  tFanscendante  6'  est  égale  a  la  différence  des  deux  quarts  d'ellipse 
qui  ont  pour  demi-axes,  Tun  i  +c  et  i  —  c,  l'autre  i  et  V^(i  —  c'), 

65.  G)nsidérons  une  suite  infinie  de  fonctions  E(c,  ^),  E(c%  (p'),  E(c'\  9"),  etc. 
formées  d'après  la  même  loi  que  les  fonctions  de  première  eq>èce  F(^,  9), 
F(c^,  9')  9  ^(^'>  ^")y  ^^*^  ^^  ^^^^^  d'abord  les  deux  équations 

Lb-  F(c,  <p)  =  E(c,  ^)^(ï  +  c)E(c',  (p')  +  c  sin^, 

mais  on  a  de  plus  F(€/,  ç')  ss  ^-—F(c^  ^)  j  éliminant  donc  de  ces  trois 

équations  les  fonctions  de  première  espèce,  on  aura  entre  les  trois  fonctions 
consécutives  de  seconde  espèce  E(c  ,^),  E(c',  <p'),  E  (c",  (p"),  cette  équa- 
tion 

+  5  4'  (  I  —  5^  sin  ç>  —  2€^  sin  ^'. 

La  même  équation  peut  être  appliquée  &  trois  ellipses  consécutives, 
prises  non  secdemait  dans  la  duite  infinie  E  (  c ,  <p  ),  E  (  c^^^) ,  Ë  (  c'',  9'') , 
E(c'^,  ^^''),  etc.  y  mais  en  général  dans  la  suite  doublement  infinie 

E(c/',(p"),E(£/,(p'),  E(c,^),E(c»,(p*),ECc-,(p-), 

dont  les  extrêmes  sont,  d'une  part,  l'ellipse  qui  a  pour  excentricité  i  et 
qui  se  réduit  â  son  grand  axe  ;  d'autre  part ,  l'ellipse  qui  a  pour  excen- 
tricité o  et  qui  se  confond  avec  le  cercle  :  il  en  résulte  donc  que  par  la 
rectification  indéJSnie  de  deux  ellipses  de  cette  suite,  on  obtient  la  recti- 
fication indéfinie  de  toutes  les  autres. 

La  formule  générale  se  simplifie  lorsqu'il  s'agit  de  la  rectification  définie 
de  ces  ellipses.  En  fsffet  si.on  &it'  (f^ss  i  ^,  on  auifa  (p'=  tt  et  9  =  2^^ 
ce  qui  donnera  E(c",  f)  =  EV(^')\  E(^'^  (p')=3E^(ç'),  E  (c,(p  )=4E»(c); 
donc  on  aura  entre  lès  trois  quarts  d'ellipse  E'  (c),JE*(c'),  E'(c"),  cette 
équation 

o=?y(i+y)E'(c)  — (2  +  A')E*(c')H-(,  +  c')E«(0. 

On  aura  u.ne  équation  semblable  entre  trois  termes  consécutifs  quelconques 
pris  dans  la  série  générale  des  ellipses.  Ainsi  la  circonférence  d'une  ellipse 
proposée  pourra  toujours  se  déterminer  exactement  par  les  circonférences 
de  deux  ellipses  aussi  peu  différentes  de  la  ligne  droite  qu'on  voudra ,  en 
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prolongeant  les  séries  dans  un  sens,  ou  aussi  peu  ilîfférentes  du  cercle  qu'on 
voudra,  en  prolongeant  les  séries  dans  l'autre  sens. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  faudrait  faire  usage  des  équations  successives 

•    ■  »  • 

qu'on  pr^ongerabt  aussi  loin  qu'on  aurait  cm  devoir  |ffck)ng(^  la  tuite  des 
modules  #,  <f ,  <?"*%  cto. 

La  détermination  exacte  et  absolue  dçnt  on  vient  de  parler  peut  être 
regardée  comme  un  théorème  fort  remarquable  diuis  la  Âjéorie  des  trana» 
rendantes I  mab  si  on  a  seulement  pour  but  d'obtenir  des  approximations, 
on  y  parviendra  plus  facilemeiit  par  les  méthodes  que  nous  donnerons 
ci- après. 

66.  Nous  avons  trouvé  (  art.  44-  )  ^^  ^^  àsxx\,  fonctions  E'  (  c  ),  F'  (  c  ) , 
tant  pour  le  module  <?  =3  an  iS*,  que  *pour  son  complément  h  =5  sin  yS* , 
peuvent  se  déterminer  par  l'une  des  quatre  Sciions  supposée  connue. 
Donc   les  deux  séries  d'allipses  formées  l'une  d'après  le  module.... 

c:;;=«in  '^•ssa/f  2l^^V  Pautre  d'après  le  module  dsasin75^as  \J\    Y  )  » 

sont  telles,  que  connaissant  la  circonférence  d'une  seule  de  ces  ellipses ^  on 
pourra  trouver  la  circonférence  de  toutes  les  autres.  11  en  est  de  même  dea 
deux  suites  de  fonctions  de  première  espèce  F*  (  c  )  formées  d'après  les  mêmes 
modules^  et  un  seul  terme  connu  dans  ces  quatre  séries^  suffira  pour  foire 
connaître  tous  les  autres. 

Nous  avons  également  trouvé  (  art.  4^  )  que  lorsque  c  ;=  sin  45*^  V^  i, 
les  fonctions  F*  (c),  £*(^)  peuvent  se  déterminer  l'une  par  l'autre  ^  mais 
d'après  nos  formules  on  trouve  aisément 

(x4-*)E*(c*)t=E'(e)-H*F'(c), 

(i4-A^)E'(e**)t=E'(cy)4-*^F*(c*), 
etc. 

Donc  en  général  toutes  les  ellipses  qui  composent  la  série  formée  d'après 
le  module  c  s=b  sin  4^*  ^  ^^^  telles ,  que  la  circonférence  de  Pune  d'elles 
étant  coanue,  on  pourra  déterminer  celle  de  toutes  les  autres. 
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Remarque  générale. 

67.  Ayantétabli entre  les  amplitudes  ^'et  ^  ^équation  sin(2^^— ^)=:csui  9, 
et  entte  ks  modales  dttc  Féquatioa  €f  ^^s^^,  nous  «tons  titmré  l'é^fiia^ 

U(mFCc',«')  =  ^FCc,(p),d'ouasuit<iuelesdeuxfoiictk>iuF(c^ 

F  (  ^,  <p  ),  «ont  entre  elle»  dans  im  npport  eonstaot  En  fertn  des  mémeft 
rriatkms  le»  fonctions  de  seconde  espèce  Ë  (  c/^  ^^),  E ( Cy ^),  sont  liées 
entre  ette9  et  nvee  la  fcnetiqn  de  prenttdre  espèce  F  (  ^,  (p  ),  par  l'équation 

(i  +  <r)ECc%(p^)  =  ECc,(p)  — i*-FCc,(p)  +  csîn(p, 

d'où  l'on  conclut  immédiatement  ce  que  Landan  a  remarqué  le  premier , 
que  tout  arc  d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipses. 

Maïs  imeiDâûlé  d'antre» conséquencea résitent  damème pxincipe f  aar 
la  série  des  modules  croissans  c^c' ^c"^  etc.,  peut  être  continuée  à  l'infini , 
en  même  temps  que  celle  des  atnpfitudes  déctoîssantes  f ,  ^'^  (p^y  de. ,  de 
sorte  qu'on  peut  comparer  d'une  infinité  de  manières  les  fonctions  E  et  F 
qui  se  rapportent  à  différens-  termes  de  l'échelle  des  modules,  et  ces  compa- 
raisons sont  d'autant  plu»  nn^ipliée»^  que  l'échelle  de»  me^ea  <|tti  s'étend 
k  l'infini  dans  le  sens  des  modules  croissans ,  s'étend  aussi  à  l'infini  dans 
Je  sens  des  modHiles  décroîssans  c ,  ^ ,  (f^^  c^^^  elc*^.  ce  qui  peimei  d^appli- 
quer  les  deux  mêmes  équations  à  deux  termes  consécutifs  quetconquca  pris 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Les  mêmes  conséquences  auraient  pttêtm  tirées  de  Inéquation  tang  (9*—-^) 

s=s^ tanig  f!,  d'oJI,  en îaàs^ïA^zsx  ji^yon  dédiûi  MttnédklenMal  F  (  e^  (p  ), 
sir  î^t—  F  (c*,  f^  ), jainsî  qW^une  autre  éqMfiéti  entre  E  (c^,  (p»),  É  (  {>,  ^  ) 

elP(i^,fi>  .      '^■ 

Bia»  beatroDup  d'atrtrcs  substitutions  peuvent  conduire  à  de  sénîhkthles 
résaftats^  et  quand  on  considère  combien  Se  tran^ormations  smalytiqaes 
ont  été  employées  par  Maclaurin  et  d'Alembert,  dans  leurs  recherches  sur 
les  intégrales  qui  pea¥enl  être  expâmées  ptir  des  ascs  de  aections  coniques, 
on  a  lieu  de  s'étonner  que  la  transformTifîon  qui  met  en  évidence  les  pro«* 
priétés  nooib(etee^  da  l'échelks  des»  Bttddnles'y  leur  ait  eièttàreaejit  écliappé 
et  que  cette  découverte  ait  été  xéservéa  à  Landen  qui  d'ailleurs  u'en  a  tiré 
qu\in  médiocre   parti    et  qui  n'a   pas  même  vu  qu'elle  fournissait  une 
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méthode  très  simple  pour  calculer  par  approximation  les  «rcs  des  sectums 
coniques. 

On  s'étonnera  moins  que  la  même  découverte  ait  échappé  à  Euler,  si  on 
observe  que  la  belle  intégrale  due  à  ce  grand  Géomètre,  Ta  conduit  à 
comparer  entre  elles  les  diverses  valeurs  d'une  même  transcendante^  comite 
on  compare  les  arcs  d'une  même  courbe,  ce  qu'il  a  fait  avec  une  élégance 
et  une  généraUté  qui  ne  laissent  rien  à  désirer.  Mais  on  ne  voit  dans  aucun 
de  ses  Mémoires,  qu'il  ait  fait  varier  les  constantes  ou  les  paramètre^  de 
ses.  fonctions ,  et  qu'il  ait  ainsi  passé  d'une  courbe  à  une  autre ,  comme 
on  le  fait  dains  les  comparaisons  qui  dépendent  de  l'échelle  des  modules. 

68.  Nous  allons  faire  voir  par  deui  exemples  que  be^coup  d'autres  voies 
auraient  pu  conduire  aux  mêmes  résultats.  ^ 

Ck)nsidérons l'intégrale  Z ^fyf(i  +  ^t^^^^^ }  ^i on feit  d:=tang^ ^, 
c  =  sini9,  on  aura  la  taransfermée  Zga  ^^^^^  J^^^^,^  =  iF(c,  ^). 
Pour  obtenir  une  autre  expression  de  la  même  intégrale ,  Ait  x  =:  —^ 
et  i'  =i^,  on  aura  d'abord  Z  =  —7—  /  .y/  .  v  ^T  ,y/ jl^  ;  .\*  Soit 
ensuite j^  œ:  -j^  cot 4>  c'  =  y^(  1  —  A'*)  =  ^^j  o^  ^^^ 

Z  =  — ï— /tt; ^-ï-TTx  = -4- F ( c',  •4/)+const.  l^lant  ces  deux 

valeur  de  Z,  on  a 

F(c,  <P)  =  7:^  ^{c'y  4)  +  const. 

On  peut  donc  passer  directement  de  la  fonction  F(c,  ^)  à  la  fonction 
F(c',  4)  qui  a  un  autre  module,  en  faisant  tang  \^  =  Kt!!!!?j7! 


|/ytâng4+i' 

ou  ^V ,  tang4  =  tang  (  45*  '\*\<p)y  équation  très  simple  entre  les  ampli- 
tudes 9  et  4*  li  &udra  ensuite  déterminer  la  constante;  pour  cela  fri- 
sant 9^0,  on  aura  cot4=  V^9  P^^  conséquent  F(c',  4)=^?^'^%  ^t 
l'équation  sera 

F(c,  ç»)=^[F(<r',4)-.iF'c']. 

11  est  facile,  comme  on  sait,  de  réduire  les  deux  termes  F  (c',  4)  ~  7  F'^'  ^ 
un  seul  F(c',  ^')  j  on  aura  ainsi  la  formule  bonnue  F(c,  ^)  =  ^^^^(c',  ^'). 
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Nous  prendrons  pour  second  exemple  Féq^atiaii  smp  cr     j['.  .  °^ 

dont  nous  nous  servirons  pour  transformer  Viniégnler^»  _^  i  .  >  ss 

F(c,  ^);  il  en  ifaJte  d^  =  ^^1^^,^^'^)  '  î  + 1 S!l'^  «'  "  °"  *""' 
cs^,  ou  *=sc»,  on  aura    •  (  i  —  C  sin* <p)  =  '  ^  ^ ^,^î  donc. . 

t.(,~?,i,V)  =  iAr^^T)>^*  en  intégrant  F(:c,ç)=(,H.c-)F(c-,4), 
ians  addition  de  constante ,  parce  que  ^  et  ^^  sont  nuls  en  nhéme  temps. 
S  on  feit  ensuite  F(c*,  >|/) =7 F(c»,  ^),  on  aora  F(C)  (p) sa^i^ F(c*,  ç»), 

ce  qoi  est  le  principe  général  de  tnàislbnnçtion  donné  par  l'échelle  des 
modules.  lyailleurs  la  ;P|M(îon  directe  eptre  le»  aiBJDKtudes.^  et  ^^  se  déduira 

des  deux  équations  sin  (p  ==  ÇJt^^^,  tangi  ^ 

d^où  résulte,  en  éliminant  4 ,  sin  ( 2^  — «  7^)'=^  ^  sin  ^*.' 

Sa  Isffbinant  ces  observations  nous  àff^esop»  ^comgie  un  &it  digne  de 
reittarque,  qu'Ealer  n'ait  rien  écrit  à  l'occasion  du  Mémoire  de  Landen, 
imprimé  dans  les  Transactions  philosophiques  de  1775,  d'où  il  fiiut  con- 
clure que  ce  Mémoire  n'est  pas  parvenu  à  sa  connaissance  j  car  dans  l'hj- 
pothèse  contraire  y  cet  illustre  Géomètre  aurait  sans  doute,  suivant  son 
usage,  publié*  ses  propres  réflexions  sur  une  découverte- analytique  qui 
devait  particulièrement  l'intéresser. 

•     *'  «  » 


CHAPITRE  XIX. 

Méthode  étapprgxîmatioj\  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

df  là  première  ésphce^ ... 


.)  ;  M 


'j 


69.  JCiTiiiT  proposée  h  fonction -F  (c,  ^)  dont  on  veut  avoir  une  valeur 
approchée,  on  calculera  t  les^  rôodaljg  fl^croissfuis  c',^'';^  c*^^  etc.  et  les 
amplitudes  croissantes  ^^,  ^P^'^j  9^^y  etc.  \i^t  lés  foiteules  de  l'art.  63;  on 
amrtt  ainsi  suciBessivement  :  '  r    ; 

T.  I.  la 
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a 


.000 


•>  ^»^ 


F  (e?^,  «•"*")• 


■     .a  >•         •     > 

Mais  lorsque  c  est  devenu  très  petit,  on  a  A;f=  i  et  /  —  =(p.  Srftuonc 

^  la  limite  clés  angles  îf^^  ^  4)^,  |  ^^,  etc.  ^  Kmîte  <{ii'i(^  atlab<lao9tt9Qrt 
jeqn  seattMbiMne  aa  bout  d'im  cartpiu  ]io9il)t6  dft  tenwsi^  <b  Ott  aiieii 

1»  fic)iK;tJMi4  <^â3andée . 

.  ■    '  .     •     y^       .î  .*  *    » 

Lus^  f  â»<^-4r.  h.  liivtct  ^  sera  peicalkwQnti  %w,y  d»  toalft  91'M  «nksk 

« 

Le  preAiit  constant  (r  +  «^f r  +  c«> f i  -f-  c^J^,  etc.  qw  tous  repré- 
senterons par  K,  p^^  anssr  s^sprimer  <fe  ceCte  ^laniâ^e'^ 

ou 

et  cette  forme  est  la  plus  aisée  à  calculer  par  logarithmes.  K  étant  connu, 
on  aura  F(c,  (p)  =  R*,  ^  M'c^l^^^ 

Pour  faciliter  le  calcul  des  modules  décroissans,  on  déterminera  un  angle 
auxiliaire:  fi  ^ar*  l'é<])49tip|i.  sin^  fi^asf  c^^  ce  qpi  donnera  &.=  ços  f^  et 
c'stang*  J/A.  Faisant  de  même  c*^5=  tang*  ^  ft  ==  sin^"^,  ce  quî  détermi- 
nera un  nouvel  angle  ft^,  on  aura  d^  =  tssig*  ^  jU%  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  c  fort  petit,  on  poiu'ra,  pour  éviter  les  angles 

trq^I^tjit»,^  <»kûlQ]clfite;:i9fi.9uijrant<'^pdi:la^  .      .   ' 

dont  le  premier  ou  tout  au  plus  les  deux  |ii  i  iiiîri  lilimifi  awlimir   Catt^. 


K=^(: 


fimmdtt'M  (m  de  Vuiinindlon- 


c» 


i  +  fc        '      c*.     •  ..  c» 


QuaDl  au  calcul  des  aâgle^  ff*,  ^,  et%.,  notis 'n'avons  rien  à  ajouter  à 
la  simplicité  de  la  formule  tatig(^^-^^^) si  tàng(p,  qui  est  très  propre 
au  calcul  trigonométrique.  ïïous  mp^pelleroiis  seulement,  ce  qui  résulte  de 
Fart.  63  y  que  l'angle  ^'^  —  9  est  ptesquê  ^1  à  9  lorsque  c  est  très  petit , 
et  iqu'M  ^dûëfàl  sêl  diflërmce  avec  f  «st  ttoittdra  ^  l'angle  qm  à  pou 
fiintts  c^  U  iai^.donc  prendre  pour  l'angle  ^-^ç>)  non  pas  toujours  le 
plus  petit  angle  que  donnent  les  tables  des  sinus  ^  mais  celui  qui  approche 
beaucoup  ^e  f  ,iet  qm  peut  être  de  plusieurs  tÂrMufirences.  * 


t  •  •  • 
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70.  On  demande  la  valeur  de  Ihfonttioa  F(«)^)y  tofscpiecn^  l/{a4?t 

Toiçi  d'abord  un  tableau  qui  offre  le  calcul  des  modules  el/de  leurs  ce 
plémens  :  ' 

e     sar  ^în    76^0'  o^oo 9»984g458, 

b     =s  ODS    75*  û.  0,00 Q.HitÈ^çlSiy 

•  i*    es:  CM   Ô6.  4.16,47 9.0075648, 

--{rtî:^^} 9-"^^' 

b^"*  =  cos     6*  5.  9,S8.. •...«•••  •  9-9975452, 

^c^ftang-  ^.  ^.,34,60);         ;^^^^5„6^ 

tsui'    ©.9.42,903  '  ^         '       ' 

<  i 

*•••=  COS      b.  9.43,90.... 9-9999983, 

•     c^-^=;  ^(c«o«)r+çtc '. 4.300^761, 


b"^ 


0.0000000' 


Ces  loganthines  donneront  aisément  la  valeur  dé  R,  pour  laquelle  il  suf^ 
.    fin  d'employer  quatre  facteurs.   On  aura  ainâ  \o^Ktsxù^^i6oS6ù  et 
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K=s  1.7633037.  De  là  résulte  d'abord  F' ^~K3sa.768o63i;on  trouvera 

ensuite  par  le  calcul,  des  au^litudes ,    -   _ 

(p     ==  -470  3'3o''9^,.      :   "    ' 
^*    =   6a*36..  3,10, 

:      <?••  =wa^55 •47167»       :  . 
(?•••  ==  340.  0.  0,19,     . 

.(?••••=  480,  o.  0,00..: 
Les  autres  valeurs  de  ^  augmeuteraient  en  raison  double  j  d^où  il  suit  que 

la  limite  des  angles  ^>~^  ^,  etc..  est  So"*  ou  ^;  donc  on  a  F(Cy'  ^)  = 
Kg  =: 0*9226877 9  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvée  vt,  :i8. 

Remarquons  que  puisque  la  limite  <b  =  3o*  =|  •  ^^  on  a  Fas^F'  ;  et 

en  effet  cette  égalité  a  lieu  rigoureusement  cTaprès  la  valeur  que  nous 
avons  prise  pbur  tang  ^.  Voyez  Tarticle  24* 

71.  Étant  donnée  la  valeur  de  Famplitudé  ^,  on  voit  qu'il  est  fiicile  de 
trouver  la  fonction. F  avec  toute  l'exactitude  nécessaire;  réciproquement 
il  peut  être  utile  de  déterminer  Talnplitude  en  supposant  connue  la  valeur 
de  la  fonction  F.  Pour  cet  effet,  il  faudra  calculer  les  termes  de  la  série 
€^y  à^^  etc.  jusqu'à  un  terme  assez  petit  pour  être  n^ligé.  Soit,  par  exemple, 
ce  terme  c^*^?,  ou  {xour  abiréger  xî°*j  puisqu'on'  a  ^*œ=2|i®^^— ^siA2Ç^*H-ctc., 
on  aura  d'une  manière  suffisamment  exacte  f^=:29^,  et  à  plus  forte 
raison  ^'=2^^',  etc.  Donc  la  limite  des  angles  9,  ^(p^j  7  9^9  ^^<^'  ^^ 
TgÇ^  :  cette  limite  a  été  désignée  par  4ft,  ainsi  on  aura  ^:=  16^. 


F 
leurs  la  valeur  de  F  étant  donnée,  on  connaît  4>  par  l'équation  ^s=:|^; 

donc  on  connaîtra  aussi  (p^  =  i64ft.  Gela  posé,  on  Calculera  successivement 
les  valeurs  de  ^®%  ^%^S^>  21Û  moyen  des.  équations 

sip(2q>'''— ?*'*)î=.^'*fsin^**,         ^ 
sin  (2(p«*—  ^^5)  =  c^*  sin  ^*^^ , 
sin- (2^^  —  tp^)  =  c«*  sin  ^^%  -      • 

sin  (29   — (p*  )  =  c"  sin  ç®, 

et  on  aura  l'amplitude  cherchée  (p.  # 

Cette  méthode  s'applique  particulièrement  à  la  résolution  de  l'équation 
F(4)  =  nF((p),  quel  que  ^iC  n.  Étant  donné  (p^  on  dônnaitra  F(f)  et 
nT((p)y  ou  F  (4^);  ensuite  de  F(4)>  on  déduira  l'amplitude  4>  comme 
on  vient  de  l'expliquer.  Ce  moyen  n'exigera  jamais  qu'un  petit  nombre 
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d'opérations;  au  lieu  qae  û  n  était  un  peu  grand  0u  seulement  fraction- 
naire ,  les  méthode3  algâiriques  que  nous  avons  données  pour  déterminer 
f^  diiprés  réquation  F  (ip»)  =  nF  (9)  deviendraient  très  longues  ou  même 
impraticables. 

7a.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  en  général  très  expédi- 
tive;  elle  exigera  seulement  qu'on  calcule  quelques  termes  de  plus,  tant 
dans  la  suite  des  modales  que  dans  celle  des  amplitudes,  lorsque  c  sera 
extrêmement  près  de  l'unité;  mais  on  peut  s'assurer  que  ce  nombre  de 
termes  ne  sera  jamais  bien  considérable;  car  dans  l'hypothèse  où  on  devrait 
continuer  la  suite  e^  €py  <f^^  etc.  jusqu'au  dixième  terme,  pour  que  ce 
terme  îbl  d'une  unité  dédmale  du  dixième  ordre^  il  faudrait  que  ia  valeur 
primiUve  de  b  fût  plus  petite  que  i  o""*' ,  et  par  conséquent  que  celle  de  1  —  c 
fût  plus  petite  que  lo*"^. 

L'universalité  de  la  méthode  est  suffisamment  établie  par  cette  observa- 
tion ;  cependant  lorsque  i  —  c  est  eitrêmement  petit,  on  peut  profiter  de 
cette  circonstance  pour  simpMer  les  calculs,  et  (Mrocéder  d'une  autre 
manière  aux  approximations* 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  quantité  b  est  très  petite,  et  comme 

on  a  F  =='/|/(ca^y1^»riii>»)  '  ^  l'ampUtude  9  est  telle  que  tang  9  soit 

beaucoup  plus  petite  que  %j  ^^  ^^^  d'une  manière  sufiisanunent  appro- 
chée     .     , 

Si  tang  (p  esjt  comparable  à  ?>  il  &udra  transformer  la  formule  pro- 
posée F  (  <;,  9  )  en  une  autre  où  b  soit  beaucoup  plus  petit,  afin  que  dans 
la  transformée  b  tang  ^  devienne  une  quantité  négligeable.  C'est  ce  qu'il  est 
&cile  d'obtenir  en  calculant  jusqu'au  terme  convenable  les  modules  crois- 
sans  €ty  é\  etc.  et  les  amplitudes  décroissantes  (p^^  f*,  etc.,  par  les  formules 
de  l'art.  63. 

Soit  pour  cet  effet  i  ==  sin  A,  on  aura  V  s=  tang^  \  X;  soit  de  nou* 

veau  V  =  tang*  \  X  ss.sin  A',  on  aura  V^  ss  tang*  \  A%  et  ainsi  de 

suite  jusqu'à  un  terme  b^  qui  ait  le  degré  de  petitesse  exigé  ;  on  calcu* 

lera  ensuite  les  amplitudes' ^j  '^^\^\  9''^,  etc.,  jusqu'à  un  terme  ^^  qui 

corresponde  à  k  dernière  valeur  jde  A;  et  ce  terme  étant  nommé  4>',  si 

l'onfiiit 

«./__     %  2  a       ^  f/c'c'c*.^.  etc.\ 
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Cictte  Tfticiir  jsera  exacte  si  on  prolongé  a  ruifiiii  leS'  fitftrars  dont  eriteom*^ 
posé  K',  et  la  suite  dont  4^  est  le  dernier  terme  ;  mais  au  boat  ^tm  atsec 
pclit  cond^e^e  termes,  on'c^tiéodra  en  génénl  tou^ lé  degré dTappronma- 
tîon  €pf<s(gi  petit  -désirer.  On  aterait  en  ^méme  temps  pour  la  fenclaon  com^ 
plète  P  (e^)y  «dit  ta  vafeur  donnée  par  la  fomitde  jnréeédente  en  ealcnlant 
i'an^e-^'  par  le  oioyen  de  ^  bs  90*^  soit  j^lAs  simplement  énèore  la  valent- 

r*(c)  =  R',—  log  •^.Eneffet4eTéquatio^Pc'^(^I4-c)F*^,on  tire 

Donc  F*c  =:  -^  .  —777  •  ~7T  •  F*^'''  î  continuanl  celte  «iiite  de  produits 
jusqu'au  fi*'^  terme  et  ol>seryant  que  lorsque  c^  est  assez  près  d^  Funité  pour 
qw  la  diffèreooe  i  •-*<  aoi(  a^ligeable,  m  .4  Ffc'*»  }og  .  ^  («t  48),  Ja 

valeur  de  F'c  devient  F'c  =,K' ..— log . -=-, 


/* 
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73.  Soit  comme  ci*dessns  e  =  sin  75*,  tang  f  c=  l/f  "j/â  Jî  ^^  ^^  ^®'  P®^ 

fiiYorable  à  l'application  de  la  méthode  précëdoatfi  9  parce  que  b  n'est  pas 
une  quantité  très  petite.^  '  •     - 

On  cfilculera  d'abord  les  mpdul^  croîssans  c'^  d'y  é^  ^  etc,,  et  leurs  cwi- 
plémens  V ,  V  ^  V"^  etc.  j  comme  il  suit  : 

Valeurs  Ses  h^tc  ^      L0U19  fogarifhmfê* 

6  ;;st  an    ^5l^  o'  q"ço #«•»»  9*4J399^* 

4  .mn  ooA   \5'  0,  o,Qo 0«o849i38> 

"  ={r' o-ti^J;::} -••.«•»38858., 

4f  .......,..-.:... Q.ggoal^* 

^•  =  (iy')*.. 1. 1493838, 

c'^.^. •  •  ; •  «••...  «^  •••,.«;••,./.. .  o«$ooQQô0., 
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Camite  te-cakul  des.  acnHitadca  ^,  ^\  ete.  àaumt  la»  nitiiltiiM. wé^mi  : 

^'==46.1.45,475, 

f*  =  46. 1.39.41, 
«:»=;.46.i.a9;/fK 

La  valfiw  do.  Êiclieac  EL^  a«  cakiifc  dan»  cet  exemple  à  y  —  y  aîusi  ûq, 

F  (ç)  =  K'  log  tang  6ÔV44V51 

Çt  k|^  tafigente  pris  dans  les  Tables^  et  multiplié,  ensuijte  par  le  modtde 
pour  cil  fiiîre  un  lomnthme  hjperLolique.j^  donnera 

ksFc&9^g66o&47^ 

ou  F  ssï  tr*  Qi  'iCS^j  coiiuve  oit  Fa  dépr  trouve  arf.  ^^j; 

Si  dans  le  même  exempter  on  vaut'  avoir  ht  v^lsnt  d^  kr  fôBtlioii'  corn-*' 
pKte,  if  &adnr  &£re  f  =^96%  et  calteufef  su^egwi vtimeifC  fes^  valeurs  de  9", 
^  9  de*  y  cc^  (pu  donnera 

i"  =  8a.ad.a,a4:, 
Dsuo.  la.limile  <b' =:  8x*'aS'a"^„  et  ainsi  la  fonctaon.  camplète 

ou  logF^  s=  0*44^^7^'  V  ^^  ^^  s'accorde .  avec*  la  vaîeuc  trouvée  n^  70; 
mais  cette  valeur  se  trouve  beaucoup  plus  facilement,  par  la  formtde 

Ifaus  remarqneroBs^què  dans  cetf  memple  îT  a  ^  néeessmre  àe  recwrrir 
à  un  moyen  particulier  pour  Aébêrmmer  atee*  h'  pa^eiaien  MRvenaB)^, 
VBSUqikmim  ^  «pL  a»  r^f^^àt^^  sentifakatteni  «rec  la  Ikaita  <til.  L'iqua^n 
sâi)(^''*^)|ft:^a'  éax^y.  Ié  ]^ué  dSiaaté^  pSoa  d^rmi&ar.  ^\  n?est  pas 
pnipra:»a  ckmMr  kia»  «aacteMBift  kik  fîoictîoiMidB  .scitqBik- caateouea  dans 
^V  pttc'^B  ^wr  tm  frw>limMi  iafluanb  Inès*  peo^  «us  1q  aîaus*  d'un  angle  da. 
SflP^^.  ttt>pe  npp«dU  db  Ean^  droill  DanA(€ifi>  cas,  ei  daM  touslctorsem^. 
blaUaii  q^  ^ewnnt^s*  a«wantMi>.mi;détfiinnwfira}  fi''  heaticoftp  plus,  exac- 
temenfau  moyen  de  l'équation  tang.(9f-— ^4).'^]^^te4''tan09^^eii  ^ — ^''ssn 
IW^'tenp^^  K  étant  l^makiedasaiiaBdes  a>ni»wasidaBal6.cayQB  :  paiir 
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cela  y  il  faudra  meltre  dans  le  second  membre  9'  an  lieu  de  (ff^y  ce  qm 
donnera  une  première  valeur  approchée  de  9'  — •  (p'\  et  par  conséquent  une 
de  (f/'.  Substituant  de  nouveau  cette  valeur  à  la  place  de  ^*'  dans  le  second 
membre,  on  aura  une  seconde  valeur  de  ^-~^''  qui  devra  être  approchée 
au  moins  jusqu'aux  centièmes  de  seconde.     . 

Dans  Fexemple  dont  il  s'agit,  on  fera  donc  d'abord  f  — f ''=:R&'' tang82^3o', 
ce  qui  donnera  <p'— (?''=  i'57",68  et  <p"s=  82^28V',33.  Substituant  de 
nouveau  cette  valeur  au  lieu  de  f '',  on  aura  plus  exactement  (p[  -—  ç''  =» 
R*"tang8aOa8V',32,=  i'57",i67,  d'où  ^",=  8a«a8V,833. 

74*  On  voit  maintenant  qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  déterminer  la 
valeur  approchée  d'une  fonction  de  première  espèce  F  (<?,  ^)  dont  le  module 
et  l'amplitude  sont  connus.  Si  c  est  plus  petit  que  \/i  ou  sin  J^S^y  il  con- 
viendra de  se  servir  de  la  méthode  du  n^  63 ,  suivant  laquelle  calculant  les 
modules  décroissans  c®,  c^%  c^^y  etc.  et  les  amplitudes  croissantes  (p?,  ç^  y 
Ç^^y  etc.,  on  obtient  la  formule  F  (c,  ^)  =  K*. 

Si  le  module  c  est  plus  grand  que  sin  4^%  il  convioidra  de  se  servir  de 
la  méthode  du  n^  62,  qui  consiste  h  calculer  les  modules  croissaus  //^  c/', 
c'"y  etc. ,  et  les  amplitudes  décroissantes  ^',  ^'y  ^"'y  etc. ,  d'où  l'on  conclut 

F(£?,(p)  =  R'logtang(45o4-i*;).  \ 

Ces  deux  méthodes  s'étendent  à  volonté  l'une  et  l'autre  au-delà  de  la 

limite  que  nous  avons  fixée.  Mais  pour  diminuer  autant  qu'il  est  possible 

le  nombre  des  transformées,  il  est  bon  de  s'en  tenir  à  cette  limite,  et  de 

cette  manière  on  n'aura  jamais  besoin  de  calculer  plus  de  trois  termes  tant 

de  la  série  des  modules  que  de  celle  des  amplitudes,  pour  obtenir  un 

résultat  approché  jusqu'au  septième  rang  de  décimales. 

Il  est  fort  remarquable  que  la  fonction  F  puisse  toujours  s'exprimer  à 

volonté  par  un  arc  de  cercle  ou  par  un  logarithme  ;  mais  on  voit  qu'elle 

se  rapproche  davantage  des  arcs  de  cercle  si  on  a  c*  ^  î ,  et  qu'elle  a  plus 

d'aifinité  avec  les  logarithmes  si  on  a  c*  >  j» 

75.  !Nous  avons  &it  voir  ^ns  l^art.  71  comment  on.  détermine  l'ampli- 
tude f  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  la  fonction  F(c,  f  ).  La  méthode 
exposée  dans  cet  article ,  a  toute  la  perfection  qu'on  peut  désirer  lorsque 
c*  est  <C  i  9  et  elle  peut  s'appliquer  avec  succès  lorsque  c*  s'approche  beau- 
coup plus  de  l'unité.  Cependant  si  l'on,  veut  que  le  nombre  des  trails^ 
formées  soit  le  plus  petit  possible ,  il  &udra ,  lorsque  c*  sera  >*  «^9  appli- 
quer la  méthode  des  modules  croissans. 

Pour  cela  on  commencera  par  calculer  la  suite  c'y  d'y  c'"y  etc.  jusqu'à  im 
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terme  qui  ne  diilere  pas  sensiblement  dé  l'unité.  Cette  limite  est  d^^  ou 
même  </',  lorsqu'on  ne  veut  pas  pousser  l'exactitude  au-delà  de  six  à  sept 

décimales.  Delà  on  tirera  K^=i/r^^  ^    J?  ^  étant  connu,  on  connaîtra 

log  tang  (45*  -(-  ^  O')  =  — .  De  ce  logarithme  hyperbolique  ou  du  Ic^arilhme 

vul^ire  qui  lui  correspond ,  on  tirera  la  valeur  de  l'angle  *',  limite  des  an- 
gles $',  ^",  ^%  etc.  Si  on  s'est  arrêté  à  c'"  en  négligeant  la  différence  i  —  c% 
alors  ^^  pourra  être  pris  pour  la  limite  *'.  Connaissant  ?'" ,  on  remontera 
successivement  aux  valeurs  de  ^^\  <p\  <p  par  les  équations 

tang  ((p"  —  O  =  *'"  ta°g  ^^ 
tang  ((p' —  (p")  =  i"  tang(p", 

tang  (jp  —  ^'  )  =  J'  tang  ^'  j 

on  connaitra  donc  l'amplitude  cherchée  f . 

On  peut  par  ces  méthodes  déterminer  la  fonction  F  en  connaissant  son 
amplitude,  ou  réciproquement  déterminer  l'amplitude  en  connaissant  la 
fonction  ;  de  manière  qu'il  suffira  de  calculer  quatre  à  cinq  termes  au  plus 
de  la  série  des  modules ,  et  un  pareil  nombre  de  termes  de  la  série  des  am- 
plitudes,  pour  avoir  dix  décimales  exactes,  si  les  Tables  dont  on  fait  usage 
sont  à  dix  décimales.  Si  elles  en  avaient  vingt,  il  suffirait  de  calculer  un  terme 
de  plus  dans  les  séries  mentionnées  pour  avoir  des  résultats  exacts  jusqu'à 
la  vingtième  décimale,  et  ainsi  de  suite. 
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Considérations  générale^  sur  t échelle  des  modules  et  sur  les 
propriétés  des  fonctions  F  rapportées  à  différens  termes  de 
cette  échelle. 

t 

76.  i^ONSiDÉRONS  d'abord  la  suite  générale  ou  l'échelle  des  modules  et 
celle  de  leurs  complémens,  lesquelles  se  correspondent  terme  à  terme  de  la 
manière  suivante  :         .    . 

T.  L  i3 
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o  ....  i'^*",i^&,*%**%A^o^  ....   I.J  ^^^ 

Dans  la  première  on  distingue  deux  parties ,  Tune  à  compter  de  c  vers 
la  droite ,  se  compose  des  modules  décroissans  c,  c*' ,  c^ ,  c^  •  •  •  m  ^^^* 
la  limite  est  zéro  ;  l'autre ,  à  compter  de  c  vers  la  gauche ,  offîre  la  série  des 
modules  croissans  Cy  (/^  c^^  c"^  . . , .  dont  la  Unité  est  Punité.  Ces  deux 
parties  ne  forment  qu'une  suite  ou  éch^e  des  modules  y  Kés  entre  eux  par 
une  seule  et  même  loi ,  qui  consiste  en  ce  que  si  .r  et  j*  sont  deux  termes 


consécutifs,  on  a  constamment  x  ^^    !L    9  ^^  réciproquement 

jr  =  '''T  /y  ^     y  Oï^  P^ut  donc ,  eu  partant  d'un  terme  quelconque  de 

la  série ,  former  successivement  tous  le&  autres  termes ,  tant  dans  le  sens 
où  la  série  est  croissante,  que  dans  le  sens  contraire,  la  limite  étant  zéro 
dans  le  premier  cas  et  i  dans  le  second. 

La  seconde  série,  qui  répond  terme  à  terme  à  la  première,  est  composée 

des  modules  complémentaires,  en  sorte  que  si  c^  et  i'*  sont  deux  termes 

correspondans  dans  les  deux  suites,  on  aura  toujours  (<?'*)' +(^)' =5;  i.  Au 
reste ,  la  série  in£érieure  est  formée  suivant  la  même  loi  que  la  série  supé- 
rieure, avec  cette  seul^  dÂfférence  qu'elle  est  croiss^amte  daus  le  send-où  l'au- 
tre est  décroissante  et  réciproquement.  Nous  avons  adopté  le  sôgoe  ^  pour 
indiquer  la  diminution  des  c ,  et  le  signe  '  pour  indiquer  Içnr  augmenta- 
tion; ainsi  on  a  c°  <  c,  c®*'  <  c**,  c'  >  c,  c"  >  c',  etc.  ;  ces  signes  au- 
ront un  effet  contraire  sur  les  complémens;  ainsi  on  a  6^  ^  £ ,  b^'^  b^  y 
i'  -<  ^,  S^  <C,  V\  etc.;  et,  d'après  cette  observation,  toutes  les  fois  qu^l  y 
aura  lieu  d'échanger  entre  elles  les  lettres  c  et  6 ,  on  devra  en  même  temps 
changer  les  signes  ^  en  ^,  et  réciproquement. 

Lorsqu'on  aura  à  désigner  le  terme  pi^*  de  la  suite  décroissante  c° ,  c^^ , 

d^^  y  etc. ,  il  conviendra  de  le  représenter  par  c®^,  et  semblablement  c"*  dé- 
signera le  ^*^*  lermfe  de  la  suite  croissante  c',  i}\  tf^y  etc.  Si  l'on  ne  craîtit 
paa  de  «oi^oiidire  une  suite  âvee  l^intre ,  o!ft  pourra  désigner  «ÎKiplmitnt 

le  terme  dont  il  s'agit  par  d^ ,  jU  étant  un  indice  et  non  pas  ur  exposMit. 

77.  Lorsque  6  =  c  =  sin  45^ ,  les  deux  suites  (A)  sont  les  mêmes  dans  un 
ordre  inverse ,  la  place  des  termes  égaux  b  çX  c  servant  à  toutes  deux  de 

centre  fixe.  Dans  ce  cas ,  ou  aura  en  général  c^^  =  V^  et  d^  =  V"^. 

Il  y  a  un  autre  cas  où  la  seconde  des  séries  (A)  n'est  qidhe  la  preoâère 
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wnvéwéc  j  (/est  celui  oh  Pon  a  c^ssb'^  et  par  suite,  ùts:  -~^,  e^±s:\/k*^  t 

=  tang  Ky  et  b^  z^2Ci  Alors  le§  detix  suites  se  corre^piondoBt  coniiç  on  le 
voit  ici  : 

I  ••••         C        »    C     y    C    »    Cm    Cr        •    Kf  A    C/  •    •    b    «        Or 

et  on  a  eh  gébëral 

Si  on  voulait  égaler  <?  à  un  autre  terme  pris  dans  la  seconde  des  suites 
(A),  on  retomberait  toujours  stit  Ftm  ou  Vautre  des  deux  cas  précédens. 
Par  exemple,  si  Pon  fait  c  =  b'' ,  il  s'ensuivra  c^  =zl/s:s  v^|,  ce  qui  est  le 
pfemier  cas;. si  Ton  fait  d=:^,  îl  s*énsuivra  c'aei^tr:  i/i—  r^  ce  cjtd 
revient  au  second  cas ,  et  ainsi  des  autres  suppositions. 

^.  II  résulté  de  la  loi  de  inos  deux  suites,  que  Ax^jr  dont  elecui  termes 
consécutife  de  la  première  suite,  p  et  q  les  deux  termes  correspondans  de 
la  seconde,  on  aura  généralement  qx=:^^(f)jr)y  ce  qui  donne,  dàiu  un 

sens  et  dany  rauj^re^  ces  detix  séries  d'éqtlàtÎQais  : 

.  ... 

cb'  =  3 ï/(c»i),  c»i*  =±  3 l/(c"4*),  c****  =  2  y^(à*^b'*) ,  etc.  1    .„. 
eT*  ^»v'(^*') ,  c''*'  =  »$/(«'*") ,     <r'»y'  n  a  |/(«»4«») ,  etc.     >   ^  •' 

Si  on  multiplie  entre  elles  les  f*  premières  équations  de  la  première  lîgDe ,  on 
attfâ  le  produit 

d'où  l'on  tire ,  en  supposant  i  —  b"''  négligeable , 

( 1 )C -^iH ^J  =  T'     ,       (^î 

I  , 

on  aura  semblablement ,  en  supposant  i  —  c^  négligeable  ^ 

(^•7^)r'-;:."">f-  ^     (C) 

Multipliant  ce»  deux  éijnaUâons ,  it  vîencba 

/c'»  -  ' . . .  c*cVccV-co~.. . .  cr-  '  V*"""^  '  •  -  •  *-*!? J'4" , . .  6"  ~  '  \       .-4-  -«.V 

Cène  fSmnule suppose  négHgé&ble»  I  «^^'^  el  i  •^i^^**  tâflsl  lés  deux  pro^ 
duits  compris  entre  parenthèses ,    sont    prolongés    vers  la  gimehe  )tis- 

1 3 . .' 
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qu'aux  facteurs  qui  peuvent  être  omis ,  comme  étant  égaux  à  l'unité  sans 
erreur  sensible. 

79.  La  fonction  complète  F'c  peut  s'exprimer  de  deux  manières ,  l'une  au 
moyen  des  modules  décroissans  c^  c^,  c^°,  etc.;  l'autre,  au  moyen  des  mo- 
dules croissans  c ,  c',  c",  etc. 

La  première  expression  est  F'c  =  -K,  oùK;=(î-f-c®)(i-f-c****)(i+c**^),etc.; 

on  peut  aussi  mettre  K  sous  la  forme  K  =s=  — —  .    v^  ■  •     ^^    ,  ou  plus 
simplement  encore ,  sous  la  forme 


K  =  t/Çj  .  b^b'^^b^^,  etc. ), 

où  l'on  se  souviendra  que  la  suite  *,  A°,  b^y  b^^^  converge  rapidement 
vers  une  limite  égale  à  l'unité. 

La  seconde  expression,  d'après  la  formule  de  l'art.  72,  est  Fcss  — 
log.^,  où  l'on  a 

on  suppose  dans  cette  formule ,  V^  assez  petit  pour  que  i^^cf^  sbit  né- 
gligeable. 

Égalant  entre  elles  les  deux  valeurs,  deV'o,  on  en  tirera  cette  formule 
générale 

HVK '. — V^ -)  =  *^6-J^>    .  ^^) 

où  l'on  voit  que  le  produit  sous  le  radical  doit  être  pi;plongé  à  gauche  jus- 
qu'à un  terme  b^^  qui  ne  difiere  pas  sensiblement  de  l'unité,  et  à  droite 

jusqu'au  terme  i"""',  as^ez  petit  pour  que  le  suivant  i"  ou  au  moins  son 
quarré ,  soit  de  l'ordre  des  quantités  n^ligeables. 
Si  on  change  b  en  c^  qvl  aura  semblablement 

«  ■ 

w       //c"  . . . .  c'c'c'cd'c''^  . . . .  c"*»  -  '  \         ,  4  _,. 

7  V/V -^ :^ )  =  ^°8-  T'^'       (^)        - 


•       «1 


formule  qm  suppose  i  —  c'^  négligeable  ainsi  que  i  —  5®*^. 

Si  on  multiplie  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre ,  et  qu'on  réduise  le 
premier  membre  par  la  formule  de  l'art.. précédent ^  on  aura  ce  résultait  très 
remarquable, 
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'      j.3A.-*-'  =  logl.log-|.  (G) 

ê 

équation  qui  suppose  négligeable  le  quarré  de  V^  et  celui  de  c^^. 

Lorsque  &  =  <?,  on  a  généralement  b'^  =c^^.  Ainsi,  en  supposant  le 

quarré  de  c^^  négligeable ,  celui  de  V^  le  sera  aussi ,  de  sorte  qu'on  peut , 
&ire  y=/x,  et  l'équation  précédente  devient 

î.a-  =  log.-i.  (H) 

Ces  équations  ne  sont  qu'approchées,  mais  en  donnant  des  valeurs  con- 
venables aux  nombres  f6  et  Vy  l'approximation  sera  portée  à  un  degré  quel- 
conque proposé  9  plus  rapidement  qu'on  ne  pourrait  le  faire  par  toute  autre 
méthode.  Nous  en  donnerons  qnelques  exemples. 

80.  Remarquons  d'abord,  i^.  qu'on  peut  parvenir  directement  à  réqua-* 
tion   (6)  au  moyen  des  doubles  valeurs  suivantes , 

Fc  =  ?^R  =  -log.l, 

Fi=-K'=— log-l; 

« 

car  en  multipliant  ces  valeurs,  on  obtient  immédiatement 

7-  =     '       .   loe  4:  •  log  — • 

3**.  Quis  lorsque  c=v/î,  la  comparaison  de  l'équation  (F)  à  l'équation  (H) 
donne 

41* c  '^  •  •  *  c  ce  ce  C     »  9  »  c  * 
^-s  • , , 

où  l'on  suppose  i  -*^  c/'^  n^ligeable.  Celle-ci  s'obtiendrait  immédiatement  de 

l'équation  (C)  en  faisant  i=  c,  ce  qui  donne  6^  =  c  ' . 
i  3^.  Que  dans  l'équation  (F)  on  peut  supposer  c  déjà  assez  petit  pour  que 
1  — -  &  soit  négligeable,  alors  on  pourra  faire  c^  =  0,  ce  qui  donnera  cette 
formule  plus  simple  ' 

Cette  formule  au  reste  n'est  autre  chose  que  l'équation  -  K's=  F'  6  =:  log  -• 

a  c 

81 .  On  peut  par  le  moyen  des  formules  (  F  )  et  (  1  )  trouver  le  logarithme 


I 
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nombre  donné  par  le  ndmbre  tt,  ou  réciproquement  trouver  le  nombre  w 
par  le  logarithme  d'uu  nombre  facile  à  calculer  par  une  suite  d'extractions 
de  racines  carrées. 

Soit  proposé  d'abord  de  trouver  le  logarithme  de  2 ,  on  f^m  «  s^  a^^^ , 

ju^  étont  un  nombre  suffisamment  grand  et  qui  se  détermine  par  le  degré  d'ap  * 

proximation  qu'on  veut   obtenir.    La  supposition  fiiîte   donne  c  =  a"^j 

et  comme  la  formule  suppose  c^  négligeable,  il  faudra  que  2""^  le  soit;  donc 
si  on  veut  que  l'approximation  s^étende  jusqu'à  10  décimales,  on  fera 
a^^  9:=  10'^,  c«  qw  doncie  cAviron  f&  sss  16.  Donc  en  faisant  c  :==:  (  7  y^  1  V^'^ 

^  "^^:^>^'*™^"^^>^^*>^'^"'*'^^S    ®^  i81og  2  5=-.!»'v/(é?Vc"',  ..1), 

la  suite  ^',  c",  </",  etc.  devant  être  prolongée  jusqu'à  un  lerme  qui  ue  différera 

de  l'unité  que  dans  le  1 1*  ordre  de  décimales^  il  suffit  pour  cela  de  calculer 

la  série  jusqu'au  cinquième  terme  c^«  On  trouve  en  effet  les  logarithmes 

suivans 

d  ^..  7.89378    34o36, 

c^  ...  9.24404    aooSa, 
q"'...  9-85a86    â4fîot, 

^'^••-  9-99379    84453,  ^ 

^^  •••  9-99998    89306, 
d*^^..,  o. 00000    ooooa^ 

d'où  résulte  log  2;;?;o.693i4  71806  5;  la  vraie  valeur  est  o  69314  71805  6. 
La  différence  qui  est  à  peine  d'une  unité  décimale  du  1 0^  ordre  est  due  à  l'im- 
perfection des  tables  ;  d'aiUeurs  l'esprit  de  cette  méthode  est  de  ne  pas  se 

servir  de  tables,  et  de  çalottler  «',  4^^  e(e.  par  ded  extractions  de  racines 

fi/  «• 
quarrées,  afin  d'en  déduire  log  2  par  l'équation  log  2  =  -^  ^/(cVc*. . .  i). 

Le  degré  de  l'approximatÎQU    dépend  de   la  première   supposiliQn  - 

=s2|H^*  on  obtient  lodécfanalea  on  faisant  7»  :c3 1 5;  on  en  obtiendrait  a  peu 
prés  %o  en  &isant  f^  =»  S»,  et  la  suite  des  «odules  n'exigerait  quHin  tenue  de 
plus ,  savoir  d'^ ,  mais  il  faudrait  les  calculer  tons  à  20  décimales  au  moins. 
82. 11  est  remarquable  quQk&mule  (1)  peut-serrir  à  trouver  directement 
lé  logarithme  d'un  nombre  quelconque^  en  n'exigeant  guère  plus  de  calcul 
pour  l'im  (pie  pow  l'aitlse^  à  pa^cÀl  degré  d'approximMî^n»  Far  ^aiion^i 

si  Fou  veîmt  avoir  le  logarithme  de  ifixi ,  «i  fera  ^«  {^^T 1  ^^^^^  (7^ 
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et  la  formule  donnera  la  valeur  exacte  de  log  ^o  i ,  aux  (juantités  prés  de 
l'ordre  c*i  prenant  /jlz=z3j  c^  appartiendra  au  i5^^  ordre  de  décimales; 

ainsi,  en  prenant  ^  =  ttj^Ts)  ^^  ^^^^  directement  la  valeur  de  loe  4oi  ap- 
prochée jusqu'à  i4  déômales  au  mosns,  et  le  calcul  se  fera  sans  aller  plus 
loin  que  c"  ou  c"^.  Aucune  autre  méthode  cranue  ne  peut,  faire  trouver 
aussi  promptement  et  aussi  immédiatement  le  logarithme  de  tout  nombre 
donné  :  celle  -  ci  suppose  que  tt  est  connu  jusqu'au  nombre  de  dëcimale3 
demandé. 

Béciproquetneikt,  la  valeur  de  9  peut  s'exprisser  aussi  esactaoQfint  qu'oa 
voudra,  païf  le  logarithme  d'un  nombre  qui  résulte  de  quelques  extrac- 
tions de  racines  quarrées  ;  car  on  voit,  par  l'équation  (H),  qu'en  fidsant 
c  =  {/j ,  TT  sera  la  limite  vers  laquelle  convergent  rapidement  les  termes 
successif 

logjr,  llog^.  ^log^,;ctc. 

Pour  savoir  jusqu'à  quel  point  chaque  terme  de  ceUa  suite  approche  de  la 
vraie  valeur  de  ^ ,  je  désigne  par  c*  le  nf^  terme  de  la  suite  c**,  c^,  ç***,  etc., 
et  j'appelle  x  la  vdeur  approchée  de  yr  dcmnée  par  ce  terniftp  en  sorte  qu'oa 

aura  x  ss  -j—t  \oq  ^.  Je  suppose  ensuite  qu'avec  le  terne  €■"♦•■  la  çpiantité 
X  devienne  x  —  « ,  on  aura  ^  —  â^  =  -^  log  ~r:  J  mais ,  suivant  l'art.  69  , 

on*c-*'«=i(c-)*4-Ji|W,cloac^.  =  (iy(i--i(c-X'),  et  par 
conséquent ,   log  f  ^^^  ^  =  2  log  ^  —  ac""**  * ,    d^ae    or  •—  »  œ: 

l^g  » ir=:^  ^  ■*■  * ,  et  par  conséquent  „  «  =  -jirî  ^"**'  •  Mais  puisqu'on  a  d'une 

nidoière  très  approchée  ^  =  j;  log  —7,  on  aura  aussi  log  m  =i— (»  —  3) 
log  a  •+■  log  -T*=  -^(«-— 3)loga  —  a"w,aiieBL  logarithmes  vulgaires^ 

log»a»— (»*— 3)fc)ga  —  a"""'  (10.915). 
Lorsque  /»=:3,  cette  formule  donne  logû^  =  — - 10.915  j  ainsi  le  troi* 

sàwie  Uorate  ^  kig  *^  dona»  déjà  la  valeur  de  yr  exacte  jusqa'à  la  dixième 
décimale. 

Lorsque  n  =:  4  9  on  a  log  c^ssz  —  22  •  1 3 1  ;  ainsi  le  quatrième  terme  donne 
22  décimales  exactes,  le  cinquième  en  donne  44?  ^^  sixième  88  et  le 


*  * 


I 

util 
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septième  1 75,  D*oii  Ton  voit  que  g7  log  -~  est  une  valeur  de  "tC  beaucoup 

plus  approchée  que  celle  qu'a  donnée  Wega  avec  i4o  décimales.  Quant  à 
la  valeur  de  c**' ,  elle  se  déduit  de  celle  de  c  par  de  simples  extractions  de 
racines  quarrées,  puisque  d'un  module  c  on  passe  au  module  suivant  c^  par 

la  formule  c°  =    "7   y/ À- 

83.   Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions  complètes  Fi,  F'c, 
soient  entre  elles  dans  un  rapport  connu,  en  sorte  qu'on  ait  F'i  =  nF'c; 

comme  on  a  d'ailleurs  F'c  =:-K  et  F'A  =  —  log~*  il  en  résultera  —  = 

—  log  -^  •  Ainsi  ^  sera  égal  à  la  limite  vers  laquelle  teiiident  rapidement 

les  termes  de  la  suite 

ïïog^,  ilog^,  èlog^,  etc. 

Le  cas  de  hsszc  est  compris  dans  cette  formule  en  faisant  /i  =  i  ;  mais  il  y 
a  d'autres  cas  où  on  peut  en  faire  l'application. 

Ainsi  nous  avons  trouvé  qu'en  faisant  c  =  sin  x5**  =  j  ^^(2 —  V^S),  on  a 
F'i=s  \/3  .  F'c;  donc,  en  calculant  la  suite  c**,  c**"*,  etc.,  d'après  le  mo- 

dule  c  =  sin  iS**,  ^^  sera  égal  à  la  limite  de  la  suite  i  log  ^,  :JIog  -^,  etc. 
L'approximation  est  telle ,  que  dès  le  premier  terme  on  a  tt = 


Si  2 


/T  log  î^ ~  =  ^  •  '4^636,  valeur  qui  ne  dififère  de  la  véritable  que  dans 

la  cinquième  décimale.         ' 

Nous  verrons  ci-après,  qu'en  faisant  sin,2A  =  tang*  i5**  et  csssina, 
on  a  F'A=  3F'(C;  ainsi,  en  calculant  la  suite  des  modules  c**,  c****,  etc.,  d'a- 

près  la  valeur  c  =  sina,  on  aura  —  égal  à  la  limite  de  I9   suite  f  log^, 

J  log  -^,  etc.  Par  le  premier  terme]^  on  obtient  déjà  ^  ==  3 .  1415926627  , 

l'erreur  n'étant  que  d'une  unité  décimale  du  huitième  ordre,  d'où  l'on 
peut  conclure  qu'au  cinquième  terme  l'approximation  équivaudrait  à  i  a8 
décimales. 

84*  Supposons  '  qu'on  veuille  trouver  le  module  c  tel^  que  le  rapport  des 
deux  fonctions  complémentaires  F'6,  F'^,  soit  égal  à  un  nombre  donixé  n, 

rationnel  ou  irrationnel ,  il  faudra  satisfaire  à  l'équation  —  =  —  log  -^,  où 


I 

\ 
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l'indice  u  devra  être  pris  d'après  le  id^ré  d'approximation  qu'on  veut  ob- 
tenir, afin  que  les  quantités  de  l'ordre  i — b"**  ou  (c*^)*,  soient  né- 
gligeables. 

Soit  par  exemple ,  n  =  y2 ,  si  l'on  prend  fc  =  3,  on  aura  log  ^  =. . . 

^•2i«,  œ  qui  donne ^. en  logaritlimes  vulgaires,  log  c"^  =  :i •  883g8  i8i6t 
9082.  Ginnaissant  é^j  on  en  déduit  successivement  cl^y  ù^y  et  enfin  c, 
dont  les  valeurs  logarithmiques  sont, 

é^  ...^  6.74302  08705  ii35 

c«    ....  8.67330  01689  4^25 

c     ....  9.61722 '43i46  6214. 

Par  ce  logarithme,  on  trouve  c=  v^2  ^-  i,  et  en  effet,  dans  le  cas  de  ce 
module,  on  a  exactement  F'b  =  y^2  .  F'c. 

85.  Si  l'on  considère  le  rapport  des  fonctions  complémentaires  dans  deux 

degrés  consécutif  de  Féchelle  des  modules,  savoir  :  =p,=^-/on  trouvera  que 

le  second  rapport  est  double  du  premier;  En  effet  on  a  l'équation  F'c=: 

(i  H-  c»)  F'c^,  d'où  résulte  aussi  F*A^  =  (l  +  A)  F'4 ;  et  puisque  c'  =  j^, 

on  a  i+c'  =  7:|j;doncj;r^  =  i.p^,;semblablement^=^P^^ 

de  sorte  qu'en  général 

F'ft 2.    F'^°^ 

On  aurait  de  même,  en  continuant  l'échelle  dans  l'autre  sens,  =r-=  2  ^^r-, 

'te  Jt  c 

—  A  ^'*'      t 

Cette  propriété  est  générale,  quelle  que  soit  l'échelle  des  modules.  Dans 
le  cas  particulier  où  A  =  c  =  sin  45*,  on  a  donc  F'A  =  F'c,  F'A**  =  aF^c**, 
F'A*»"  =  4F'c^,  etc.,  F'A'  =  iF'A%  F'A"=^F'i'",  etc. 

Si  le  module  cz=z  \/2  —  i ,  on  aura  ^  =  c  et  c/  =  i  j  donc  j?r  =^^ fTi* 

Ainsi  on  a  dans  ce  cas  F'A=:  y^sF'c,  et  par  suite,  F'A'*s3  2v/2  .F'c*», 
F*ô*°=:4v^2  •  F'c*^,  etc.;  c'est  aussi  ce  qu'on  obtiendrait  immédiatement 
par  l'équation  FV  =  (i -f- c)  F'c,  où  c'  =  i. 

Les  deux  modules  que  nous  venons  de  don/ier  pour  exemples,  sont  les 
seuls  dans  lesquels  l'échelle  des  modules  est  la  même,  à  l'ordre  près,  que 
celle  de  leurs  complémens. 

T.  I.  i4^ 
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8^.  l^  module;  pifimUif  <;  éib^ut  k  voloaté  y  tQute  fonetioii.  F  (c>i9 ):  poi^t 

s!e^primqr  par  rni^  foDctkwà  senj^lablft  ¥Xc^  ^(f^'*'*}  g«  FCi^'*  )»Ç'^)  h  dopfc  k: 
module  est  pris  dans  la  même  échelle  j  et  réciproquement ,  ces  d^cwMCfi^^ 
fonctions,  relatives  à  un  terme  quelconque  de  L'échelle,  peuvent  s'esprim^ 
par  la  fonction  F(c,^)  relative  au  module  primitif. 

Dans  lé»  de¥i>  cas  di&  cssxy/^i  et  tf'sa  |/^-*^  »,  k>  néme;  propriété 

s'appBque  aux  fonctions  F^*''^,  4"*-^),  F(ô"*,  4^^,  qui  toitrtcs  peuvent  *lre 
réduites  à  la  fonction  F(c,^)  ;  la  raison-  en  est  que  les^  moduks-  complémen- 
taires b^^^V^y  sont  comprisL  <ibQO  l^éoh^lo  des  modules  c^  de  sorte  qu'il 
n'y  a  de  différence  qua.  4^9  )d)  Dot^ont,.  Itos  b  pouvant  être  changés  en  c 
accentués. 

Pour  noust  boroer  à  comparer  les  fonctions  dont  les  modules,  sont  con- 
plémens  Tun  de  l'autre,  nous  ajouterons  ici  le3  équations  particulières  qui 
résultent  de  nos  formules. 

Dans  le  cas  de  o  =  &«  =  sih  45%  on  a  des  rapports  très  sîjiiples  entre  Tes 
fonctioi|8  dont  il.  9^agit^,, savoir:: 

F(c^'^,  <p««°)=aR&F(^«o,  ^»y 

ete; 

La  réduction  entre  deux  de  ces  formules,  s'opérera  à  voîonté  ;  car  on  sait 
comment  on  peut  déduire  ^"^  d«-^\f^  de  ^%  etc.,  et  réciproquement. 
Dans  le  second  cas  où  <?  =  |/3  — -  i ,  on  a  les  équations 

F(c«,(po)  =  3v/aF(6%<p"), 

etc., 

par  lesquelles  on  pouvmc  tau japrs^ faire  la  transfermaHorr  entre  dbur  fonc- 
tions, dônL!eSkinodulça^so9t>comclé||ieQâ  V\m  die  l!aut|[)er 

Nous  avons  indiqué  ces  propriétés  avec  quelques  détails,  parce  qu'en, 
général  il,  y  a  tréis  peu  de  cas  où  h  fônction  F(c,^])  puisse  être  trana£u:- 
mée  en  une  autre  F(&',  4)  relative  au  module  conyplémen^ake.  £t.  Fa  tcans- 
formation  ne  réussit  dans  les  deux  cas  précédons,  que  piarce  que  Fëchelle 
dès  b  est  la  mêîne^  à  Tordre  près ,  que  celte  4ea  c. 

&j.  On  pourra  donc,  parla  même  raison ,  transformer  entre  elles ,. dsM^s les 
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deux  mêmes  cas,  deux  fonctions  E  dont  les  modules  sont  complëmens  l'un 
de  Pautre.  t7est  ce  qu^  suffira  de  lâire  voir  dans  le  cas  ou  lé  module  pri* 
mitifc=  >^2—  I. 

On  a  en  général  les  deux  équations 


ce  qui  suppose  entre  les  trttfi&tude^  ^  c^  ^  lé  relation  comprise  dans 
l'équation  sin  (2^'  — ^)  =  c  sin^,  ou  dans  son  inverse  tang  ( ^  —  ^')  = 
V  uag  9^ 

Faisant  dans  ces  formules  </  =  ^ ,  V  :=,c^  b^zsmc^  ou  aura  les  équa- 
tions suivantes  : 

É(5,(pO  =t:^  E(c,/p)  -  ^f  (c,(p) 4.^  siû  <p. 

Ainsi  la  fonction  Ë(2^,^')  peut  s'expnmer  par  E(c,^),  etrërîprbqiMmeul. 
Soit  ^'=:^7r,  on  aura  •^cs'jr^  £(3,^'Jc=àË'3,  E(c,^)B=aE'c,  donc 

E' J  =  v/2  (E'c  —  cF'c) ,  F'*  B=  ï/a  .  Fc. 
Appliquant  h.  ce  cas  l'ë({tia1ioù  générale  des  fonctions  complémentaires 
^  s=  F'iE'c  H-  F'cÊ'^  —  F'cF'i,  on  en  dèdiùra 

Ainsi  les  fonctions  de  seconde  espèce  E'c,  E'^  |  «e  déterminent  par  les  fono 
tiens  de  première  e^èce  F'c,  F'^,  ou  seulement  par  l'cDie  dUles^  puisque 
leur  rapport  est  connu. 


i4** 
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%^MM><^MW^%»W»»<M^^»WIMM^>»^»^^MM^M<»W>»<WW»MM^^%WWVWV»»^%»%^W»WW»^^ 


-  rt  -^  * 


«f' 


CHAPITRE  XXI. 

Méthode  d approximation  appliquée  auijc  fonctions  ^elliptiques 

de  la  seconde  espèce. 

88.  IjONSiDÉRONS  généralement  une  fonction  6  composée  de  la  première  et 
de  la  seconde  espèce ,  en  sorte  qu'on  ait 

Si  on  y  substitue  les  valeurs  sin*  ^  =  ^  (  i  -f-  c*  sin*  ^*  —  à?  cos  ç**) ,  — 


=  iXL  ,  -^     on  auraja  transformée 

G=  ii^  (G«  —  i  B  sin  r) , 

où  l'on  suppose  G«  =/(A»  +  B»sin«r)  ^,  A°=A4.iB,  B"  =  iBc». 
On  trouvera  ensuite  par  de  semblables  transformations, 

■  "  » 

GO  —  L±£!(G<x»  —  iB'sin^-), 

etc. 

"Ainsi  la  formule  intégrale  C^se  ramène  successivement  aux  intégrales  sem- 
blables G^,  G**,  G***,  etc.^  et  une  seule  de  ces  intégrales  suffit  pour  déter- 
miner toutes  les  autres. 

Supposons  que  cette  suite  soit  prolongée  jusqu'à  un   terme  G^  assez 

éloigné  pour  que  le  module  correspondant  <^  soit  de  l'ordre  des  quantités 

qu'on  veut  négliger  ;  alors  on  aura  A^  =:  i ,  et  la  valeur  de  G^  se  réduit 

d'abord  à /(A.^'  +  D^sin*^)^^;  observons  ensuite  qu'on  a  B^^yBc^, 
B~  =  f  BV»=^BcV,  B*-=  JBc*c*^c*",  etc.;  donc  la  suite  B%  B-, 
B*®°,  etc.  décroît  plus  rapidement ^  que  la  suite  c%  «**••,  <?••,  etc.  Donc  on 

peut  faire,  après  un  certain  nombre  de  termes ,  B^  =  o ,  ce  qui  donnera 
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G''.ssA''^s=iA'^!if  «,  «  étant  la  limite  d«s  angles  ^j  Tf\i^,  etc. 
A  l'égard  de  A'',  puisqu'on  a  A«=3A-4-iB,  A~  =  A*+1B»,  etc., 
l'expression  générale  de  A''  sera 

,  A''»AH--iB(^i4.-H--v — I g Hetcj. 

Maintenant  il*  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  G ,  dëterminëe  par  celle  de 
G^,  est  composée  de  deux  parties 3  l'une  KA^4>,  K  désignant  le  produit 
(i4-c®)(i.4-^*)  ('  +  <?°^)>  etc.,  l'autre  algébrique  ou  périodique,  savoir  : 

Mais  comme  on  a  !-(-«*=:  — ~->  i  •+•  c**  s=  ^^  ■»  etc. ,  cette  seconde 
partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

4 
Donc  la  valeur  totale  de  G  sera 


?(Jil£!sin(p-+l^.sinr  +  e 


G  =  RA'^*  —  -  ( -î^^ —  sm^^4--^-2 —  sin^*^  +        a sm  ^•**  +  etc.  J. 

On  peut  encore  donner  à  la  partie  algébrique  de  cette  formule  une  autre 
forme  qui  sera  plus  Êicile  à  calculer  dans  certains  cas*.  Pour  cela  soit 
^•_^s=a»,  (p** — ^*^s=s«*,^**'— ^*^=sûi^*,  etc.,  on  aura  lasuit^ d'équations 
tang»=:Âtang^,  tangô)®s=sA*  tang^**  =  A*  tang(^-(- â>),  taugA»''*s=: 
}f^  tang^^  =  h^  tang  (^*  +  «•),  etc.,  par  lesquelles  on  calculera  succes- 
ment  les  angles  â»,  â>^,  û^"^,  etc.  Or  k  valeur  ^!^s;=^«<|-ûp,  donne  sin'^*= 

sin  9  cos  m  -f-  cos  f  sin  ^  =  (i  -4*  ^)  on  f  cos  fà  =         o  sin  ^  cos  â»  = 
^     sin  ^  cos  a>;  on  aura  de  même  sin  ^'^  =      .  ^  sin  ^®  cos  û>*^  s= 


«1  » 


'.         •       ...     —      _^..>.f.  ^1 

^X^  sin  ^  cos  (»  cos  o^**,  sin  ^••*  =  ^^>v»oo    sin.  ©.  cos  a>.  coa  û>**  ços  ^••,  etc. 

Donc  la  valeur  de  G  peut  être  exprimée  par  cette  formule  dont  la  conver- 
gence est 


.'j.  ^ 


G=  KA'"*--ï  B  sin  ^  cos  »(i+-i  ei'coiê'4-  i  «"<?••  cos  •••oos  ^•••H-ëfc.). 

Dans,  le  cas  où  ^  5=  7.^ >  la  partie  algébrique  disparaît^  et  on  a  la  fonction 
complète  G'  sKA'*  •  ^tt. 


1  ¥o  FOI^GtlOm  GLLiniQUËS, 

Ijes  ^cited.  qui  ^co&ipeseBt  là  «raleur  d<3  O  ÉéreM  Ibi^  emttr^MlSs  si 
ou  401  ^'<^  £J;  4dOtt  ttoië  -^eiines  sttfliaeM  fotir  dottAer  .laimleut*  de  G 
approchée  jusqu'à  sept  décimales  euviroa.  Les  mêmes  Jformules  .pour- 
ront être  employées  avec  avantage  ^  ^  quand  même  le  module  c  serait 
beaucoup  p^  prèè-dc  Vxinité  ;  -car  fll-Qn-fcvâil^  ^af-eaieople,  c  ^  o.gSS, 
il  en  résulterait  à  peu  prè^  c^  =  ^Z  ^  j  d'où  Ton  voit  qu'il  n'y  aurait  qu'un 
terme  dé  jAus  à  calculer,  c^est-  à-dire  quati^  termes  en  tout,  pour  aVoir  la 
Ttileiirdetî  atiBt;  le  thème  degré  d'approaimation. 

Mais  SI  t  est  bcawcoap  frh»  ftès  de  Punîté ,  ou  si  vtyMit  ^  >  î ,  oh  Tfetit 
obtenir  un  même  degvë  d^qppio^imarion  rai^ec  le  moîndfie  nombre  possible 
de  transformées,  alors  il  cosvieadra  ile  se  servir  de  la  aecoade  méthode 
dont  nous  avons  fait  usage  en  pareil  cas,  ^pour  les  fonctions  de  la  première 
espèce.  •  '      '  ' 

89.  Cette  méthode  consiste  à  prolongordaos  un ordve  iavesse  k  ^éiie des 
transformées.  Ainsi  l'équation  entre -G  et  G^  qui  donne ,, 


o 


•G  +  iBsin(p^, 


1 
s'appUque  semblablement  ausL  deux  fonctions  G  et  G' ,  et  on  en  déduit 

éqaathm  où  l'on  doit  ropposer  -G'  =  /<A'4-  B'ïto»  i?S')  ^,  A'  f=  A 
-^  £  JB^^  B'  3SS  «--^  Ofi  aura  semMabknitpt  ^Mir^les  tvaMfiiDiiées  ulténeupei 

'  "       <i^=i|-G''  +  iB''sin?% 

e^:it=^0^+^B'sin<, 
ete-  V      *.:.,-      . 

Mais  lorsque  la  suite  G',  G",  etc. ,  sera  prolongée  jusqu'à  un  terme  suffisam- 
ment éloigné  G^,  on  pourra  fidre  £/*  =  i ,  A'*  s=:  cos  ^,  et  alors  la  fenction 

C*  deviendra  /(A^  +  B^  sin'^)  ^  ,  ce  quî  donnera,  en  intégrant, 

G^  =  (A^  +  »')logtang(45«4.i(p^)  — F*aîn^, 

et  if^ sera  égd  arlors  à  U  j^IQile^^ 

On  connaîtra  donc  la  valeur  de  G  avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut 
désirer,  en  prolongeant  la  suite  des  modules  </,  ^'y  c^,  etc.,  et  celle  de 
leurs  complémens  Vy  V\  i'",  etc. ,  jusqu'à  ce  que  le  diemier  terme  de  ceux^ 


te 

ci  V^  «oit  aasçz  petit  pour  qjaoi  ^n  qiwxé  soit  si^gUgjpable.  Alors  on  pourra 
fair0  ^  ss:  L^  et  chirolant  hb\  j^ïHF  oomBre  dà  t^^nes  ^  fa^sëiri^e*  dès^ain- 

plitudes  ^V  ^"9  ^'"y  ^^-  >  ^>^  |^^^^  1^  d^miei^twme  ^  qui  pourra  être  pris 
pour  la  liinité  ^T.        . 

Faisant  donc  Ic^^  substitutions  nécessaires  pour  ayoii;  la  valeur  de  Q  au 

mojw»  de  Q?,.  et  observant  qu'on  a  j~=  pj^  T^^-'^^y  ^^ 


On  a fidt  comme  cpKiessqs  R^ag^^t/T  ^ -""J  >    «Y  ou  amplement  K'  = 

vC — ^"V ^A  P"*®^^!**  ^  peut  ^trr  plis  pour  l'unitë.  Quant  à  la  va- 
leur de  A'*  +  B^  ^  ai  <»  l'agpaU^,!/  ,s  on  aura 

aB^  B        2B        4B  a^'B 


L'^zsA-f. 


••• 


Cette  quantité  est  exprimée  par  une  sidte  divei^gente,  ce  qui  importe  peu, 
parce  que  le  nombre  des  termes\&  caiculep.sera  toujours  assez  petit;  cepen- 
dant il;  est  faoik^  si  on,  k.  ^ug^  i  pvapof^  de:  U.  maître  sous,  um^  aatm 
forme.  En  effet,  considérant  \ï'  comme  composé  de  L  et  de  la  somme  des 
différences  succQwyqs  Lr^-«l^,I4'*-^I^'pete.,,  on  trou^  aisément 

.  f 

ou ,  ce-  qui  revient  au  métne  • 


et  sous  cette  fôrme  là  eonvergence  de  Ik  suite  esfr  msmiféste. 

Qii*  peiÂ  également  rentire  convevgenté  là  suile  des  quantités*  argëBri^ 
queg cumptfites  dènaa la-  valbor de €^.  Pbnrcefe,  soît 

TV, A—      atfci^S»«y^  .^^         ^^.oWtm'  4"    «nM"  •  2^*^  sîn  ^^^ 

on.  déduit  delà  ^    ' 


lia 
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^C^+ï)— ,4C/*;-      ^(„v...O  i/(cc'...c^')       l/(«/.:.c^') 

Or  lorsque  i*"  est  4evenu.  très  petit,  l'équation  entre  (ff  et  fp'^',  qui  est 
tang  (^  —  <pr*^  =  ir***  lang  ^%  donne  à  très  peu  près  ^  =  ^'  + 
i^'tangfl)^',  ou  sin  <p^  =  (i  +  6^')  sin  <^r*■^  Donc  c^'sinfl)^'  — 

—  sin  ^  =  ^*  (  1  —  *^')  »in  ^*.  Cette  quantité^t  de  l'ordre'  b^' , 

et  par  conséquent  ^^ligeable,  donc  on,  aura  pour  expnmeï  4..(f*))  ^^'® 
suite  convei^eotç  : 

4  (ai)  =s  c  sin  ^  H ^(c'  8in<)'---psin^  ) 

+^(c",i«(i>"-^;sinf');  - 

+  -74=(c«'sin>«'-Csinç>") 


I 


y/cc'c'^     .  ^ 


H îîî f c^  sin  (p'*  —  fU  «n  ^O  • 

Et  la  valeur  de  G>  exprimée  tout  entière  en  suites  conyergentes ,  sera 

G=Wlogtang(45<'-+i(p^)^54(/»). 

Il  ne  &ut  pas  perdre  de  vue  que  cette  approximation  est  fondée  sur  ce  que , 
dans  la  valeur  de  G^  ;  on  a  substitué  cos  ^  au  radical  tit  dont  la  vraie  va- 
leur est  |/[cos*^4"(^^"*^)T-  Cette  substitution  est  permise  tant  que 

_        »  •      "  r  ï  * 

(^ tang  ^)*  est  une  quantité  négligeable;  mais'  elle  ne  pourrait  plus  avoir 

lieu  si  ^  était  assez  près  de  90^ ,  pour  que  V"  tang  ^  cessât  d'être  très 

petit.  Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  défavorable,  qu'on  ait  ^^  =  go*  ; 
alors  il  faudra  prolonger  les  suites  d'un  terme  de  plus,  ou  jusqu'au  (ft  +  i)'**' 

terme,  ce  qui  donnera  tang  cp^*  =: — "^T"  ^^  ^"'"'  ^^^^  ^^^  ^^V^(^^)y 

quantité  dont  le  quarré  ^'^'  est  très  n^ligeable  par  rapport  à  l'imité ,  puis- 
que {V*y  était  déjà  supposé  négligeable.  La  formule  s'appliquera  donc  sans 
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aucune  difficulté  ^  ainsi  le  moyen  de  prévenir  toute  exception ,  est  de 

prendre  fi  assez  grand  pour  que  Ç^*~'  ne  surpasse  pas  90^,  condition  qui 
sera  toujours  facile  à  remplir. 

Pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  complète  G* ,  on  pourrait  faire  ^=90" 
dans  la  formule  générale  ;  mais  cette  formule  ne  se  simplifierait  pas  sensi- 
blement, et  elle  contiendrait  toujours  un  nombre  de  termes  indéfini.  Il  sera 

plus  simple,  en  se  conformant  à  l'observation  précédente^  de  faire  ^^^^ 
=  9o',  ce  qui  donne  tang(p'*= ,  sin^  = ,  et  en  rétrocra- 

dant,  ^*=:^,  (p^^=  a-TT  .  • . .  <p^"'  =  a'-"V,  <p'=  a'^V,  tp^nT^'^ 
s— a'*"'*  a  On  aura  donc  G  (ç)s=:a'*'"*  G*;  mais  dans  l'hypothèse  que 
(V*y  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  a  sin  ^  =  i  —  ^ô'*,  et 
log  tang  (45'+T<P^)  =  Tlog(i^^j^)==ilog(^);  on  aura  en  mêmp 

temps  la  quantii^  4  (f*)  ^  "^  sin  ^ ^, s=  — ^  j  donc 

#•0^' G"  =  —  log  (^)  — ^, 

et  enfin 

^,      Kl/*,     /4\         B 

Ces  formules  pour  déterminer  tant  la  fonction  indéfinie  G  que  la  fonction 
'complète  G',  permettent  de  pousser  l'approximation  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra. Il  faudra  prolonger  le  calcul  des  modules  croissans  c',  c",  c"',  etc., 

et  celui  de  leurs  complémens  &',  6" ...  A'* ,  jusqu'à  ce  que  A'*"*'"  appartienne 
à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger,  ou  à  un  ordre  ultérieur.  11 
ikudra  en  même  temps,  s'il  s'agit  de  la  fonction  non  complète  G,  ne  pas 

donner  à  ^  une  valeur  plus  grande  que  i/^^nc.  On  calculera  alors  jusqu'à  la 

même  limite  les  valeurs  de  K',  U*  et  4  (a^)» 

90.  Pour  appliquer  ces  formules  aux  arcs  d'ellipse  ou  aux  fonctions 
proprement  dites  de  la  secoude  espèce ,  soit  G  =  E=:/A^,  on  aura  A=:::i, 
B  =  — c*. 

Par  la  première  méthode,  l'expression  de  l'arc  indéfini  sera 

^(c,^)=KL*+î^%in^-+îl^^5in^o.+c_£^ôJ^^,,_^^^^ 
T.  î.  i5 
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Et  celle  da  quart  d'elBpse 

E'  (c)  =  KL  J 

Dans  ces  formules,  K  représente  le  produit  (1+^*)  (i-H^)  C^"^^^)»  ^*^-> 
continué  jusqu'à  un  facteur  1  -f-^  où  c^  soit  de  l'ordre  des  quantités  négli^ 
geables.  Cette  même  quantité  peut  se  mettre  sous  la  forme •« 

K  sa  j/  ri  .  V'b'^Jf'^  . . . .  )  etc. ,  plus  commode  pour  lo  calcul  logantk- 

mique.  Enfin  la  quantité  L  est  donnée  par  la  suite  contei^^ente 

'     L=:i— ^ g etc., 

à  laquelle  on  peut  donner  cette  autre  forme 

^"^W'V 5 4 15 ^^V^ 

au  moyen  de  la  substitution 

Ces  formules  offrent  les  suites  les  plus  convergentes  qu'on  puisse  désirer 
pour  la  rectification  de  l'eliipse.  Elles  s'appliquent,  (^feime  nous  l'avous 
déjà  dit,  non-seulement  à  des  valeurs  de  c  plus  petites  que  v^^,  mais  à  des 
valeurs  beaucoup  plus  grandes  et  très  rapprochées  de  l'unité. 

EXEMPLE. 

91.  Soit  proposé  de  trouver  l'arc  £  (c,  ^)  lorsque  c  s=  sin  75*  et  tang  f 


c^        c^c''         c» 


Vw 


Par  les  valeurs  déjà  calculées  (art.  73) ,  on  a  log  K  c=:  o .  ti46(^6 1 ,  ^  = 
3o»,  r  =  6a»36'3"io,  (p»»  =  ii9»55'47"67,  ^'~=a4o»o'o"i9,  en»mU 
ou  trouvera 

L     =      0.3888658, 

'.^sm<p'    =      0.3390186, 


j—  sin  ^***    =      o .  o5aa873 , 


c|/c*c^c*^ 


•g— —  sinf***  ==  — o.ooi3888, 
-- - — ^g   '       sin  ^•^  =      t) .  00000 1  o. 
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La  somne des  parties  algâirique»  6610.3799180,  ainsi  on  a  £(c,  ^)ss9..  •  « 
KL«g+ 0*37991 80  j  on  aura  en  même  temps  la  fonction  complète  E'(c)s: 

KL«  -y  d'où  résulterait  £(cf^)  se |E'(c)  4*0.3799180.  Mais  puisque  l'arc 
£(c,^)  se  mesure  parle  tiers  de  E'(c),  on  trouvera  par  les  formules  delà  bv 
section  (art.  60),  E(c,ç)=|E'(c) H ^-^5  ï^  résultat  précédent  s'accorde 

parfaitement  ayec  cette  formule,  car  on  a  en  effet  —^r-^  =  0.37991 79. 

Le  même  calcul  donne  de  plus  IogE*(c)  =  o. 0319757  et  E'(c)=. .. 
1 .0764049  ;  donc  dans  le  cas  proposé,  l'arc  E(c,^)=o.7587i96;  et  on  voit 
que  la  partie  déterminée  algébriquement ,  forme  plus  de  la  moitié  de  l'arc. 
Au  reste  la  valeur  trouvée  de  £'(c)  s'accorde  avec  celle  qu'on  déduirait  de 
la  formule  de  l'article  4^^  en  y  mettant  pour  F'  (  C  )  sa  valeur  trouvée 
article  70. 

9a.  Si  le  module  c  est  assez  peu  différent  de  l'unité  pour  qu'on  juge 
nécessaire  d'appliquer  la  seconde  méthode,  il  faudra,  dans  les  formules  de 
l'art.  89,  faire  As=i,B  =  —  c*,  ce  qui  donnera 

OU  plus  amplement,  parce  que  à^Vsss  i  "^c, 

Quant  à  la  valeur  de  K'  et  à  celle  de  la  fonction  «spCAt),  elles  ne  dépendent 
point  des  valeurs  de  A  et  de  B  ;  ainsi  elles  restent  les  mêmes  que  dans 
l'article  cité.  On  aura  donc,  d'après  ces  valeurs^  la  fonction  indéfinie 

E(c,(p)=K'I/'tang(45'  +  |«')  +  <?4(A«), 
et  la  fonction  complète 

Ces  formules  pour  le  eakul  des  arcs  d^ellipse,  lorsque  le  module  difiere 

peu* de  l'unité,  supposent  qu'on  prend  fc  assez  grand  pour  que  C^'*)^ 
appartienne  à  Tordre  de  décimales  qu'on  vent  n^Uger^  ce  qui  permet  de 
iàire  c'*  =  j. 
Si  on  veut  avoir  les  valeurs  de  E  (c,  ^)  et  de  E'^  approchées  aeulement  ynor 

i5.. 
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qu'au  scp^ème  ordre  de  décimales ,  il  suffira  de  faire  /x  =  2  dans  le^  fi>rmu1es 

précédentes,  ce  qui  donnera  K'=:v/  -,  et  parce  qu'on  a  h'^V*  zss,  i— c', 

d  =^,on  trouveraL^^ririv/AÏ  i— »/(ci'0  )fc=-j^=-,  _^T,.  ^  ., 

=  ^i*  i/r   '.  ,J,  ou  enfin  L'*=  —  v^K'.  Réduisant  ensuite  la  partie  algé- 
brique, ou  revenant  à  la  forme  primitive  de  b>}/  (  /Et) ,  on  aura  les  formules 

E(c, (p)  —  \  h^^f  log  tang (45*+ J ^'0—^  sin  <p—  2 v/c sin  <P'+j^ sin  (p" , 

La  dernière  est  la  même  que  E'c  =  ^  A*  (K.')*  F'c  +  ^7,  et  soïis  cette  forme 

elle  offre  une  relation  assez  simple  entre  les  fonctions  complètes  E^o^  F'c, 
relation  d'autant  plus  approchée  que  V*  sera  plus  petit. 
'  g3.  Appliquons  ces  formules  à  l'exemple  de  l'art.  91 ,  ce  qui  est  un  cas  peu 
favorable  puisque  la  valeur  de  c  est  assez  éloignée  de  l'unité.  On  connaît 
déjà  dans  cet  exemple  les  valeurs  de  d\  h\  i",  ainsi  que  celles  des  ampli- 
tudes ^,  ^',  ^'^  Au  moyen  de  ces  valeurs  le  calcul  de  la  fonction  E  (c,  ç  ) 
se  fera  ainsi  : 


\ 
3 


repartie     l**(K')Mog  tang(45«+i(p"),    ou    ^A*(K')*  F(<?,  f  ), 

V/K'...  0.0037477  5 

^h\.\  8.5249624  '  \^ 

F(c ,  (p) . . .  9 .  9650547 

(I)  8.49376485. 

La  seconde  partie,  toute  algébriquie,  est  composée  de  trois  termes  dont 
voici  les  valeurs  : 


i.sin<p"  = 

2.8293085, 

.(i)  = 

• 

=  0.0311720,  ; 

ol^c  sin  ç'. . .  - 

-  1.4146540, 

(II) = 

=  0.7075475, 

c  sin  ^ .  •  •  - 

—  0.7071070, 

E(c,<p)  = 

=  0.7387195. 

(«I) 

0.7075475. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé ,  et  on  voit  que 
la  partie  transcendante  contenue  dans  la  fonction  £  (c,  ^)  est  environ  24  fois 
moindre  que  la  partie  algébrique. 
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On    trouverait  également  que  la  fonction  complète  E'c  est  égale  à 
1 .076405a,  comme  nous  Tavons  trouvée  par  la  méthode  des  modules  décroîs- 

sains. 

94.  Pour  appliquer  les  formules  générales  à  la  rectification  de  l'hyperbole, 

il  ne  s'agit  que  d'évaluer  l'intégrale  G  = /- — ^~  ^^  représente  la  quan- 
tité A  tang  ^  -—  T ,  diflFérence  entre  l'arc  d'hyperbole  compté  du  sommet 
et  sa  tadgente  terminée  à  l'axe  transverse.  Or  en  faisant  dans  la  formule 
de  l'art.  88,  A  =  c*,  B=: —  c*,  on  a  la  fonction  indéfinie 


G(c,(p)  =  ^Kc**(^i— -  — -j g etc.) 

4-  -i—  sm  <p*  H-  -^^-*j — '  sm  ^•^  -I-  — ^-g ^  sm  f  •••+etc., 

et  la  fonction  définie 

G'c=KcS^(i----j g etc.). 

Celle-ci  est  la  différence  entre  l'asymptote  et  la  courbe,  laquelle  s'exprime 
ainsi  très  simplement  par  une  suite  fort  convei^ènte. 

Lorsque  l'hyperbole  est  équilatère ,  la  quantité  6'c,  qui  en  général  a  pour 
valeur  E'c  —  6*F'c^  se  réduit  à  E'c  — 7  F*c.  Mais  comme  dans  le  cas  par*- 

ticulier  où  c*  =  j  =  6*,  on  a  -  =  (aE'  —  F*)F*,  la  valeur  de  G*  se  réduira 
ultérieurement  à  ^ ,  et  parce  que  F'  =  ~  "tcK  ,  on  aura  encore  plus  sim- 
plement G*  =  -^  et  log  G*  =  9.61269636. 

On  peut  regarder  comme  applicable  à  tous  les  cas,  la  formule  T  =.  «  •  •' 
A  tang  ^  — -G(c,^);  cependant,  si c  était  extrêmement  près  de  l'unité,  on 
pourrait  pour  déterminer  G,  faire  usage  des  formules  de  l'art.  89,  après 
avoir  fait  A  =  c*  et  B  ^  —  c*. 
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Méthode  d approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  troisième  espèce. 

q5.  A-U  lieu  de  considérer  la  simple  formule  fi  =  /r— r — —: — r-r  Qui 

appartient  à  la  troiâtème  espèœ,  nous  eotisidéreroas  plus  généralement  la 
formule 

qui  est  composée  d^une  fonction  de  la  troisième  espèce  et  d'une  de  la  pre- 
mière, a&ctées  de  coefiiciens  constans*  Si  on  appliquait  le  calcul  k  la 
simple  fonction  n,  la  première  transformée  oontiendrait  ime  partie  aflectée 
de  la  foQfition  de  première  espèce  F  (c%  (fl^)  ;  c'est  pourquoi  SI  coortent , 
pour  l'uniformité  des  résultats ,  d'admettre  les  deux  sortes  de  fenctâons 
dans  la  formule  primitive,  ainsi  que  jious  l'ayons,  déjà  &it  pour  les  fonc- 
tions G  (art.  88). 

Cela  posé,  si  on  fait  •in*<P-=^  (i*|-c*sin»<p»  — A^cos  p'),  ct^=: 
— —  .  -^  y  on  aura  pour  première  transformée 

les  yalours  de  H*  et  de  ses  coefficiois  étant 

H.—  /Ta-  -*.  _^^^£_\  loi 


n' 


A«  =  A  + 


(»-f-*)*0+»)* 
iB 


I  -f-i»' 


Tto  -I.  n        c*  +  a»  -I-  n* 
Ainsi  la  fonction  H(/},c,9)  est  ramenée  à  une  fonction  semblable  H(/t*,c*,  f  *), 
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dans  laquelle  les  trois  ëlémens  n,  c^^  ont  subi  des  changemens  propres  k 
faciliter  les  approximations. 

La  même  loi  aura  lieu  dans  lea  transformées  ultérieures  j  de  sorte  qu'en 
faisant 


^.._     ;^»  (»*  +  «■*) 


•O 


=  A-  +  r^A, 


B«o  «j3  gi 


•2(1  +6^)*  (!+»«/> 

on  aura  la  seconde  transformée 

Ho  _1±^ Th-  ~    ^^°    r  d^^co,^^  -I 
"  "~      a      L  1  + /»V  I  +  »~  sin>** J' 

On  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  d'où  résulteront  une 
suite  infinie  de  fonctions  H(/i,  c,  ^),  H(7i«,  c%  (p«),  H(/i^%  c^,  r^),  etc., 
telles ,  qu'une  seule  étant  connue,  on  pourra  déterminer  toutes  les  arutres. 
g6.  Examinons  d'abord  avec  quelque  détail  la  loi  de  progression  des  para* 
mètres  n%  if^j  etc.  Si  on  &it  72  =  tiic  ,  et  semblablement  rf  =  /7iV,  l'équa- 
tion qui   détermine  if  donnera   m^  =  "^7.      *  Mais  on  peut  toujours 

supposer  le  paramètre  n  <C  c,  ce  qui  donne  m  <C  i  ;  on  aura  donc  aussi.  • . 
m^  <  I ,  et  même  nf  <C^m\  car  de  la  valeur  précédente  on  déduit 

,    i»«        (i4-c)(i+m)  j»^        (i— c)(i— m)  ro* 

I  H =  ^ — ' — -r — • — ^5  I  —  —  =  ^ -T ">  ce  qm  prouve  que  —  ; 

positif  OU  négatif,  est  toujours  plus  petit  que  l'unité.  Donc  les  termes  m, 
171®,  m^^,  etc. ,  sont  tous  plus  petits  que  l'unité  et  forment  une  suite  décrois- 
sante ;  et  par  conséquent  la  suite  des  paramètres  n,  71^,  7ï%  etc. ,  décroit 
plus  rapidement  que  la  suite  des  modules  c,  c^,  c^^,  etc.,  chaque  terme 
de  la  première  étant  plus  petit  que  le  terme  correspondant  de  la  seconde. 

A  l'égard  des  signes  de  ces  paramètres,  il  y  a  deux  cas  à  considérer. 
1*.  Si  n  est  positif  ou  si  n  est  négatif  et  plus  grand  que  c%  ensorte  qu'il  soit 
compris  dans  la  forme  -«-14*^*  sin*  8,  alors  rf  sera  positif,  et  il  en  sera  de 
même  de  tous  les  paramètres  suivans  /i^,  n^^^  etc.  Dans  ce  prenûer  cas  se 
trouve  compris  celui  de  ;z  =  =b  c  qui  donnera  n^  =  c**,  n^^  =  c%  etc.  ; 
mais  ce  cas  est  inutile  à  considérer ,  parce  que  d'après  l'art.  49->  la  fonction 
H  se  réduit  alors  à  la  première  espèce. 

a^.  Si  n  est  négatif  et  plus  petit  que  c%  ensorte  qu'on  ait  /i  =  — - 1?*  sin'd 
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ou  pourra  faire  semblablement  n?  tss^—à^^  siu*  6^,  et  l'angle  6^  |  se  détermi^  ' 
nera  par  l'équatiou  . 

tang  (fl*>  —  6)  =  i  tang  fl, 

ce  qui  est  la  même  loi  suivant  laquelle  Tamplitude  (p^  se  déduit  de  ^. 

Calculant  donc  successivement  fl°,  fl****,  ^^,  etc. ,  d'après  cette  loi ,  on 
formera  la  suite  des  paramètres  n?=: — c^^'sin'fl**,  n^z= — £?****•  sin* 8°**^  etc., 
qui  décroît,  comme  on  voit,  avec  encore  plus  de  rapidité  que  dans  le  pre- 
mier cas. 

Connaissant  ainsi  la.  loi  de  progression  des  paramètres  n ,  venons  à 
celle  des  coefficiens  A  et  B  dans  les  transformées  successives.  Soit,  pour 
abréger, 

ju c^  +  ay^  +  n*     (i+jt)^  — 5» 

et  soit  désignée  par  k?  une  quantité  composée  de  c®,  b%  n?y  comme  k  l'est 
de  r,  by  riyet  ainsi  de  suite,  on  aura 

B*>  =  t  Â:B,  B*^  =5  ^  AA^B,  B*»***»  =  i  kk^k'^^'B,  etc. 

Mais  puisqu'après  un  certain  nombre  ju  de  termes ,  les  c^  et  nf^  pris  dans 
les  suites  c^^  (f^y  etc.,  n°,  n^%  etc.,  sont  assez  petits  pour  être  regardés 
comme  nuls,  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même  du  terme  correspondant  A^ 
de  la  suite  Ar,  ffi^  kP^^  etCi,  et  qu'ainsi  on  peut  faire  en  toute  sûreté  B^==f  o« 
Quant  à  la  valeur  de  A^,  elle  sera  donnée  par  la  suite 

A^  =  A-l--^ -1--^^ -I- i^— 4- etc 

*    ' 

qu'il  faudra  prolonger  jusqu'au  terme  qui  contiendrait  kf^  exclusivement. 

Appelons  toujours  9  la  limite  des  angles  ^ ,  — ,  -r* ,  etc. ,  celte  limite 

étant  censée  atteinte  après  le  nombre  de  termes  /«,  on  aura  ^  =  2^(1», 
et  parce  que  (^  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  aura  H^  = 

97*  11  est  &cile  maintenant  d'avoir  le  résultat  des  transformées  succès* 
sives  jusqu'à  la  jft'^'  inclusivement.  Soit  toujours 

KA'^Ci  4-C-)  (i+coo)...  (, +c^),  ou  K'*  =  ^^\  ^  .  ^i^' .  elc, 
la  valeur  de  la  fpnction  H  sera  donnée  en  général  par  la  forn)iu}e 
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_^  V^     l/c^**       ^  tB      arctang(v/yi<>^Bin»^) 

l/c"      V/c~     i/c^°^     ii*!2    arc  tang  (  \/  »*>^^  sin  »^*>^) 

—  etc. 

Cette  suite  'étant  proloogée  jusqu'au  terme  dont  le  rang  est  ft  inclusive- 
ment ,  l'erreur  de  la  formule ,  mesurée  par  les  termes  suivans ,  ne  pourra 

être  que  de  Fordre  cf^^  ;  de  sorte  que  si  on  ne  veut  pousser  la  précision 
que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  c^  y  on  aura  un  terme  de  moins  à  cal- 
culer, tant  dans  la  suite  précédente  que  dans  la  valeur  de  K^  et  d^ns 

celle  de  A'*. 

Au  reste  les  arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  la  formule  générale  se  chan- 
geraient en  logaritlimes,  si  n  était  de  la  forme  ^-  (f  sin*  â^  mais  ce  ctiange- 
ment  n'est  sujet  à  aucune  difficulté. 

Lorsque  ^  =  ^  ?r  ou  =:  un  multiple  de  ^  sr,  tous  les  arcs  de  cercle  dis- 
paraissent, et  on  a  simplement  H  =  KA^9.  Donc  la  valeur  de  1^  fouctioA 
complète  est 

Remarquez  que  la  valeur  de  H  exprimée  par  les  transformées  successives, 
se  terminerait  d'elle-même,  si  on  avait  l'une  des  égalités  7fâ=— 1+6,  n^ss: 
— 1+*°,  n^= —  i-f^i^,  etc.  :  alors  la  fonction  H  se  ramènerait  indéfini* 
ment  à  la  'première  espèce.  ^ 

Pour  qu'on  ait  en  général  —  i  H- 0^*5=: /!?*  =  —(</*  sin  fl^)*,  il  faut  que 

0018^=^/^,  ou  qu'on  ait  F(c'*,  0^*)=^  F"(c'*).  Mais  les  paramètres  successifs 
»=— Vsin*6,  /f*=  —  c«^»sin»B^,  /ï^=—  c^*sin*ô*^%  etc.  ;  étant  formés 
d'après  la  même  loi  qui  lie  entre  elles  les  amplitudes  6,  6*,  0^,  etc.,  on  a 

F(c,  fl)  =  -^t^F(c«,  fl«),  F(c%  flo)=i^ti!!F(c%fr>«),etc.j  et  en  général 

F(c,fl)=:('-*-"'H'+^)--('+^)F(c^,>)  =  -^:^F'(c).  Les  cas  qui 

donnent  lieu  à  la  réduction  de  ia  fonction  H  ^  sont  donc  tous  ceux  où  le 
paramètre  »,  de  forme  —  c*  sin*  6 ,  est  tel  qu'on  a  F(c,  fl)  =  — —  F*(c), 

/«étant un  entier. La  métope  réduction  aurait  encore  fieu  si  on  avait F(c,  9)  = 
'    ^,  F*(c),  2f  +  I  étant  un  nombre  impair.  quelcQuque. 

T.  I.  j6 


,  ce 
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Les  fonnules  d'approximation  que  nous  Tenons  de  donner  pour  déter- 
miner la  valeur  des  fonctton$  H  et  H%  peuvent  s'appliquer  à  tous  les  cas,  et 
le  plus  souvent  il  ne  ftiudrai  .ciatlculer  que  fort  peu  de  termes  pour  obtenir  nn 
grand  degré  de  précision.  Cependant  si  la  dififérence  t  -—  c  était  tellement 
petite  qu'il  &llût  prolonger  assez  Imn  la  suite  c^,  c^*^  ^**^,  etc.  pour  parvenir 

i  un  terme  négligeable  c^ ,  il  pourrait  être  préférable,  de  suivre  la  seconde 
métbode,  c'est-à-dire,  de  &ire  les  transformations. dans  un  ordre  inverse, 
ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  en  pareil  cas  relativement  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

98.  Et   d'abord  si   1«  différence  i  —  c   est  déjà  assez   petite  ^our' 
qu'elle  puisse  être  négligée,  on  pourra  intégrer  immédiatement  la  for- 
mule H  =  M  A  H r— -=^-1  )  ^>  en  mettant  cos  ^  au  lieu  de  A 

qui  donnera 

Cette  intégrale  est  rigoureuse  lorsque  c  =  i  ;  mais  s'il  y  a  une  différence, 
quelque  petite  qu'elle  soit,  entre  i  et  c,  elle  ne  pourra  s'appliquer  sans 
erreur  à  des  valeurs  de  <p  plus  grandes  qu'une  certaîiie  limite.  En  effet, 
la  quantité  A  qui  en  général  est  |/(  cos*  <p  +  b*^  sin*  ^  ),  ne  se  réduit 
à  cos  9  que  lorsque  cot  ^  est  censé  beaucoup  plus  grand  que  h.  Cest 
pourquoi  il  convient  de  chercher  une  formule  qui  donne  la  valeur  de  H 
pour  toi]|t6  valeur  de  ^,  dans  l'hypothèse  seulement  qu'on  puisse  n^lîr 
ger  les  termes  affectés  du  ùcteur  b  élevé  au  quatre  ou  à  une  puissance 
supérieure. 

Pour  cet  effet  nous  supposerons  qn^l  a  été  &it  dans  la  fonction  H  une  pré- 
paration relative  au  paramètre ,  de  manière  cpie  n  soit  positif  et  plus  petit 
que  c  y  ou  n^tif  et  de  la  formé  — -  c*  sin*  8  ^  ce  qui  se  fera  par  les  formules 
(/Oet(fi^)du€bap.  XV^ 

Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  Ja  fonction  H,  je  la  mets  sous  la  forme 

et  il  restera  à  déterminer  P  par  la  formule 

"j  (i  +  »  sin*  ^)  V  _ 
J'observe  ensuite  qu'on  a  ^^  =  1  —  -r-7 — "°  .    , .  ;  donc  si  on  fait 


SB*     f   ■*■      * 'M  «»■-■  ■■■      ■■  M     <  "t-a 


on  aura 
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•p  ^^  arc  Umg  (y/»  sic  »)  ^_  ^  ^ 


ia3 


Tout  se  cédait  donc  à  troa^er  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  Q.  Pour 

cet  effet,  f observe  qu*on  a  cos  ^  *]~  Â  <<  2A,  et  cos  f  -f-  ^  ^  2  cos  <p  j  donc 
si  on  fait 

^  *~J   (14-7*  sin»»)  A* 

Qr/ r rf^C08»8Îft*^ 

<m  aura  Q  <  Q'  et  Q  >  Q^  Or  en  premier  lieu,  laisonlJbinaifion  des  int^grakis 
PetQ'donnéCi  •+.  n)qj^V^f^y  d'où  résulte  Q'  »  -^^^  ^^  ""  ^ 


donc  on  a 


i  +  n 


OU 


7-arctang(|/»sm^); 


On  trouve  ensuite  par  l'intégration  directe, 

V  +  n)Q"=±Iog(I±i£i)-.J-arctang(v/«sinÇ))5 

ou  en  rejetant  les  quan  tités  de  l'ordre  &*  qui  n'en  produiraient  que  de  l'ordre  M 
dansP, 

donc  on  a 

La  plus  grande  différence  entre  ces  deux  limites  de  P  a  lieu  lorsque  i^ssgo^ 
et  comme  on  a  dans  ce  cas  F*(c)  =  log  t  ,  Ibg  (-"^^  =?=  ^  ^^g  ï  >  ^®'*®  diffé- 
Knce  ss  ■  ,  ■  .  i  log  a .  Elle  est,  comme  on  vok^  l^e^retksqttantités  épW 
vait  n^liger.  Ainsi  on  a  avec  une  exactitude  suffisante  ^ 

P=^7;;arctang(v^nfiin<p)-.^^F(^,^), 
ice  qm  doîme  la  fi3nction  cherchée 

il  en  résalte  pour  la  fonction  complète  |  ^ 

i6.. 
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H'=:(A+-^V.+ii-)logi B        arc  tos  (!/»). 

Ces  valeurs  dQ  H  et  de  H'  sont  celles  qu'il  convient  d'employer  si  les  quantités 
de  l'ordre  3*  sont  négligeables,  et  alors  il  n*y  a  pas  lieu  de  recourir  aux  transfor* 
mations  ;  mais  il  convient  d'examiner  particulièrement  le  cas  où  ;»est  négatif. 

Le  cas  de »=ss—  i  -f-ô*  sin*  9,  où^-^-  i  serait  de  l'ordre  i*,  ne  permet 
pas  qu'on  lui  applique  avec  succès  les  formules  précédentes,  c'est  pourquoi 
nous  l'avons  évité  par  une  transformation  qui  rend  n  positif. 

Le  cas  de  n  ±=3  -*«•  c^  sin*  6  ne  souffre  aucune  difficulté ,  si  6  n'est  pas  trop 

près  de  ^%  parce  qu'alors     .      reste  une  quantité  très  petite  ;  seulement 

dans  ce  cas,  il  (aîit  changer  l'expression  — —  ^y^^ — zl  en  celle-ci 

: — T  log  ( \  fl  .      \  Mais  si  en  même  temps  8  est  très  près  de  qo% 

le  dénominateur  i  ^- »  équivalant  à  i*  -f-e*  cos'^fl,  devient  très  petit;  ce- 
pendant tant  que  cos  â  sera  beaucoup  plus  grand  que  6,  la  fraction     ,      ou 

y  I  , — ^  demeurera  très  petite,  et  la  méthode  précédente  sera  applica- 
ble ;  mais  si  cos  G  est  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  h  ou  d'un  ordre 

i*  .  i      ^         * 

supérieur ,  la  fraction  .  cesse  d'être  négligeable.  Pour  obvier  à  cet  in- 
convénient ,  il  faut  recourir  à  là  formule  du  n°  55 ,  au  moyen  de  laquelle 
toute  fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  n  =  — c*sint0,  peut 
être  transformée  en  une  autre  fonction,  dont  le  paramètre  /i^  =±  -^  <?■  sin*  A, 
pourvu  qu'entre  les'  angles  6  et  X  on  ait  la  relation  h  tang  â  tang  A  ss  t. 

Alors  on  a  — ; —  ♦  — r->=  i%  dooc  des  deux  facteurs   nr"  »  -"t^j  i^  Y  c" 

aura,  toujours  un  plus  petit  que  b  ;  d'où  il  suit  qu'à  l'aide  d'une  transfert- 
mation,  si  elle  est  nécessaire,  l'erreur  de  la.  formule  n'excédera  pas  les 
quantités  de  l'ordre  b  y  et  parce  que  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  qui  est 
celui  de  t+n=::i-f*n's=:&,la  valeur  de  U^  devient  très  grande  et  se 

rapporte  à  l'ordre  À""%  ou  plus,  exactement  à  l'ordre  4""'  ^^6v  ^)  ^"^  ^ 

très  peu  différent,  il  s'ensuit  que  l'erreur  absolue  étant  de  l'ordre  &,  l'erreur 
relative  est  en  effet  de  Tordre  d%  ainsi  que  dans  les  cas  où  n  est  positiE 

Nous  sommes  entré  dans  ces  détails  pour  prouver  que  lorsque  i  —  c 
est  assez  :petii  pour  être  négligeable^  les  formulés  trouvées  jkhit  Et  et  H^ 
peuvent  donner  line  approximation  suffisante,  sans  exiger  de  transforma- 
tions autres  que  celles  qui  ont  été  indiquées  par  les  articles  54  et  55.  Mais 
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la  mëiliode  que  nous  allons  exposer  a  l'avantage  de  donner  une  approxima- 
tion indéfinie ,  qui  s'applique  généralement  à  tous  les  cas. 

9g.  L'équation  trouvée  n"*  gS  entre  H  et  H'' ,  s'applique  aux  deux  fonc- 
tions consécutives  H'  et  H,  et  donne  la  transformée 

H  =   ^  ia'  4-  ^^'  .  r_*£2îîf_ . 

on  aura  eu  même  temps 

et  les  coeffidens  n',  A',  B'  devront  être  déduits  des  équations 

'*— (ï  +  60'(i+/»')'      ^"~3r  "(i+y)»  (i+»0*'     A_A  -f*j^^- 

On  sait  cofl;iment  se  calculent  c',  b\  ^\  au  moyen  de  c  et  ^;  il  ne  s'agit 
donc  que  d'examiner  la-  loi  de  formation  des  quantités  n%  A%  B'.  Et  d'abord 
pour  déduire  /i'  de  n,  on  a  la  formule  .   . 


•<  •  • 


d'où  l'on  voit  qu'il  faut  &ire  abstraction  du  cas  où  Ton  aurait  n=,  •  •  • 
-—  I  -H  i* sin*  6  ;  car  si  ce  cas  avait  lieu,  le  paramètre  nf  deviendrait  ima* 
ginaire,  et  on  tomberait  ainsi  dans  une  difficulté  plus  grande  que  celle 
qu'on  veut  résoudre.  Heureusement  il  a'jr  a  aucun  inconvénient  à  faire 
cette  exception,  puisque  par  la  formule  du  n"*  54 >  toute  fonction  proposée 
de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  de  la  forme  —  i  4-  ^*  sin*  0,  peut 
être  transformée  en  une  autre  dont  le  paramètre  soit  .positif.  Nous  pouvons 
donc  nous  borner  à  considérer  deux  cas  principaux ,  celui  où  n  est  positif 
et  celui  où  n  est  de  la  forme  —  c*  sin^  0.  Dans  ces  deux  cas ,  on  peut  s'assu- 
rer que  la  valeur  de  n!  sera  toujours  de  même  forme  que  celle  de  n,  ainsi 
rien  ne  pourra  arrêter  le  calcul  des  transformées  successives. 

1 00.  Soit  donc  en  premier  lieu  /i =  —  c*  sin*  8 ,  et  semblablement  /i'  =  •  • 
-—  c^^sin*0',  on  aura  par  la  formule  précédente, 

sîn*  fl'=  i  4. 1  c  sin*  é  —  i  cos  flA(fl). 

C'est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  ç'  se  déduit  de  f  ;  elle  peut 
être  représentée  plus  simplement  par  l'équation  sin  {2^  -—  8)  =  c  sin  â«  En 
vertu  de  cette  loi,  les  angles  0,  6',  8^',  etc.,  forment  ime  suite  décroissante 
qui  s'approche  sans  cesse  d'une  limite  0,  et  qui  l'atteint  sensiblement'après 
un  petit  nombre  de  termes.  La  suite  des  paramètres  n,  7»'^  n'',  etc. ,  convei^e 
donc  de  même  vers  la  limite  —-sin^©,  puisque  d'aiUeursi  la  suite  c,  c'^  é\  etc.,, 
a.  pour  limite  l'unité. 
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En  second  lieu,  si  n  est  posidf,  soit  i  +»  =  -»^,X  étant  un  angle  très 

petit  déterminé  par  la  valeur  sin  Aes    ..         .,  de  sorte  que  si  oh  fidsait 

n  =  cot^  6 ,  on  aurait  sin  A  =:  i  sin  0.  Cela  posé ,  la  valeiu*  de  n!  sera  donnée 
par  l'équation 

et  si  Ton  fait  semblablement  l'^n!  =a  ,  ^  , ,  l'afigle  A'  se  déduira  de  X 

par  la  formule  très  simple 

sin  A'  =  v^i' .  tang  J  A. 

On  déduira  semblablement  A*'  de  A',  ^"'  de  A^,  etc.,  de  sorte  qu'on  formera 
ia  suite  des  paramètres  n,  nf,  W\  etc.,  d'après  les  iéquations  i^iizzz  ,  ^  ,^ 

I  +»"s=-r-p-if  etc. 

Remarquons  qu'à  partir  de  l'aagle  A  qui  est  très  petit,  les  termes  de  la 
série  A,  A^,  A'',  etc.,  diminuent  continuellement,  mais  de  'manière  que  les 

_    «in  A    èmx'    sm  >'       ^  -  ^r^^        '  .     . 

rapports  -r— ,  "Tr->  ""T*^?  ^^^-j  convergent  vers  une  quantité'  constante 

qui  sera  leur  limite.  En  eflfet ,  des  valeurs  précédentes  on  déduit  — tt-  = 

MUA      i  +  c  .-  %       a'     iîuA*       «îda'       i4-«'       .     T\  » 

-^7—  •  -^,  ;  on  aurait  de  même  — r#~  =  tt-  •  — i^ :?  j  etc.  Donc  après 

b      i  +  cosa'  b'  b'      i-f-oosA'  *     . 

un  petil  nombre  de  ternes sera  constant,  et  par  conséquent  aussi.  •  • . 

X  -|-/J^,  d'x)ii  Ton  voit  que  la  suite  des  paramètres  a,  »',  n",  etc.,  con- 
vei^e,  comme  dans  le  premier  cas,  vers  une  limite  qu'elle  atteint  sensible- 
ment au  bout  de  quelques  termes. 

Le  moyen  très  simple  que  nous  venons  d'indiquer  pour  calculer  la 
suite  des  paramètres  n,  n',  n\  etc. ,  lorsque  le  premier  n  est  positif, 
peut  aussi  s'appliquer  sans  difficulté  au  cas  où  a  est  de  la  forme.  «•«••• 
-«^  c*  sin*  0  ;  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer  qu'il  est  employé  gé- 
néralement dans  tons  les. cas j  et  d'après  cette  supposition,  nous  allons 
continuer  les  calculs  nécessaires  pour  parvenir  à  l'expression  de  la  vdear 
de  H. 

loi.  n  &ut  d'abord  avoir  la  loi  des  coefficiens  B^,  A**;  pour  câa,  à  Ton 
fait 

on  aura  «ucoesâreoieot 


i  B'  iB"  IB^ 
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Mais  des  équations  l  -f-  »'  sss  i'  col*  ^  A,,  i  +  n  s=  -r^,  i*  ss  — ^^. 
on  tire 

1  +  »  *  COS  A  * 

onaurasexûbIaBleiiwntA''=^^.;-'^,  *"' ==  7X^  •  7:71?  >  etc.:  donc 

I-f*»        COS  A  '^  I  -J*  7t       C08A    '  ' 

^r  ^  aB Çt+y )    g,,_        4B  (i+>^0         g,;^_  8B (^+/»'') 

(l+n)d08A'  (i4-'»)C08AcO8A'»  (l+n}oo$AGO8A'0O8A''  >^ 

'    '     IDA*  nfBii+nf') 

et  en  gênerai  B^  =  • ^  ■     ^  *'  i    ^ ^ 

(l+7l)C0S  AC08  a'.  .-.COsV*     ^. 

1  B'  -  B* 

Enfin  des  équations  A- s=.  A —  -V^  ,^  A^=A'—   !i.  ^,  etc.,  on  déduit 

généralement 

4^*  =  A  — 

ou,  en  faisant  les  substitutions, 

I+n\008A  C08A008A      '     OOSACOSAOOflA         *     C0SA00iA'...C0«;/*""V 

Ces  valeurs  feront  connaître  cette  du  coefficient  A^-f-^ qui  entre  dans 

l'expression  de  .H^.  Soit  ce  coefficient  =:  I/^  on  aura 

L^=:A4-— -^ --^ 

»    fj    .1  '        .1  4 ,  a^'  \ 

I  +»\co»A  "^omacma'  •^cosacosa'cosÂ^   **         oo«AooiA'...ee»V'~'''* 

t 

Mais  comme  la  suite  comprise  dans  cette  formule  est  divei^nte ,  il  con- 
viendra de  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cet  effet  j'observe  que  la  for- 
mule précédente  donne  ...... 

(r-f'»}0Q8ACMA'...C0(j/*  -,         '    ' 

Or  ou  a  vu  qu'à  mesure  que  fi  augmente ,  la  quantité s'approche  de 

plus  en  plus  d'une  certaine  limite ,  et  qu'ainsi  sin  X^*  est  en  général  de 
l'ordre  i'*}  donc  i— cosA'*  est  de  l'ordre  (5^)*,  ou  ^'^"'■'j  donc  ladif- 
férence  L**^*  —  If  est  une  quutité  très  petite  de  l'otdre  oftf^^y  inter- 
médiaice  entre  i^  et  i^',  mais  plus  proche  de  oe  deraisr.  Oa  aura  dotic 
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pour  l'expression  de  L^  celte  suite  fort  convei^ente 

j^        A    t       B       .  B(i— posa)    .       aB(i— CQgÂ^) 

"^         "*     I   +n  (l  +  »)COS  A  "•"(!  +»)  C08AC0SA' 

4B(i-co«aO 

•     (i  +  7»)c08AC08A'008A       '  ' 


laquelle  devra  être  prolongée  jusqu'au  terme ^ — — 

•^  (i4-'*)<»sacosa'cosa'.  ..OOSA'**    * 

inclusivement ,  si  on  ne  veut  négliger  que  les  quantités  de  l'ordre  otV*^^. 
102.  Cela  posé^  les  transformées  successives  étant 

etc. , 

on  pourra  exprimer  généralement  la  fonction  H  par  le  moyen  de  H^; 
et  comme  les  séries  sont  prolongées  jusqu'à  un  nombre  de  termes  (ju  suf- 
fisant pour  que  la  valeur  de  tP*  soit  donnée  avec  tojate  l'iexaclitude  né- 
cessaire par  la  fornkule 

il  résultera  des  substitutions  cette  valeur  générale  de  H,  où  Ton  a  fait 
pour  abréger  ,  1"=  (i  +  b') (i  H- A")  (i  +  A"). . .  .(i  4-  bf)  ,  etc.  =. .  .. 

H  =  FI/logtang(45<'+i^)-.F.-51^.S"'*"^^y"°^^^ 

+  _î_B[_:    arctaiig(V/wein^) 


■ 

io3.  Cette  formule  e  l'inconténient  d'offrir  une  suite  diveif;ente ,  et  il 
infipQtte  de  lui  doaner  une  autre  forme*  Séparons^  pour  cet  eflfet,  le  pre- 
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mier  terme  FD"  log  tang  (45* -f-^^),  et  appelons  le  reste  Z";  déwgnons, 
de  plus  par  T' la  quantité  Elîî5i  (l^l;»^  ^  ^^^3  ^^^^ 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

mais  sion  &it  pour  un  moment  A'  = .  — -,  .... , ,   on    aura 

•^  008  A      OO8A  COSA'  * 

-=7-3— -A'*     et Tr.=s — L— A'^;  donc 

Z^' _Z''=2Î~  FA**  H'^'f'^ "F  —  (  I  +  y^')T'^'"]. 

Qr  d'une  part  la  quantité  I^Â^  ne  peut  passer  une  Cjertaine  limite  peu  éle- 
vée au-dessus  de  l'unité;  d'autre  part  les  différences  i  —  cos  A^,  P*  —  T'*^' 
sont  de  l'ordre  J'*"^^;  donc  Z^"*"'  —  Z^  est  une  quantité  très  petite  de 
l'ordre  sT^^  i'*"*''  qu'on  peut  regarder  comme  intermédiaire  entre  l/*  et  i'*"*"' , 

mais  beaucoup  plus  rapprochée  du  dernier.  On  pourra  donc .  exprimer  Z^ 
par  la  suite  fort  convergente  Z  +  (Z' — Z)  +  (Z"-?-Z') +  etc.,  et  on 
aura  pour  l'expression  générale  de  la  fonction  H ,  cette  formule 

aB         I    ff    ,  ^,^arctang(t/»^Mn»0       /i+cma\  arctang (|/»sin^)"| 

4iB         i  +  b'    ff     ,  |, ,^ arc taiig ( \/n' «în^*)      /i+cwA^^- aretang( v'>/»ip»')~| 
"i+ÏÏSosAcMA'U''*"*^  ÏTrt*  ""^       ;      J-  pn'  J 

8B        i+y.i  +  fc*   r,    ,  .^  arctang (V[^inO      /i  +  ^A  arctoPR(V'»'««P»*)"1 

~r+ïï'oosAc<MA'cojÂ'L^*'*'^  i/»*  \       â       ^ V^n'  J 

■^  etc. 

Cette  formule,  fondée  [sur  celle  que  nous  avons  prise  pour  valeur  de  H^, 
suppose  que  l'angle  ^  est  toujours  moindre  que  la  limite  donnée  par  l'équa- 
tion cot  ^  =s  Y^b^.  Lorsque  ^  est  égal  à  cette  limite ,  ou  qu'il  en  est 
seulement  approché,  la  valeur^ supposée  de  IF*  est  exacte  aux  quantités 

prés  de  l'ordre  6^y  et  alors  il  &ut  prolonger  la  série  qui  donne  la  valeur  > 
T.  I,  17 
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de  H,  jusqu'au  fi*^^  terme  "^  ,  etc."  înclusivemfflt.  Dans  te   cas  où 

^  sera  éloigné  de  la  limite  dont  îl  s'agit,  ce  qui  arrivera  lorsque^  n'ex- 
cède pas  go^y  covune  on  peut  toujoiu»  le  supposer ,  on  pourra  ne  calculer 
la  série  qucr  jusqu^au  terme  (j^— *i)''*^  incfaiâyement,  et  le  résultut  sera 

toujours  exact  aux  quantités  près   de  l'ordre  ^. 

Pour  déduire  de  la  formule  générale  la  valeur  de  la  fonction  complète 
H*,  on  pourrait  feire  f^s^gp^^  et  prolonger  I»  sétie^  «omnae  il  vieni  d'être 
dit,  jusqu'au  Cfe—  i)''"'  terme  încfaisivemeiit.  Mais  il  est  plus  simple  de 

fykei  Ç55R2'*"'^  -  —  ^f^^^'JC  y  ce  qui  donnera  successivement  ^f  =  a^*"^*, 

(p" £=  a'^'^TT (p^"'  =ï ''f ,  cot  (p^  =3  v/i^.Xhi. parvient  ainsi  à  la  limke 

des  valeurs  de  ^,  et   en  négligeant  les   quantités  de  l'ordre  V^j  on  aura 

sin^=t,  l«e*»»ft(4^.**+i^)=i^[(^)3i  ^*  V^T  ^^  aubslitution  de 
toutes  ces  valeurs,  on  trouve 

2A^«H'j3B«I/'  »lm  4       ar-*B  i+y.i4^»...ï4^-'  arctangt/i/'-' 

'*^ft"       »+»*  cosxc<w;i'...co»y^*  ■        1//!^' 

Mfetis  les  quantités  i  — •cos  ^^',  /i^—  /i^*'  sonf  de  Tordre  3**,  et  par  co»* 
séquent  n%irges^les;*on  a  donc  plus'  simplement 

L2^    ^ô'*      1+»»  ««^  ««^        cw>/*-^         V'^*~"      J 
formule  Qii  il  fiuidca  substituer  la  valeur  connue  de  1/  et  celle,  de  F=: 

Telles  soMt  les  formules  les  plus  simples  par  lesquelle»  o»«  poirer» 
eiJculep  W  valeurs-  des  fiMicCions^  â  et  H^,.  lorsque  la  moflnle  a  est  ex- 
trêmement près  de  Funité  ;  elles  donneront  tel  degi*é  d'approximation  qu'on 
voudra  obtenir ,  en  prolongeant  suffisamment  les  séries  qui  les  composent. 

io4<  Si  on  compare  maintenant  cette  seconde  méthode  avec  la  pre- 
mière ,  on  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  celle-ci  n'est  sujette  à  au- 
cune exception ,  et  qu'elle  n^exige  ni  cottsid!erat9efi9  de  Kaifes,  ni  fratis- 
formalÎMis  ;^  il  esl  done  préfln^le  c^eivpfoyev  la  premiàre  mértwAry  oiéate 
dana  le  tts  où.  «  senît  fiasi  ptèsi  dk  L'uiiité^  f\i&(fiÛQit%  cetie  métbodlB  a'a 
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d'autre  inconwiiient  que  celm  d'employer  qadques  termes  de  pliu^  et 
le  nombre  de  ces  ternies  ne  peut  jamid^  être  Jmq  ^and. 

Nous  remarquerous  encore  qu'on  peut  simplifier  à  quelques  égards  les 
formules  de  la  première  méthode,  en  employant  des  angles  subsidiaires 
X®,  A*®,  X^  etc.  pour  calculer  tant  la  série  des  paramètres  »•,  »•**,  etc., 
que  celle  des  quantités  A:,  k?j  k?^y  etc.  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons 
pratiqué  dans  la  seconde  méthode.  Pour  cet  efièt  on  aura  les  formules 
successiTCs 

1+/1     =zb     cot^A^  tangiA^     -5y/(-i_), 

etc.  etc. 

d'où  l'on  déduit 

Ar    =  -7-^ —  cos A* '     .    o  —  r-r" ^os A*, 

*•  =  -T^-r  cos  A*^ TTr"5  =  inr-  cos  A^cos  A*% 

>*••  =  T î:-5r  cos  A***  ..,.•••  rrr^SK  "^rr-"  cos  A^  cos  A^*  cos  A»^% 


etc.  etc. 

Enfin  ft  l'en  bit 


*^-T 


À"  =  A4-7^(i+7CosA»+^cosA»cosA**.  . 
+  —  cos  A*  cos  A**. . .  cos  a'*), 

r 

et  qu'on  prenne  toujours  K^  =  (i  +  c*)  (1  +  ^•) .  • . .  ( t  +  ^ ,  la  valeur 
de  H  sera  •  .  - 

—  etc. 


•  • 


.  i33  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

.  La  lioiite  de  n^ëtant  zéro.danstous  les  cas,,  celle  de  sinX^sera  i^,  et  par  con- 
séquent celle  de  cosX^  sera  c^.  D'où  l'on  voit  combien  cette  soiteest  con- 
verçente. 

CHAPITRE  XXIII. 

Réductions  générales  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce  ;  on  en  conclut  que  les  fonctions  complètes  de  la  troin 
sième  espèce  peus^ent  toujours  s  exprimer  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 


io5.  Oi  l'on  différencie  par  rapport  à  n  chaque  membre  de  l'équation 

J  (i  -|-i»8m*f)Â' 

or  par  la  formule  du  n®  9  on  trouve,  en  fidsant  a  =  (i  rf-»)(i  +  -^Y  ••• 

Combinant  ces  deux  équations  entre  elles  y  et  observant  qu'on  a 

«•/(i  4- » sin*  ^)  5  ==  (c*  +  ») F—  »E, 

on  parviendra  à  l'équation  suivante,  où  l'on  ne  doit  régarder  que  n  comme 
variable  dans  II  et  dans  a, 

inrfx+«um=-ic'F.^~i(F~E)J+|Asin^oo8^.^q:^^. 

t 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  oT^  et  intégrant,  on  aura 


Il  fiaiut  maintenant,  pour  effectuer  Içs  int^rations,  considérer  suocessÎTe* 
ment  les  trois  cas  de  l'art  53. 
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Phexiba  cas,  /t=:col*6. 

.  106.  Alors  on  a  ii!a  ==— ^^^dS,    }/ass  -r--^^,  et  Féquation  géné- 
rale devient  '     '  > 

4Çi^  n  =  c-F  jT-;?^^  +  (F- E)  r^ 

./*  <fl008Î9 

^         ^  j  (sm*0  +  8in*9  oos^ô)  ù  {bfi) 

L'intégrale  /    ^.  vt  est  représentée  à  Tordinaire  par  F(i,  fl);  et  suivant  les 
réductions,  conpues  |  on  ja  : 


h 


A§W( 
oos 


enfin  si  Ton  fait  pour  abr^isr  cot'f  s=  vl^  l'intégrale 

A  sin  f  oos  <>/(,fa,>e  +  ^^rc^i)  A  (ft,  I)  PO»^  8«  décomposer  ainsi  : 

•  *Ja(6,  0"*"smf  cosç/(i  +  ii'»m*«)A(ft,  0' 
et  sous  cette  forme  elle  peut  être  représentée  par 

_iiïïLfF(*,^)4---#-^n(/»' *,ô).      ;,, 

Substituant  tontes  ces  valeurs ,  ^t  .d^îgiPant^  pour  plus  de  clarté ,  par  •  •  •  • 
n(»,  c,  ^) ,  A(c,  ^),  F(c,  ^),  E(c,  f) ,  les  fonctions  II,  A,  F,  E;  on  aura , 
pour  le  premier  cas ,  la  formule  générale  qui  suit  : 

'('•^n(».,,»)+^>-n«J,«) 


*)+ëi  *("'  ♦)  ^f**  «)  r  '         ^'"^ 


sin  600s 

l  +  F(c,(p)F(«,e)-F(c,<p)E(*,ô)-'E(c,^)F(A,fl). 

p 

La  constante  G^  ajoutée  à  cette  formule,  pourrait  4tre  fonction  de  9,  puis- 
qu'elle résulte  d'une  intégration  où  (p  a  été  regardée  comme  constante; 
mais  comme  la  forme  de  l'intégrale  est  telle  qu'on  peut  permuter  entre 
elles  les  quantités  ^  et  6,  pourvu  qu^on  fasse  de  même  la  permutation  entre 
c  et  & ,  il  s'ensuit  que  C  ne  contient  ni  8  ni  (p ,  et  qu'ainsi  G  est  une  con«- 
stante  absolue. 
Pour  en  déterminer  la  valeur ,  prenons  un  cas  particulier,  et  supposons 


\ 
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à  la  fois  ^  et  0  infiaiinent  petits.  Cette  supposition  donne ,  en  rejetant 
les  infiniment  petils  du  second  ordre  î*  (*,  ?)  =E  (c,  ç)  =  (p,  F  (i,  6) 

=  iï£i^l^^±f2  — flarc  tang|,  et  semblablement O  (»',  *^«) 

=  Ç  are  tang  -.  SubstiltianC  toifteg  ces  valeurs  |  il^  viendra 

C  sBare  tang^  -\-  arc  tang -=?:  x''^'* 

107.  Si  l'on  veut  appliquer  la  tprniule  (^f)  au  cas  où  <|r=^~^,  il  fiait , 
pour  éviter  les  quantités  infinies  qui  se  rencontrent  dans  les  deux  mem- 
bres, faire  ç=z^7r^^e^j  et  supposer  e^  infînidient  petil.  On  aura  ainsi 
n'  =:cot*^  =  tang^û»  =  ai*  ;  et  pui3qye  nf  est  infiaimeok  petit ,  la  fonction 
n  (/^',  b ,  fl)  s'exprimera  de  eelle^manière 

nr  '  A  An  —  r  d»  _  ^   S  ;  rdÉsurt    . 

on  aura  doQC  ...  :        * 

d'où  l'on  voit  que  le  premier  mepibre  se  rédqit  à  zérOy  lorsqu'on  fera  0^=0^ 
et  qu'ainsi  la  supposition  de  9=7  "^  donne  cette  formule 

Toutes  les  ïbïs  donc  que  le  paramètre  n  est  positif,  la  fonction  com{)Jiéte  de 
troisième  espèce  TV  {nye)y  pourra  toujours  se  déterminer  par  des  fonctions 
de  première  et  de  seconde  espèce,  <6aY0iry  par. Im  {ouatÎQni^  complètes 
F'  (c)  I  E'  (c)j  qui'  se  rapportent  au  module  c,  et  par  les  fonctions  non 
complètes  F(&,  6)  E(^,  ()^  qui  9e  rapportt^nt.au  ^ttoduje  complëoien- 
taire  b^  et  dont  l'amplîtiiKEliei  ft  siBi  4édilit<  dm  paj;avifiljr0t  n^par-  l'c^alpoa.  •  •  • 
cot  fl  =  ^n. 

Ce  thëorème  est  très  important  dan^  la  théorie  des  (onctions  elliptiques , 
^         et  son  usage  sera  d'autant  plus  étendu ,  que  dans  beaucoup  de  problèmes 
de  géométrie  eu  de  mécanique ,  qui  dépendent  des  fonctions  elliptiques,  on 
n'a  souvent  besoin  que  des  intégrales  définies  ou  complètes.  Nous  en  donne- 
rons ici-après  diverses  applications. 

ïo8.  Si  dan9  l'équation  {K)  on  met  —  à  Id.placQ  de  «j  et  qu'on 
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sBCpL'A  ^  «fiik  de  ÉiMtM  eo.  meoie  tcmim  X  tin  lîata  de 

*  a  * 

—  F»  (o)  E  (*,  A)  —  E*  (c)  F  (i ,  A). 

Maïs,  en  vertu  de  l*ë(faatîoa  <;*£=:  a  cot'A  ou  £  tang  9  tang  A  =:ï  i ,  qui  se 
rapporte  au  module  J,  ou  a  (n*'i8)'!lf  (i,  d) +F(i,  X)  =  F' (*), 
E  (*,  6)  4-  B  (*,  A)  =sî  E»  (b)  •+-  î>»  sio  X  sîu  d  j  on  a  en  même  temps 

sm  Asai*rTir*-s»    ooa  Aaa  ■■'>.  '  ;■; .     **  (y.  a)  ats  VA'"^^  <     -f  >  ■  •'■. 
ACoTO  ^(*>*).  û(*j*)       sinAcosA* 


V'»- 


*  >      • 


Ajoutant  donc  Téc^uation  précédente  avec  Féquation  (^),  et  obser- 
V9Qt  ifs^  d'«{Hrèft  la  fonMile  du  n*  5o  ^  on  a  II'  (n^  <r)4»II'  T-i  dj 

=  F'  (c)  +  — j-  ,  on  troute  que  les  angles  9et\  disparaissent  enljèreûien' 

du  calcul ,  et  qu'il  reste  entre  les  fonctions  complètefr^  pour  Us  modules  c  et 
bj^  cetta  relation  :  , 

1  «rP  (c)  E»  (^)+  P^(^)  E^(e?)  -  F'  (<})f'(h) , 

ce  qui  est  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  l'art  45. 

lOQ.  Puisqu'on  peut  exprimer  la. fbncîioQ  compléta  FI'  (n^  c)  par  des  fonc- 
lions  de  la  première  et  de  la  seconde  çspèce^  on  pourra  exprimer  de  la 
même  manière  toute  fonction  non.  complète' Il  (a^  c^  ç)y  dont  l'amplitude 
^  est  telle  qu'on  ait  F  (c,  ^)  =  A  F*  (c),  A  étant  un  nombre  rationnel.  En 
effet  j  si  cette  relation  a  lieu  ^  il  suit  des  formules  démontrées  ci  -  dessus . 
qu'un  a  ÏT(«,  c,  ^)  =  ^'(7i,  ^)4.W,  W  étant  une  quantité  délérmï- 
uaÙe  par  «cS|de  cercle^  Dodc  îl  jr  &  mm  nfiiiilé  dç  «as  de  la  itBctxok  13^ 
dont  le  paramètre  est  à  volonté  ^  pourvu  qu'il  soit  positif,  pourra  se  réduircf 
aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  secondeespècejet  ces  câs'àont  (ïeter- 
nniiés  fat  tta  symptôme  général. 

,  Etant  doDod  l'am^tude  <p^  on  peoL  trouver  par  un  calcul  assez  simple  j| 
si  la  condition  dont  on  viçnt  de  parler  peut  être  remplie,  c'est-à-dire,  si 
hi  fonction  F(^)  est  dans  un  rapport  rationnel  avec  la  fonction  compïèle  I^. 
Il  faut  pour  cela.  ôdlcuTei*  fa  valent  apptOch(fe  dé  là  fonction  F(|p)  par.l^ 
méthode  dfe  y  article  6g.  Lorsque  aura  déterminé  l'angle  ♦,  limita  des 

angles  ^.  -ryir^  etCy  il  faudra  enmkiAr  jsijoette  fimite  4h  est  avec  l'anide 
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droit  dans  im  rapport  à  k  ibis  simple  et  très  rapproche.  Si  le  rapport  était  on 
peu  composé,  il  n'y  aurait  lien  à  aucune  réduction,  attendu  que  la  réduction 
exige  que  le  rapport  soit  exact,  et  que,  pour  peu  qu'il  fût  composé,  l'équa- 
tion qui  détermine  sin  f)  serait  d'un  degré  très  élevé ,  ce  qui  rendrait  peu 
probable  que  la  valeur  donnée  de  ^  satisfit  à  cette  équation.  Mais  si  le 
rapport  dont  il  s'agit  est  exprimé  en, nombres  simples  et  qu'il  paraisse  au 
moins  fort  approché,  il  y  aura  lieu  de  croire  qu'il  est  exact^  Alors  on  s'as* 
surera  par  les  formules  rigoureuses ,  si  la  valeur  donnée  de  sin  ^  répond  au 
rapport  k  trouvé  entre  F(c,  fp)  et  F*  (c),  ou  entre  4  et  f  ^*  Lorsque  cela 
a  lieu,  on  trouvera  également  par  les  formules  rigoureuses,  la  valeur  de 
W  qui  donne  II  (n,  c,  ^)  =  Arll'  (/i,  c)-|- W;  ainsi  on  pourra  déterminer 
Tl(n^CjÇ)  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  secondé  espèce. 

La  méthode  qu'on  vient  d'indiquer  n'est  autre  chose  que  la  méthode 
d'approximation  par  laquelle  on  évalue  la  fonction  de  première  espèce. .  •  • 
T(c^  f).  Mais  on  peut  pour  le  même  objet  employer  une  autre  méthode 
qui  paraît  conduire  plus  directement  au  but,  sans  qu'il  soit  besoin  de  for- 
mer l'échelle  des  modules. 

Étant  donné  l'amplitude  ^,  on  calculera  successivement  les  amplitudes 
<Po  <P3,  <f>4y  etc.,  qui  donnent  F(^.)— 2F((p)>  FCl)|)=3F(ç) ,  F(^4)=4F((p),etc.j 
c'est  ce  qu'on  fera  par  les  fomïules 

tangi(p,  =.Atang(p 
tang(i  (ps -f-i  (p  )  =  A  tang  (p. 
tang  (i  (P4  +  ^  (p.)  =  A  tang  ^, 
tang  (i  95 -f- i  (Ps)  =  A  tang  (p^ 

etc. 

< 

Il  est  évident  que  si  l'angle  ^  est  tel  qu'on  ait  F  (c,  f  )  .=  A:F'  (c),  k  étant  un 
notnbre rationnel-^  il  y  aura  nécessairement  dans  la  suite  fa,  fsi  ^d  etc., 

un  terme  Ç),  tel  que  (p^zszfjL  .-^  c'est-à-dire  qu'on  devra  rencontrer  dans 

cette  suite  un  terme  f ,  qui  soit  multiple  de  l'angle  droit»  Et  comme  d'ailleurs, 

par  les  raisons  que  nous  avons  exposées,  le  rapport  -  devra  être  exprimé 

en  nombres  asse^  simples ,  on  n'aura  jamais  qu'un  pçlit  nombre  de  termes 
à  calculer  dans  la  suite  f.,  fs,  ^4,  etc.,  pour  reconnaître  si  les  fonctions 
F  (f)  et  F'  s^nt  commensurables  entre  elles,  et  par  suite  si  n(/ï,  c,  f)  peut 
se  mesurer  par  n*  (/»,  c).  .  , 

1 10.  Pour  revenir  à  l'équation  (i'),  nous  observerons  que  cette  équation 
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^emra  en  gënëral  à  détennlner  Tune  des  foDCtioDS  U(nj  c^  ^),  Ti{n\  b^  (), 
par  le  moyen  de  Fautre  supposée  connue.  Ces  deux  fonctions  ont  des 
modales  cooiplémens  l'un  de  l'autre,  et  leurs  amplitudes  se  dé  luisent  réd'- 
proquement  de  leurs  paramètres  par  les  équations  n=:  co'*  ( ,  i»'=  cot'f. 

Supposons  que  *FangW  A ,  déduit  du  pwamètre  n  y  soit  tel  quW  ait  F(^,  fl) 
=  A:F'  (&) ,  k  étant  un  nombre  rationnel  ;  on  aura  par'  les  propriétés  con- 
nues, E  (3,  J)  =  *E'  (A)  +  V,  et  n (//,  i,  9)  =  *n'  (/»',  b)  H-W,  les  quan- 
tités y  et  W  étant  déterminables ,  la  première  algébriquement ,  la  seconde 
par  arcs  de  cercle. 

Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i^),  et  qu'ensuite 
on  mette  pour  n'(nV  b)  sa  valeur  déduite  de  la  formule  (A/),  on  aura,  après 
les  réductions ,  ce  résultat  très  simple 

■  ■    :      -'"<°.»)-a^- 

D'où .  l'on  voit  que  la  fonction  n  peut  alors  se  réduire  indéfiniment  aux 
fimetions  de  la  première  espèce,  et  la  seule  condition  nécessaire  pour  cette 
réduction,  est  que  le  paramétre  n,  représenté  par  cot*  A,  soi^,  tel  que  le 
rapport  de  F(i»,  fl)  à  F'(&),  soit.nitionneL  Ainsi  nous  avons  encore  pour' 
ces  réductions  uu  symptôme  général  qui  comprend  une  infinité  !ie  cas  par- 
ticuliers. 

Le  cas  de  7f  =  c  qu'on  ajsésoli^  n*  ^Qy  ^^  compris  dans  le  sympt^e 
général,  puisqu'on  fiiisant  cot*  fisse,  la  valeur  4e  0.' qui  en  résulte,  est 
celle  qui,  appliquée  au  module  5,  donne  F  (5,  0)  =  ^  ^'(^)-  Aussi  en  fiiisant 
A:  =  y' et  sd»tituant  les  valeurs  de  V  et  W  qui  son^  y  a=s  i(i  — ..  ^?),  W 

on  retrouve  la  formule  •      .    ,     .      \r     il-: 

n  (c)  =  i  F  H- -if- arc  tang .  ^i±^iîî2[f. 

.     ;        SÇCOHI)  CAS,  H  =  -^,  î  +  i'  siu*  •. 

,111.  On  aura  dans  ce  cas ^ ss a Jaù  (A,  ^)>V^^yt\l^^  et  Péqua^ 
lion  générale  du  n*  io5  déviend^ 

T.  L  i8 
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•  •  f  «  • . 


=?  ^È  (^  »)  r- ri  .^^^^•  de  i4o8  en  faisant  *•  tang- f  =s  n^ 

donc  en  disant  toutes  ces  substitujUons  on  aura  pour  le  second  cas  ^  la  for- 
mule générale 

*«8illlC0s9,„,  .        -.,       ,,         (     ^(«''♦^    [n(B^&,l)— C08'tfF(ft.O]  ]/»\ 

^'  ^  •       /+F(c,f)FC*,0-E(c,<»)FCi,0-F(c,rtE(5,0) 

On  n'a  point  ajoute  de  constante  ^  parce  qu  en  faisant  0  z=:0|  les  deax  mem- 
bres s'évanouissent. 

112.  Si  on  veut  Savoir  ce  que  dmme  -  cette,  equatkui  lorsque  ^  =  ^:ry 

il  faudra  trouvçr  ht  viddipr  de  -.  ^  \,  n(n\byt)  k  cette  limite  :  el 
pour  cela,  il  ihut  d!M>Ord  «upposer  ^=^:7r^-^»,  »  ëtaat  infiniment  petit. 
Or  pufeque  V î=  *"  tang*^ :s=  ô»  cot^â^,  il  en  résulte  -7 sss  taiig*c#,  et  la  f<Mrr 
mule  dû  n^  49  <looïié 

ii(»:;i,»)*n(.»6V.^.)=F(i.0-l-$|fS*««uag;j|i^J^|y; 

Mais  et  étant  infiniment  petit,  on  a 

•  ' 'nCtaDg*»,A,8)arF(*,»)— Mtang»*,-     • 
M  étant  ui^e  quantité  £pie^  donc 


sm  f  oos  ^      \    7    7    /  3|q3ç  •  D    sm^  cos  ^  i^  (6j  I) 

La  second  méiôLre  se  réduit  à  ^^r  lorsqu'on  fait  ^£=^^^  donc  on  aura* 
pour  déterminer  fl*  (tï,  c),  l'équation 

-:É'Cc)r(5,#)-p(c)E(*,fl)  J      ' 

d^ûÀ  l'on  voit  que  la  fonction  complète  de  troisiditie  espèce  !!'(«,  c), 
s'exprime  généralement  par  des  fonctiona  de  la  première  et  'de  la  seconde; 
espèce. 

Nous  observerons  que  les  formujé^  (IT)  et  (niT)  auraient  pu  aQ.déduire  de 
celles  qui  oiit  été  données  art,  54  y  106  et  107;  mais  il  n'était  pas  inutile 
de  Élire  voir  comment  on  poi^v^t  j  parvenir  directement. 


<  Lé  fispcimi  -fiOA  iMlnqplète.n  (/ii^^,  f^):'»'^pmeiYi  de  xu^e  par  di)». 
foRCtions  de  la  preniière  et  de  la  seconde  espèce  ^  s}  l'amplitude  (p  est  telle 
qu'on  ait  F  (<? ,  ^)  =  kt^  (c) ,  k  étant  un  nombre  rationnel.  Car  alors  on  a  ' 
n(»,  c,  f)r=:*n'(»,  c)^-!^,  W  étant  une  quantité  déterminaKle  par 
arcs  de  cercle.  i  -    . 

1 13.  Supposons  que  l'angle  0;  déterminé  parle  paramètre 

j»:i;ib— »i+^*^*^9^ûit  tel  que  pour  le;inoc}ule3onait  F(^,  0)=sAF'(^)i 
k  étant  ratiotiuel;  alors  on  aura  par  Ips  propriétés  conniies  n{n\  h^  0  ) 
=  An*{/i',  i  )-f-W^  W  étant  une  quantité  détermioable  par  des  arcs 
de  cercle.  On  aura  en^  même  temps  E  (4 ,  fl)  ==  kf?  (h)  -f-Y,  V  étant  lûie 
quantité  déterminable  algébriquement.  II  suffira  donc  d'avoir  la  valeur  de 
n*  (»',&)  où  roii.ail'  =  4*tang*ç:    .;/ 

Pour  cet  elTét,  j^observe  que  la  formule  du  n*  5o  donne 

.  n'  K  h)  +  n'  (col-  ^,.&)  =  P  (5)  4-  '-^^ s 

floswtè  par  la  foiimule  de  Fait.  1 07 ,  on  a 

^'•*'.\    -,&<i)F(c,  ip)-F'<»)E(o,»)-       S 
]faisaat4oute»/Ces aubstitulîoQ^  dM3 Téquatioa  {l) etréduisant^  cm  aura" 


Poa  Toit  ({fie  k foneûonr.de  troàsième  espéee  Tl{n^Cy  0 )  se  réduin 
indéfiniment  à  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  9);  et  la  seule  condi- 
tion nécessaire  pour  cette  'réduction ,  est  que  Fangle  %  déduit  dti  J^ara* 
mètre  »s^~iH-^«wi*  '1  ^  tel  qu'on  ait  F  {l^  0)  siF'  (4),  it  étant  un 
rationnd. 


Ainsi  dans  le  cas  de  nr=  —  c,  où  l'on  a  sîn'O  = — ; — ,  cette  valenr  <k 

t  est  celle  qui  donne  F  (i ,  ^  :^  7  F*  (3)  ;  la  réduction  e^  donc  possible.  On 
tiouve  ensuite  par  les  formules  du  n®  60,  V=  t  (*  "^^^  Wts:^ 

^^*^ *  arc Ung  ■  ■  "^  ^^  ^"tf  ^  ;  et  fittbfttituant  ce#  vakiur^  dans  la  iM^uik 
«leTairticle  précédent  ^  oa  eu  tirQ^ 

ce  qui  s'accorde,  ay^  la  formule  (kin^  49^    .' 

Il 4*  Si  dans  l'équation  (f)  on  fait  n  =  -^ c^  ou  0  s±~7r ,  on  trouvera 

18.  • 
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encore  la  même  équation  qu'au  n^  Sx.  Mais  si  on  &it  nsas  -—  i  *4*  ^^j  ^ 
ëtant  supposé  infiniment  petit,  on  aura  sin  0  =^,  ou  t  =^,  et  la  substi- 
tution faite  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  «  donnera 

Telle  doit  donc  être  la  valeur  de  Fint^rale  jz —       ,  ^  '  >  ^  a  >  lorsqu'on 

suppose  û^  infiniment  petit  et  ^  =  ^^. 

Pour  vérifier  ce  résultat  par  l'intégration  directe^  j'observe  que  b  étant 
la'  valeur  de  A  lorsque  ÇssjtTj  on  peut  faire 

La  première  partie  a  pour  intégrale  7-  aie  tang  (  a  tang  ^  ) ,  et  en  &i« 

saut  Çssz^TTj  elle  devient  j-*  La  seconde  partie  se  décompose  en  ces  deux 
autres 

J  COB^f  \à  V^  J  COS'* (C08>  +  m^ sîn'^)  \h  A  /* 

Or  en  intégrant  par  parties  on  a  T  ss  tang  ^  (^  ""  D  "*"  ^*  /       **"  ^ 
expression  dont  le  premier  terme  tang  ^  [J^  —  i^  c=  LJZ—LiîS-f  , , 


3 — 9 


V  A 7a  -Ta^  '  ^'^^^^ouit  lorsque  9  =  ^  ^;  donc  on  a  simplement • 


•  •  • 


Nous  avons  déjà  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  II*  (  n ,  c)  ; 
un  troisième  terme  serait  donné  par  l'intégrale  Y  qu'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

J  (cos*f +#»sm»^)  (&+A)*A  > 

et  en  procédant  de  la  même  manière,  on  trouve  que  le  premier  terme  de  Y, 
développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  o^,  est  en  même  temps  le 

premier  terme  de  l'intégrale  plus  simple  «►•  / ""ïTT — ,    [!^  f  ♦  «^n  j  lequel  a 
pour  expression  -p  •  -•  Réunissant  toutes  ces  parties ,  on  aura 
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TROisiftMC  CAS ,  n  =:  —  e*  nn*  t. 

II 5.  La  rabftiitatioxi  de  cette  valeur  de  n  dans  l'équation  générale  du 
n*  ïa5y  donne 


^;A(c,>)n=(F-E)r^^~FA,,f,  ,, 

+  A  sin  9  cos  ^  //- — ^  >  «^  '    «^N  A  r — ù\- 


/i 


Dans  cette  formule  et  dans  toutes  celles  qui  eh  seront  déduites^  les  fonc- 
tions A,  F,  E,  étant  toujours  relatives  au  module  Cy  nous  n'y  joindrons 
que  la  désignation  de  l'amplitude,  c'est-rà  dire  qu'au  lieu  de  A(c,  0),  F(^,  0), 
£(C',  fl),  nous  écrirons  simplement  A(t)^  F(0)/E(O).  Cela  posé,  on  a  par  les 
fi>nnuIes'connues ,  . 

et  si  l'on  fidt  n' s= — c*  sin*  ^ ,  on  aura 

\ — f  ?'°'* .  ,^ .  J"  —  ^_  rn  (»',  •)  -F(«)]. 

I  —  c*sin*f  sin'fl     A(l)        fin*.*  l    \    >   /  v  yj 

Donc  la  formule  générale  pour  le  troisième  cas^  est 

cotOA(«)[n(»,^)--F(^)]Œcotf  A(^)  [n  («',•)— F  («)] 

-HE(«)FC?)-F(«)E((p) (nj. 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante ,  parce  que  la  forme  de  l'équation  fait  vcÂr 
que  si  on  change  ^  en  0  et  réciproquement,  la  constante  devrait  changer 
de  signe,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  nulle. 

1 16.  Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  ^  =  |  tt  ,  on  aura  immédia- 
tement 

n«(»)=P4-^'|T'E(«)~E'FcJ)] (pr 

Ainsi  dans  le  troisième  cas ,  comme  dans  les  deux  premiers ,  la  fonction 
complète  de  troisième  espèce  II'  (/i),  s'exprimera  toujours  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

n  en  est  de  même  de  la  fonction  non  complète  II (it,  c,  f )  ou  II  (/i,  ^) , 
ai  l'amplitude  ^  est  telle  qu'on  ait  F  (ci)  ==  *F',  *  étant  un  nombre  ration- 
nel; car  alors  on  aurait  H  (n,  ^)  =  AU*  (i»  )  -f-  W,  W  étant  une  quantité 
déterminable  par  logarithmes.  - 

11  est  remarquable  que  les  formules  (n')  et  (p^)  qu'on  vient  de  trouver 
pour  le  troisième  cas,  sont  plus  simples  que  les  formulée  analc^es  pour 
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le  premier  et  le  second -cas,  puisqu'elles  ue  contiennent  point  les  fonctions 
F  et  E  relatives  au  module  complémentaire  b. 

Remarqnpds  encore  ^e  la.  valeur  de  II'  (n)  aérait  '  iodétàwiiiée ,  si  on 
avait  9  =:  ;  ^  ou  n  3=  -—  c*.  Mais  alors  on  a  généralement  pour  taule  VlU^ur 

et  par  conséquent  loxsque  f  .=q;  ^  ^,  on  a 

•         - 

117.  Revenons  à  la  formule  générale  (/»'),  et  supposons  que  l'angle  8, 
déduit  du  paramètre  »  =:  —  c*  sia'8,  sojt  tel  qu^on  ait  F  (fl)  =  *F*,  Arrêtant 
radonnel  ;  on  aura  alors  E  C «  )  =: *E*  +  V,  et  H  («',  0)  =  *n^  {nT)  +  W, 
y  étant  ime  quantité  détenninable  algébriquement ,  et  W  étant  détermi- 
nable  par  logarithpÉes.  Ces  Valeurs  et  celle  de  la  fonction  Il'^n')  tirée  de  la 
formule  (p')  étant  substituées  dans  l'équation  (nQ,  il  en  résultera 

D'où  il  suit  que  la  fonction  n(/i^  ^.)  pourra  être  ramenée  indéfiniment 
aux  fonctions  de  la  première  espèce  y  si  le  paramètre  satisfait  â  la  condition 
mentionnée*  Nous  avons  déjà  drânë  (n*  97  )  nu  symptAiyte  <einhtij)fc  4a  > 
réduction  9  mais  celui  qu'on  vient  d'indiquer  est  beaucoup  plus  général. 

nt ,  parexempie,  fi=a  —  fl|-A~s  —  c*  mu*  6,  on  aura  sinf  •  a=  T^TJ  > 
ce'qui  donue  F  (0)  =  7  F*.  On  a  alors  par  les  formules  du  n*  60 , 

V    >    y        a       \    y   ■    4^cofl^  ^\û  +  C' — A)8in^co8#y' 

d'où  résulte 

ee  qui  i^aocordé  avec  la  feroiulé  du  n*"  55, 

î^ous  terminerons  ces  recherches  par  une  ohaervation  géoinile;  c^eik 
que  toutes  les  fins  que  h  fimction  de  troisième  espèce  n  «A  réda(^tîbletndé- 
finiment  aux  espèces  ioférieures ,  elle  est  toujouni  réductible  à  la  fmmkm 
espèce ,  c'est-à^diie  qa^elle  s'^piime  par  la  seule  fbnôtion  F  (o^^  U  nfy  m 

d'exception  à  cette  règle  générale  que  lorsque.  fiss«««c*,  et  iotaqnt 

i»5S~*  I ,  sèiiia  cas  où  là  £bttclîoQ  de  aeeonde  e^èee  £  (1^)  entre  daasl^ex- 
previon  de  II,  moà  qa^on  le  ?oit  par  les  forénuka  dq  u*  5f  • 
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^ll0flMltiMIMI0tl/lllÊ0tlÊI/IN>/lttlM'M^^^ 


CHAPITRE  XXIV. 

Réduction  générale  des  fonctions  elliptiques  dont  le  paramètre 

est  imaginaire. 

on  p  s=V      r.  ,  T^  )  C  ^*^'^*  ^^  coefficient  constant,  on  aura 

'eir  différeQCÎant  et  introduisant  ua  second  coefiident  constant  Ây  Pëqnatioii 
générale 

dp       _d»     I  —  (a  -f  ô  smV+  (i  +  aÇ)  c* sîn^» ~ Çç* sm^^ 
1  4-  jtp»        A  •  (i  4-  ^  sin**)»  (i  —  c*  sm'(p)  +  it  aioTç  (i  —  sm^) * 

Pour  opérer  le  développement  du  second  membre ,  oii  suj^potera  que  son 
dénominateur  soit  le  produit  des  trois  facteurs  (i  +nûa*ç)  (i  *f-n'sin*^) 
(i  -f-  m  sin*^) ,  ce  qui  donn^a  les  trois  équations  de  condition^ 

Gela  poaéy  côBnaùenpfc  les  deux*  paramètres  n  et  n',  on  pourra  par  ces 
é<iualions  déterminer  le  troisième  paramètre  m  et  les  deux  coefficieos  ^  et  JL 
Et  d'abosd  on  aura  pont  déterminer  ^y  l'équatioa 

d'oJi  l'on  déduU 

Ensuite  on  aura  m  et  i!^  par  les  équations 

'  '    '  -^  -  • 


mas-' 


A=— Ce-  +  «)  (c» +"nÔ  ^^^ 


Ces  ^quantités  étahf  connues,  on  aura  par  le  ^eloppemènt  de  TéqualM» 
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supposée,  la  formule 

dp      îî?  r»  j.         A  ,  A^         _.  B       •] . 

I  4-  */»•         A  L?  "*"  1+ 1»  »m»^  "^  1 4-  ri  sia'f  "*"  i+mtin'fj  ' 

où  il&udra  substituer  les  valeun  suivantes  des  coefficiens  A,  A',  B; 

»(»  —  »  )  Q»  —  m}  ^ 

-^  ~  »  V—  n  )  (»'—  I»)  '  '  ^^i 

*~  m(TO— n)  (to — n') 

Op  peut  d'ailleurs  remarquer  qu'ayaut  l'équation  identique 

il  en  r^ulte  Ie$  deux  équations  suivantes  pour  déterminer  les  deux  coeffi- 
ciens A  et  A'  par  le  moyen  de  B, 

A  -f-A'  =1—1— B, 

A»'4- A'»  =s  to(B  —  0  —  (»  4- »')  (b  +  D  —  a  —  ^. 

On  aura  en6n  par  l'intégration ,  cette  formule  générale 

An»-f-A1I»'+BIL«+iF=:yi^,  (4) 

< 

qui  servira  à  déterminer  l'une  des  trois  fonctions  lin ,  IW,  ïlm ,  par  le 
moyen  des  deux  autres. 

119.  Celte  formule  contient  comme  cas  particuliers  les  formules  du  cha- 
pitre XY ,  savoir,  la  formule  (f^)  icn  faisant  inss  «—  i ,  et  la  formule  (g^)  en 
foisant  m  =  o.  Maié  elle  est  susceptible  d'une  infinité  d'autres  applications 
qui  peuvent  répandre  un  nouveau  jour  sur  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques de  la  troisième  espèce.  Si  on  prend  les  paranjiètres  rtfAn!  tous  deux  de 
la  forme  — - 1  -|-  5*  sin*f6,  le  troisième  m  sera  de  la  même  forme  ;  si  on  les 
prend  tous  deux  de  la  forme  —  (f  sin'A,  lé  troiâème  m  sera  de  cette  même 
forme.  Mais  si  on  supposait  n  et  vl  l'un  de  la  forme  *— .  1  7I-  i'  sin^i ,  l'autre 
de  la  forme  — -  c^  sin'A^  on  trouverait  pour  l'expression  du  troisième  m  une 
quantité  imaginaire  ;  et  ce  résultat  était  fecile  i  prévoir;  car  si  l'expression 
de  m  se  rapportait  à  la  forme  —  i  -f-  ^  sin*  a,  il  s'ensuivrait  que  la^fonc- 
tiondont  le  paramètre  est  — «c^sin*  K  pourrait' s'exprimer  par  les  deux 
fonctions  dont  les  paramètres  sont  —  i  *f-  ^'  sin*  /Ei  et  -^  i  +  ^*  sin*i^  y  ce 
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qtii  est  contraire  à  la  nature  de  ces  fonctions.  Damémë ,  »  m  se  rapportait 

à  la  forme  — ^c^sin^'a,  alors  la  fonctbn  dont  le  paramètre  est 

—  I  +  i*  sin*)tfc  pourrait  8*expriiiier  par  les  deux  fonctions  dont  les  para-^ 
mètres  sont  —  c*  sin*  X  et  — •  ^  sm*  a ,  ce*  qui  est  également  ccMitraire  k  la 
nature  de  ces  fonctions.  .  '  •  ' 

Puis  donc  que  dans  l'hy  poth^è  précédente  la  valeur  de  m  doit  «toujours 
être  ii^agitaairé,  il  paratît  s'6Jisuiyf«.,que~toute  fonction  dont  le  paramètre 
est  imaginaire  9  pourra  s'exprimer  par  deux  autres,  fonctions  dont  les  pa^ 
ramètres  sont  réels ,  l'un  étant  de  la  forme  —  i  +  &•  sin^^t^  l'autre  de 
la  forme  — -c^sin^X.  C'est  ce  que  nous  ,allon^^dë^îontrer  d'une  manière 
directe  et  avec  tous  les  développemens  qii'exrgë  cette  proposition  Fime  des 
plus  importantes*  de  la 'théorie  des'fôhctions  elliptiques» 

I  ao .  Soit  le  paramètre  imaginaire  donné  n:=z  v{cioi  d^  y^^^^  i  sin  6)^  y  étant 
positif  et  cos  9  pouvant  être  positif  ou  négatif  à  volonté-;  ce  paramètre  sera 
toujours  accompagné,  ^ans  l'intégrale  réelle  db&t  on  ^cherche  l'expression, 
d'un  autre  paramètre  »'  £=f(cos-J~.v/  —,  1  sjnJ)^ D'après  ces  deux  don- 
nées il  faut  trouver  la  valeur  des  fonctions  n(;z,  c,  ^),  Il  {ri!^  c,  9),  ou  sim- 
plement ri/»,  l\n\  exprimées  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres 
sont  réels.  '        ( 

Pour  cela  il  ne  s'agit  que  de  substituer  les  valeurs'  de  n  et  n!  dans  les 
formules  trouvées  peur  la  résolution  '.des  équations  (^).  Soit  pour  abréger 

A=  » ,  ^  >  .^j  i    o  o»  trouvera 

m  =s  ^ 1-  ?=  -^  c'[!iA»  -f-  ^Acos  6  4-  I  =fs  3A  v^(x -f-a^  cosô+ ^*)]  > 

A:  =  —  (c*  +  3^*  F  cosfl+ >•)  — ^^j— J 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  Ç',  /w,  A:,  sont  toujours  réelles j  il 
en  est  de  même  du  coefB,cient  fi  dent  la  valeur  est  , 

n»(  !»• -^  2m»  cos  fl -f7  »*) 

Quant  aux  coefficiens  A  et  A'  qui  contiennent  chacun  une  partie  imagi^ 
naireY'ils'se  tireront  facilement  des  équations 

A  +A' =1-4-8, 

A»'+ A'»=  w(B— 0— 3'«>s6(b 4- 4).— .a-rC- ' 
T.  1.  19 
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Il  y  a  àffckx  mleura  de  Ç  et  par  conaéque^t  deux  dem^  et  deux  de^ 
autrea  co^eieuA.  Les  valeurs  de  9i  ménleiA  une  aUeQtk)qL  particulière. ^ 
parce  qù'ellea  sont  les  paramètres  réels  des  {onctioua  par  .lesquelles,  nous 
▼ottlona  eiféwm  lea  fioaioUoAs  EI/^,.  II«':^  d^^oLles  pajcaincjtcfis  suât  Uuagû- 
naires. 
Smat  m  et\  W.  k»  deux  valetu»  de  4»»  on.  pourra  suppqser.;. 

m  +  c*  =—  2rAc*  [A  H-co^  "**-^V^(i  •+•  ^fcA  oe&ft-f-Jï^)} ,  i 

de  là  r^ulte 

(m Hr  c*)  (/?/+  c»)  =  —  4c*^»  sin*  8; 

il  Éiut  donc  que  des-  d«m. J&Qtewrs^  /7i -h ^* ».  «»'•+•  ^y  1'«û  s^  pppiti£,.et 
l'antre  ttqgi^,  dVaUf)ar«<  ooiasiA  m  .^t  ni'  sont  tous  deux<  oégai;i&»,  ^  xpie 
I  "f-ot  est.  poaîtif , .  ain»  que.  i  ^m', .  d'apirès  la  féconde,  de^  éqHaUom  (i)^ 
OQ  aatâflfem  à  tontes  ces  ooôdîiâao^  en  prenant  ^'^ 

Wîxs— c'sin'X,       /T^asT— *  i-f-'*'8in*^, 
et  on  déterminera  immédiatement  les  angles  X  et  /ie^  par  l^es  fôrmuIes^ 

sin  A  =  ^  =  —  A  +  i/(  I  +  aA  cos  6  +  A')  , 

La  première  donne 

cos'A  =  ah  [—  A  — coaÔT(-4/(i  +  ^ A  cos 6  -h  A*)]  , 

doo<r  c0^'KooaR0Ufs^  ^  ■  ■  }{^v  - .  -AJAti  V«Pgli|-  A:.éteyL,d<^tfaefmoé  par  «la  pre- 
mière  formule,  on  en  déduira  fc  par  la  foruQule  très  si|npl^  : 

ahcsinB 

COSA^=s-T . 

'^        Aooaai. 

131.  Cela  posé,  i^.  en  partant  de  la  valeur  m  =  —  c*  sîn^A,  et  des  ra* 
leurs  correspondante^,  des  eeeffieiens ^^^  ^l'B^  A,  A';  disant  de  plus 


-*— »■ 


<0  II  y  a  dea  cas  oii  l'oa  doit  preodre  m  et  n»'  dans.  For dreinvene,  savoir 
w  =  —  I  +  ft* sîn'M  et  m' 5=3  —  c* aio* A. 
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eae^dëdiiwàdei^iffîtion  (4). 

Soit  ^H-ac*j^  cosfl  -f.  y'  =  't',  on  aura  A:£==—  —rz — /donc 

J   I  4-ifrp*  2TCOSA    ^^  \|Ô— JWCOSA/ 

'  zi?.  ^i^^pktWiat'  âe la  Taloir  n/  bs*^  1  -f*^  sÊn'/K4,  et  dëtayaaat  de  mâme 
a^éc  un  accent  les  coefiBidens  corresgjp^ans  : 

»»'»— ai»'No(»6+i»V  > 

/=i-l-BS 

^  =  to'(B'— 0  — à>cosB(B'-J-4)  — a— Ç'j     " 
on  aura  ^Cûeilie  -seconde  ëquation 

.  oiil'inagralejr;;:^,^.  =  ^  arc  tang(«^î:fSi-) 

arc  tans — .       ^  . — t. 

Au  moyen  de  ces  deux*  éqttdtiTms,  tonte  ftittble  intégrale  proposée 

+  2FCOs6sin*^4-F*sm'»^     A'  ^'' 

dans  laqtiëllè  le  ^éûomkiMeur  i  4-:aFroy6l5in^f -f-i'^Sni^ç  é»t  le  pro- 
duit des.  deux  iacteurs  imaginaires  j  +y  ^û^^^'(<^os6  +  V^— *  i  sinO)  , 
I  +  If  sin*  ^  (cos  fli  —  )/  —  I  sin  6)  y  pourra  toujours  s'exprimer  par  les  deux 
fonctions  TlrHy'  Tiîn'y  dont  les  paramètres  sont  réels,  Pun  étant  de  la  forme 
-«^  c*  dui^A)  Fanftre  de  la  .forme  *-*- 1 4*  ^*  ân^fu  Car  oonoajfistfEit  les  oeef- 
iicienS' y*^  ^,v  ;/*','  S^y  ^>  €9  ^^  sera  -aisé  4e tsatisfair e  à  l'équation  identique 

d-^lfe^stn*(p=:M(/+^sin-f)  +  M'^^^  (8) 

où  M'et  M'sont'dès^iîoefficiexts  OTn»tan3)  paor  lBM|ULds  on  Bsult%4iâra  les 
équations  (5)  et  .(6),  afin  qu'en  .ajoutant  les  produits,  le  premier  membre 
soit  égal  à  l'intégrale  proposée. 

122.  Il  est  bon  de  prévenir  une  difficulté  que  pourrait^bffrit  l'équation  (5) , 

19.. 


t  « 


/r 
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relativement  au  terme  /  — r-^-r--s=: log  .r — .  ruisqu  on  9l  p:=z 

sm  y  ^^^     ^  QQ  YQÎt  que  /?  est   zéro  lorsgue  ^  =  o  et  lorsque  (p = 90^  ; 

entre  ces  deux  valefnrs  il  devra  y  avoir  un  maximum  ^  mais  on  pourrait 
craindre  que  ce  maximum  ne  fût  infini,  et  c'est  ce  qui  arriverait  si  pétait 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité.  Or  cette  supposition',   qui    rendrait  p 

infini ,  ne  peut  jamais  avoir  lieu,  et  même  on  ne  saurait  avoir  p  === , 

ce  qui  rendrait  infini  le  logarithme  précédent;  en  effet  nous  avons  établi 
ci-dessus  les  équations  (t)   en  supposant  identique'  Féquation 

(  I  -K'sin*^)'(  I  — c*5in'(p)H-A:sin'^cos'^=(  1  +nsin*^)(  i  -|-y  sin*^)(  x  ■+'i»sin*^). 

^ 

^iC  second  membre  est  toujours  positif,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  sin  ^, 
depuis  f  =0  jusqu'à  ç  =  90**;  donc  le  premier  membre  est  toujours  po- 
sitif,  et  par  conséquent  i +A"^*  est  toujours  positif;  mettant  au  lieu  de  A: 

sa    valeur  — — ^ — ,  on  en  conclura  que  ô* — ^•t*cos*A  est   positif^  et 

h 

par  conséquent  aussi  ô— ;?rcos\;  donc  on  a  toujpurs  p  <^. -,   et    il 

n'est  pas  à  cfaindre  que  la  quantité  logarithmique  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (5)  devienne  infinie.  ■  v  •    ï 

Soit  maintenant  <b^m^  la  valeur  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, lorsque  la  fonction  est  complète  ou  lorsqu'on  a  ^:=9o^,  il  faudra  faire 
p  ==0,  et  on  aura  simplement 

ou  en  substituant  la  valeur  de.Il'/Ti,  suivant  la  formule  (//)  de  Fart.  1 16 

j  .    •  ... 

*•!»  =:  ~  (^  +  B)Pc  ^^^  [F'cE  (o,  A)  -  E'cF  (Ci  X)]. 
Si  nous  passons  maintenant  à  Fexamen  dé  la  formule  (6),  nous  vcirrons 
que  la  quantité  p'=  7  !î^r  "•^p^a  >  S"^  est. nulle  lorsque  fl)  =  0  et  lorsque 

^sspo*,  deviendra  infinie  entre  ces  deux  limites,  si  le  coefficieirt  ^'  qui 
est  négatif  [  puisqu'on  a  ^'  rs  —  M  —  y |/(  i  -4«  2&  cbs  l  +  A*  )  J;  eat  en 
même  temps  plus  grand  que  l'unité.  Lorsqu'on  aura  donc  1.+.^'  sin'  ^=0, 

ou  sin*^  =3  — T^,  l'arc  dont  la  tangente  c=s  ^^^-^2!/î^5eBa  \  ^,  et  l'àmplilude  ^ 

continuant  à  croître  depuis  sin»(p  = —  ^  jusqu^à  (p  =  |  ^j^  cet  lare  croîtra 
depuis  J  TF  jusqu'à  tt. 
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Appelons  *'m'  l'intégrale  donnée  par  le  premier  membre  de  Téquation  (6), 
lorsque  ^  =:  |  ^sr ,  nous  aurons  en  général  la  formule 

où  le  terme  rfc  f  ^  devra  être  pris  avec  le  signe  supérieur  si  (  —  ^'  )  est 
>  I ,  et  avec  le  sigue  inférieur  si  (  — ^')  est  <  i.  A  l'égard  de  II'  (c^m!) , 
on  en  trouve  la  valeur  par  la  formule  (m')  de  Part.  112,  qui  donne 

n'Cc,«^)  =  Fc+g±gi.^[J+F'cF(*,,*)-E'cF(*,itt)-PcE(6,A*)]. 

De  tout  cela  il  résulte  que  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  (7),  devenue 
complète  lorsque  (p  ==  90*,  sera  Wb^m  -f-  M'**/»',  M  et  M'  étant  des  coeffi- 
ciens  constans  déterminés  par  l'équation  (8). 

Ainsi  les  fonctions  complètes  de  troisième  espèce ,  même  dans  le  cas  des 
paramètres  imaginaires  ^  pei^vent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

123.  Les  formules  générales  que  nous  venons  de  développer  ne  sont  su- 
jettes à  aucune  exception ,  mais  il .  ne  sera  pas  inutile  d'en  faire  l'appli- 
cation à  quelques  cas  qui  présentent  des  réductions  remarquables. 

Soit  d^abord  y  =  c,  6  étante  volonté,  en  sorte  que  les  paramètres  imagi- 
naires proposés  soient  »=c(cosfl+v/ — i  sin6),  71'==  c(cos6 — ^ — i  sin6). 
Dans  ce  cas ,  puisque  Wsc*,  et  n  -{-  n'zzz  2c  cos  fl ,  l'équation  qui  détermine  ^ 

devient  I=f*^ — r^ — tt— ;;  elle  donne  immédiatement  2=  — i  et  2= 
— r g-,  c'est  ce  qu'on  trouverait  d'une  manière  moins  simple  par  les 

formules  générales  où  il  faudrait  faire  h  =  — \ — - — s. 

La  solution  ^  =  —1  est  celle  que  nous  avons  désignée  par  ^';  ainsi  fai- 
sant ^':=— I,  onen  déduira  I7i'= —  i^;  ;x=5  0,  B'  =  o,  y^=  2,  g^  = 

ac  cos Oyp'=i  -^^ ,  T  =  c  \/( I  -J-  2C  cbs  6  -f-  c*)  ,  et  l'équation  (6)  donne 
pour  le  cas  dont  il  s'agit  le  .résultat  suivant,'  *   ' 

r       a  +  accosflsîn'»  5^  — F-»-f  arc  l^ne    C-    Î22ii"\       ' 

« 

Cette  intégrale,  au  reste,  se  déduit  directement  de  la  formule  du  n*  49 >  en 
faisant  n-=  c(cos  9-f-v^  —  i  sin  fl);  n' :=ic  (cosô —  |/—  i  sïnO),  car  ces 
deux  paramètres  satisfi3nt  à  la  condition  nn!  =  c*. 
Les  données  pour  former  l'autre  intégrale  sont 
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111=    —  c*sm'A, 

sin  y  008  ^  r    dp  I    ,        i"hip 

U  ne T68terak  plus  qu'à  substilner  1^ «leurs  conxnMs -ée  ^ ,  B,  é,/^  ^,  dans 
Péquatiou  (  5  )  qui  devient 

et  en  appelant  <b^m  la  valeur  du  premier  membre  lorsque  ^  =  \if^  on 
aura 

On  aurait  de  même  poiur  Faiitre  iDt^ral«  ^ 

'  T    a 

ia4«  P^oefi  fisrmules  ou  résout  complètement  le  oas  asaez  général  où  l'on 
a  n=: ^  (cosO  +)/  — - 1  sin0)  ;  mais  il  y  aurait  uu  changement  à  faire  à  la 
seconde  formule  si  on  avait  cos  6  =  —  c^  ou  si  le  paramètre  était  n  =s 
—  c*  +  ic  y/  —  I.  Alors  on  aurait^  =s:  o,  m  ssa  —  ^'^  <  ;»:  ;e;  mais 
avant  de  £ûre  la  substitution  des  valeurs  de  ^  et  m,  il  fisiut  pour  éviter 

les  quantités  infinies  mettre  la  fonction-^  F  -f*^'"  sous. la  forme,* 

?/ A  ('  +  ré^^^  =/f  C I i"^'D '  P^  ^"^"^  ^=='*'  ****' 

intégrale  se  réduit  à  F,  de  sorte  que  la  seconde  équation  sera  dans  ce  cas 
particulier , 

ay  sîn*  ^ f^  —  F       JL  1         A+<?8in^cos^ 

L'autre  équation  sera  pour  le  méaae  cas , 


•  •  • 


h 


/; 
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CeB^dmx  éqaatfMW  petnrtnt  n^  vérifier  aiaémeiO;  par  ht  dîMKrfeflbrtkp;^  U 


résulte  que  l'intégrale  ,  ^  ^  Twy^'^t^  »m^»  •  §  ^^  déterminera  toujours 
aisément  par  la  fonction  de  première  espèce  F^  en  y  joignant  un  arc  de  cercle 
et  un  logarithme,  ou  l'on  des  deux  seulement.  Il  y  a  en  cuire  un  cas  où  la 
fonction  F  disparait  d«  ^intégrale  qui  reste  ainsi  exprimée  par  un  arc  de 
cecde  et  un.  lâganthme  ^  cat  en  prenant  la  différence,  des  deux  formules  pré- 
cédentes y  on  obtient 

r  co^y  î^s=^arctane  (^^31?^  J-i  roff.^=tîJ™f?i? 

130.  £ftl'oi]^iiitfiM4Hff:4i^  lesiatégraki  quf.]tou»  venon»  dercwéidéver  se^ 
ront  comprises  dans  la  formule 

pour  réduire  celle-ci,  soit  |/(ci  -f*  ^^^  "^  y^)  ^=^P^r  <^  ^^^^^^  ^  tcans- 

Ainsi  rint^ale  ne  dépendra  en  général  que  des  (onctions  Fy  et  dans  le 
cas  de  y  =  o ,  elle  se  réduira  entièrement  aux  arcs  de  cercle  et  aux  loga- 
rithmes. 
Une  semblable  rèductian  s'applique  à  la  formule  plus  générale 


dx 


car  si  on  &it  |/(a  -f*  3^*  *(*  yx^^^s^px  y  ofi  aa3ra:  la  trao^cmée 

W />'+2C— 21       2«y  l/[(p*^2i)»— 4«yi'*\  «•         *^//  (;,*-+.2C— 2i) V^CCp*— 21)»— 4#>.]' 

dans  laqueHe  le  dernier  teraoflv-c^^nteimnf  «««^fixicEion de  troi^sième  espèce, 
disparaîtrait  si  on  avait  f^  — -g'^  =  d.  Ainsi  l'intégrale 


C««  dx 


se  réduit  à  -  ^yi^-^  -  ^f-^^-^——^  eV-««  dépend  que 

des  fonctions  de  la  première  espèee; 

12&  PiMMr  4ipfiliquer  nos  formules  gémérales  à  ua  second  axesiple',  soit 
r-^ir(c09A  +  t/  -«  t  tmX)  ;  en^CMQpartfnt  cette  ndetu  k  hkSom^e 


i5a  FONCTIONS  ELLllTlQUES, 

n=:f{cosQ+  k^—  I  sinfl),  oq  aura  9 cosôssa  —  i  +b  cosA,  p  sinô sss&smA , 
d'où  résultent  les  valeurs 

>•  =  I  —  2Ô  QOS  X  +  ^"j 

i*  =  I  +  av  cos  6  +  >' , 


A 


î» 


On  a  donc  ^  =  -—  vA  ±  yA,  c'est  -  à  -  dire  que  les  deux  valeurs  de  ^  sont 
^=0,^'=  —  2vh. 

La  valeur  ^  =  0  donne  /7i  =  o,  ce  qui  £ait  la  même  difficulté  que  nous 
avons  déjà  rencontrée  (art.  124);  on  la  résoudra  de  la  même  manière,  et 

parce  qu'on  a  dans  ce  cas  B  -f-  -^  =s  -^ ,  on  trouvera  que  les  deux  termes 
7  F  +  Bïlm  se  réduisent  à  -;  F.  D'ailleurs  les  substitutions  donnent  immé- 
diatement/=  i—  ^=r=  a  (i  4.  ^)  ,  gr—  —  3  ^i  4-L^i?^^  J  — _/j 

on  aura  donc  pour  la  première  intégrale 

^>+co«^*"(''+g*co^fl)sin'^    ^  — .  i  1       A+»sîn^cosy        c||  p,  ^ 
I  4"*'^^®*  8in*Ç-|-F*»iii*Ç  *vA  '"^  *  ^  A-— ysinf  cosf         ai      * 

et  on  peut  remarquer  que  cette  équation  se  déduirait  immédiatement  de  la 
formule  du  n*  54,  en  faisant  n  =  —  i  +  J  cos  A  +  b  sin  Av/—  i  j  car  alors 
l'équation  de  condition  (1  -f-  'ï)  (ï  —  'w)  =  i* ,  donnerait  i  —  m  =....< . 
b  (cos  A  •—  \/  —  I  .sin  A),  et  par  conséquent  —  m.s=  n'. 

Pour  avoir  l'autre  intégrale  il  faut  continuer  de  fiiire  les  substitutions  dans 
les  valeurs  des  coeificiens  (art.  121  )  ;  elles  donnent  les  résultats  suivans  : 


r 


»»  »  F 


^  "^  I  —  6  COSA  co«6  * 

(l — icOSA)*  00»*^  *  '^' 

cosA  —  ô  c  sinA  c  ^         A 

smixs:      r 7,  co5U= T — -ss  — •  T  taug  B , 

_ 

À'  =3      -;  !>•  cos'^ti  s=:  y*  taug'  6, 

oosâ 


B'=î      1  + 

w 

f, a  co»  9       ,       ac*cos< 

au  moyen  desquels  la  seconde  intégrale  est 


i 
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On  observera  dans  l'application  de  cette  formule  que  cos  9  est  négatif  ;  car 
on  a  o  =c'  -f«  ar  cos  6  4*  '%  ^^  ^  doit  toujours  être  pris  positivement ,  comme 
module  de  la  racine  imaginaire  y(cos  8  -f-  ^«— •  i  sin  6). 

Dans  l'expression  du  second  membre  le  dénominateur  xos  d  «4* '^  ^^i^*  9 
pourrait  être  zéro,  si  cos  6  qui  est  négatif  est  plus  petit  que  v;  et  comme 

,   co«  9  W6— cosA)        '\"  '       1  .    *  !•        • 

on  a  i  -f- =5  — ^-r — ^  ,  , . ,  il  est  clair  que  ce  cas  aura  heu  si  on  a 

cos  X  <C  &.  Alors  l'arc  qui  répond  à  la  valeur  de  ^  pour  laquelle  • * 

V  sin*  9  -4-  cos  6  =  o,  sera  -  et  lorsqu'on  fera  ^  =  -  >  l'arc  correspondant  sera  tt. 

Au  contraire,  si  on  a  cos  A  ^  bj  l'arc  compris  dans  la  formule  deviendra 
un  maximum  pour  une  valeur  de  ç  comprise  entre  o  et  ^  ^,  et  il  sera  nul 
lorsque  (p  =  ^  tt.    . 

Cela  posé,  si  on  appelle  comme  ci-dessus  4>'/7i  et,4'/?i'  les  valeurs  com- 
plètes des  deux  intégrales  trouvées,  valeur  qu'on  obtient  en  faisant  ^ss^''^, 
on  aura  en  général  ,  v 

*w  «  i  F' + '-±-*2ll  nw  4- -4-a  (;  d=  ^ , 

•  '       2  cos  I  ■     2  8111 8  \2  2/  ' 

le  signe  «4-  ayant  lieu  dans  sfc  -j  ^^.si  cos  A  <  _ô  et  le  sig/ae  —,  si 
cos  A  >  J. 

Si  on  avait  cos  A  ï=  6,  il  Êiudrait  prendre  -  à  la  place  de  -zt  -  ;  d'ailleurs 

les  formules  trouvées  dans  ce  cas  s'accorderaient  avec  celles  qu'on  a  don- 
nées art.  124 9  pour  le  cas  de  cosO  =  — *c,  puisque  dans  les  deux  cas  on 
aurait  »  =  —  c*  +  ^c  |/— I. 

1 27.  Il  est  très  remarquable  que  dans  le  cas  d'un  paramètre  imaginaire  de 
la  forme  n=— - 1  -f-  &  (cos  A  +  )/  •«-  i  sin  A),  la  transformation  dont  on  a 
fait  usage  pour  les  approximations  (art.  qS),  conduit  immédiatement  à  la 
réduction  des  fonctions  tin ,  ïln'. 

En  effet,  d'après  cette  valeur  de  /i,  les  formules  de  l'art,  cité  donnent 

et  puisque  le  nouveau  paramètre  n^  est  réel ,  la  solution  est  donnée  im- 
médiatement par  la  première  transformée 

n» = i±^  [.n- H-,P  +  Hr./î^^  3  ' 

T.  I.  /  ao 
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dû  l'on  «  •■[■' 


La  valeur  de  Un  est  donc  exprimée  en  fonction  de  n",  c°,  f ,  oomme  il 
suit  :  . 

n»  =  ^^  (oos  X  —  J  —  /^  I  sin  A)  F(c«,  ^*0 
■^  +  (i^y  [«n  X+  (c«  X.  —  i)-v/-^  f  ]  lï  («»,  «»,  r) 

d^oii  fcm  voit  que  la  fonction  Un  dont  le  pai*amètre  est  imaginaire ,  ne 
dépend  que  d'un  logarithme  et  de  k  fonction  FI  (»®,  c^,  ^  dont  te  para- 
mètre est  réel  et  de  la  forme  —  i  +  ^***  c®**  k^'  — 

.Connaissant  la  valeur  de  lin  y  on  aura  en  même  temps  celle  de  nn%  en 
changeant  dai^s  lâ^fqrhicils-  :pfécédénte  le  ^gne  dé  y^-^i«  Et  par  deux 

facteurs  convenables  on  pourra  former  une  intégrale  réelle  •  •  • 

(M  4-  N  ï/—  i)  Un  -f-  (M  —  N  v/—  0  ^^  q^  T*e  tîon tienne  point  ïa  fonc- 
tion n"*,  et  une  autre  qui  ne  contienne  point  de  logarithme.  Ces  deux  in- 
tégrales sept  l 


/ï 


I  +  2F  cos9  sin*p  +  F»  sinH  'T  —  7+T  "  ^     ''      '^  ^' 


les  wtégi.*ale3  concises  dans  ies  pi^emier^  niemhres  4^at  les  jnêmes  qui 
Qdt  élié  >sQtnMHMyii|fnt  dénomioéçs  ar4r«  426. 

128.  En  comparant  la  première  formulej^-^/ceUieiqUie  nous  uvûiois  déjà  trou- 
vée, Qui  pnmye  iisaez  iktilsmmt  i'idçntké  dœ  àeaj.  ^expressions  ;  car  on  a 

de  même  puîsqtf (Wû  W  sin  (p^  =s:  :^',"*"  r^^.f^f  ^  l'identité  des  deux  quan- 

tités  logarithmiques  est  manifeste. 

Il  n'est  pasjliu^  &cilè  â^  démontrer  j  relalivemeot-  à  la  seconde  inté* 
grale,  l'identité  Se  !9es  deikx -expressions.  Celle  que  «ous  venons  de  trou- 
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ver  — -^  n  («%  .c',  ^)  réduite 'aiBsL  à  un  seul  t«rme^  e«t  beaucoup  plus 

simple  que  l'autre  expression  qui  comprend  à  la  fois  lea  deux  fonctiou$ 
F,  Ilm'y  et  un  arc  de  cercle  dont  1a  tangente  est  fort  composée.  Cepen- 
dant on  ne  satimt  doiAer  qtie  c«ite  seeentle^'expressioa  »•  fcât  identique 
à  la  première ,  et  nous  alU)n$ .  £ûre  voii;  QQipixiQut  on  peut,  s'en  assurer 
par  le  calcul  effectif. 

L'équation  qui  reste  à  ?érîlier  pourra  être  iiiisé  sous  cette  forme  : 

où  Fon  a  * 

n*  =  — .     ,  ^y  =  —  I  +  ^•'cos^iA ,     w  5^ -^  1  4-  6*#ill*u, 

y*  sa:  i~24cosA'+'A*s»(i-4-*)*(l  — 4*'W|'4A> 

0  faut  observer  que  l'arc  *♦*'  crottr*  continuellemenjb  avec  ^ ,   si  l'on  a 

1  —  bcosX  <^v%  ou  cos A  < 3 ,  de  softe  qu*en  fidsaht  Ç  =  Itt  ,  on  aura 
irz=7r.  Au  contraire  si  on  a  çosX^  J,  Parc  4^  sera  zéro  aux  deux  li- 
mites  ^  =:  O  et  ^  =  i  'TT. 

Pour  mettre  plus  d'uniformité  dans  les  dénoniinations ,  soit  X=:^  — aff, 
on  aura  »'s;;^t4-^"sw*g,  oos/icgs  ^  i-ftlLaë^  »':=*( 1 4-*)  |/(i--i"8i»»^) 

=  (l  +  i)A(i%e),  tangf  ==  ^,^6^gg^,>^;^)^»  et  requation  ave- 
rifier  sera  - .  ^  .     -     . 

équation  qui,  outre  les  quantités  ordinaires  h^  c,  Ç,  et  celles  qui  ei»  dé- 
rivai^t,  comm^  6%  ^%  9%  «ne.-.c^^tiwi  d!arl^t£air^  qiV^  Ta^gl^,  pui$qii« 

cet  angle  sert  à  Ai^prw^v  jjljIL  /  par  ie«  i^qj^ationa  ts&iL  ==^  iXj^^aC 

>  =  (  I  +  *)^(*%  0  >  ®t  eq^uitç,  Jçs  p^iii^mètre^  n^  ^  m  dwt  Jes  valeur» 
sont  nss — l'+ji^sih*^,   ms^— -  i +^*sui*A^* 

Gela  posé,  op^poarr^f  ccdivrc  la  ffootion  n(/i^,  ^>  0^)  ^^  1^  fonction 
n(/i,  c,  9);  mai^  .oji  r«?^en4r9Ît  fin  parainètre  imagiqaû^  ?i,  d'où  l'on 
est  parti;  ainsi  la\seulêmrc3ke  ii  mmê'^si  de  réduire  la  fonction  n(/7i,  c,  ^) 
à  une  nouvelli»'iQMM)ti9DlI(m<^  <^*/^^)  ^'^  BN>yW'd^  foèiti«fes.de  l'art.  qS. 
Elles  donnent  ^u^  râièii^qsàtil^  d«  héfr^»^        .  ;^  .  =  \  . 
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faisant  donc  m^sscot'7^,  on  aura 


COt>— Œ         ~-i-gyjj-~       _     1— îum*f4-f$in^ff    • 

Soit,  pour  le  module  i%  F(J%  Ç,)=s3F(i%  Ç)^  on  aura  par  les  formules 
de  la  duplication  (art.  ai) 

tanaff  _BinaCi/(i~»>>sin>C). 

donc  cot  }<  s=  c^  tang  f  « ,  ou  i  =  c^  tang  f «  tang  }^ ,  ce  qui  correspond 
à  l'équation  transcendante  F(i%  ^0"f"F(*%  >)  =F'*%  ^">  ^^  ^^  re- 
vient au  même  9  à  l'équation 

2F(4%  C)  +  F(4%  >)  =  F'A'. 

Cette  équation  qui ,  pour  le  module  &^,  établit  une  relation  entre  les 
paramètres  n**=— i  -f-^**^!»*^  et  m*=cot*7,  est  comprise  dans  un 
symptôme  général  que  nous  ferons  %>nnattre  dans  le  chapitre  suivant  ;  il 
en  résulte  que  la  fonction  n(ii*,  c^,  9*)  peut  se  réduire  à  la  fonction 
l\[pt^  c%  $''),  et  par  conséquent  à  la  fonction  n(m,  c ,  9).  Or  la  possi- 
bilité de  la  réduction  étant  démontrée ,  il  deyient  inutile  de  développer 
ici  les  calculs  plus  longs  que  difficiles  par  lesquels  on  parviendrait  à  l'équa- 
tion générale  que  nous  voulions  vérifier.  Nous  nous  bornerons  seulement 
à  faire  voir  l'exactitude  de  cette  équation  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes. 

129.  Soit  donc  9  =  f  ir ,  et  par  suite ^ss ^sr ;  si  on  suppose  cos A  <  6,  ou 
i  -f-  cos  2^  >  o ,  ce  qui  donne  <^'  =  ^ ,  l'équation  à  vérifier  sera 

et  on  aura 

n«  =  —  1  -f-  é-^sin-e,     >•  =  1  +  2*  cos2C4-**  =  (i  +*/(i  — fr**sin*C), 

h  +  008 aC  c  sin  aC  ^^»       ^  cy 

'^ ^^ 7"+ToMa5  '  '^  """  I  +  fr cos aC '       ^    ' '^^       i+6cosa?' 

Maintenant,  par  la  formule  de  l'art.  11  a,  on  a 

n-(«,c.)»Fo+p^(î-M), 

M  =  F'c  E(4 ,  /u)  +  E'c  F<A ,  /u.)  — .  F'«  F(i ,  /*) 
M»  sa  F'c«E(*%  €)  -H  E'C  F(*«,  Ç)  —  Pc»F(*%  €). 


V. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  notre  équation,  et  observant  que  (  i  -4-^'')F'^=F'c, 
le  premier  membre  deviendra  aF'c+  n?--?  ('îT— "  aM*) ,  et  le  second  membre 

,  ^ F>c  +  ,  /    >  (  -  +  M  j.  Ainsi  tout  se  réduit  à  vérifier  l'équation 

Il  faut  pour  cela  substituer  le  module  h  au  module  Jf^  dans  l'expression 
de  M*;  or  on  a  d'abord  les  valeurs  des  fonctions  complètes,  savoir, 

F'c-  =  1±-  F'c ,    £•£?•  =  -i-jr  E^cH-  -^  F'c, 

ensuite  on  exprimera  F(&^,  Ç)  par  F(^,  cT),  en  établissant  l'équation 
sin  (aC  — <r)  =  isin<r,  de  même  qu'on  exprime  Ffc^,  ^')  par  F(c,^),  au 
moyen  de  l'équation  sin  (a^'— 9)  =:  c  sin  9.  Ainsi  en  prenant  l'amplitude  «T 

*  n  X  A  sin  aff  •     i\  ^^  sin  aC 

telle  que  tang<r  =  r;T;; g>  ou  smd^  ss ,  on  aura 

F(*%e)  =  ^F(6,<r), 

E(*%  e)  =  ri^EC^  <r)-K'  -*)F(*,  <r)4-7^  sin  /; 
substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  M^,    on  aura 

aM*=  F'cE(*,  €r)  +  (E»c — F*c)F(4,  cT) +Asin€rF'c; 
l'équation  à  vérifier  se  réduit  donc  à  celle-ci  : 

+  (E'c  -  F'c)  [F(* ,  A*)  +  F(3,  <f)]. 

Mais  d'après  la  valeur  trouvée  de  tangJ^  et  celle  detang^b,  ona.«..\ 
I  =  c  tangft  tang  «T ,  ce  qui  répond  à  rëqualimi  F(J,  ^)H-F(ô,  J^)=:F'i  ; 
on  a  en  même  temps  E(4,  ft)  +  E(i ,  /)  =  E'ft+  i'sin  /Et  sin  cT.  Substi- 
tuant ces  valeurs  et  efiâçant  la  partie  qui  se  détruit  par  la  propriété  des 
fonctions  complémentaires ,  il  ne  restera  plus  que  l'équation 

A  m 

bf  sinaC     '      r  •     i\    •    ».  .  •     iv 

— T-T— -:>  =  ^ sm cT  +  ^  smiusmcT, 

laquelle  devient  identique,  en  substituant  les  valeurs  connues  de  sin  J^ 
et  sinfc.  ^  -:-.>, 

1 3o.  L'équation  générale  (4)  que  nous  ayons  établie  entre  trois  fonctions 
dont  les  paramètres  sont  n,  n^y  m,  peut  servir  à  donner  une  seconde  solu- 
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tîott  au  proUème  qui  a  pour  but  d'exprimer  une  fonction  dont  le  para- 
mètre est  imaginaire ,  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres  soient 
réels. 

Représentons  par  m  le  paramètre  imaginaire  donne  m's^ 

V  (cos fl  +  v^  —  I  sin  6),  et  par  n  et  n'  les  deux  autres  paramètres  qui  doi- 
vent être  réels.  Il  faudra  d'abord  satisfisôre  à  l'équation  W/iis=  —  o*^*,  ou 

nn!v{Qos  fl-+-V^'~'S"^fl)  =  —  ^*C**  ^^  P^^^  ^'  ^^  ^  =^  '^9  ^^  **'* 
^•=:r»[ooi('7r  — fl)—  l/—  I  siû(7r  — fi)],  et  par  oonsëqiieBt 

^=r(cosîrriî-.^/-,rinî^. 

Cela  posé ,  la  seconde  des  équations  (i),  deriendra,  en  disant 

(i4./i)(i+»')=**N, 

^  N(i+rco8fi+rsin«.t/-^r)r=(r-4.^)*; 

elle  se  divise  en  deux  autres,  savoir  : 

N(i  +  FCos6)=  i+arsin^fl  — r*cosB, 

N  y  sin  0  =  ar  cos  7  ô  —  r»  sin  9  5 
d'où  l'on  déduit 

N=i— -^,  + 

(r*  +  r)  sin  Y  fi  —  r  (i  +  v)  =  o; 
la  dernière  ^lonoe 

2  sin  7  ^  2  sm  i  9 

en  faisant  four4d>r4g0r  (rs=t  v^(i  •^ai'Gos6-f**')>  ^  on  remarquera  que 
cette  valeur  qui  détermine  entièrement  ^  est  indépendante  du  module  c. 
On  aura  ensuite ,  en  prenant  le  signe  Inférieur  de  <r  y 


j'observe  qu'on  8(1-4-1"—  er)(î-+"»"4-o^)^ 4' ^ùa* î ô j  donc 


et  par  sute 


»»—      !+,  +  ,     » 
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or  la  quantité  i  -—y  H*  a  ast  tônjôars  positive;  œia  est  évident  si  i^  ss  i 
ou  <  1  ;  si  1^  est  >  I ,  la  quantité  a  égale  à  |/(i  -+•  2  y cos  ô  +  y*) ,  est 
tOBJoar^  oonpriae «ntpe  y  «f-  <  «t  y-«->  i  ;  on  peut  donc  fetre  o-ssy-f-oosa, 
et  on  mra  f  —  9«f- ^cs  1  -f- 00s  a  =s  2 cos^^a,  quantité  toujours  positive. 
Elle  ne  serait  séro  que  <lans  le  cas  ou  l^on  aurait  cos  des  «-«->  i ,  mais  alors  le 
paramètre  proposé  m  serait  réel. 

La  valeur  de  nnf  étant  positive ,  il  faut  que  n  et  nf  soient  tous  deux  de 
même  signe  ;  vcelle  de  n-^ri  étant  négative ,  il  «'ensuit  qu^s  sont  tous 
deux  négati&.  EnBn,  puisque  le  produit  («*+'*)  (^*  H" '*0  ^^  négatif,  il 
faut  que  l'un  des  &cteurs  c^  -^n^  <^  'ir^'^  ^oit  positif,  et  l'aulce  uégaiîf. 
Donc  l'un  des  paramètres  n^  n%  est  plus  petit  que  é?*,  et  l'autre  plus  grand 
que  c\ 

Soit  n  le  plus  petit  paramèbre  et  n'  le  plus  grand,  on  awa  par  la  réso- 
lution des  équations  préoédeates,  et  en  disant  t=3  ^(c^-f-2C*  y  cos  9 -f-  y*), 

Nous  savons  déjà  qu'on  peut  supposer  ^^  s=:  •^-- c*  sin^A ,  ainsi  l'angle  A  sera 
donné  par  la  formule 

Sm'A  =    ..      , ' — r  =  -J-; — 5 — . 

Quant  à  l'autre  paramètre  n'j  il  doit  être  négatif  et  plus  grand  que  ^;  mais 
il  fsut  encore  que  t+n'  soit  positif;  car  pnîequ'on  a  (i  +  n)  (i  H* ^*)  = 

•  TîV — ^  '  ^  ^^^  ^^^^^  ^^®  1  +/i'  aura  le  même  signe  que  a*— ir  — cosfl. 

Sent  i"*  1^4-^006  poâlifsssA^  on  aura  or-^jf  •p.^oQ»0;-s:(r»»-A:s;= 

'[7^  =  ^^Tjî  >  quantité  positive  ;  soit  a°  r  -f-  cos  fl  n^tîf  =  —  ifc,  on  aura 

0*  —  >  «-i-cw  d  =  0"  -f*  ^  9  quantité  encore  positive.  Donc  dans  tous  les  cas 
I  -f~  ^'  ^  pesitîf ;  et  puisque  ^  +  n'  est  négatif,  il  s'ensuit  qu'on  pourra 
toujours  faire  ii'  =  — *  i  -4-  i»  stnf^/tA ,  et  l'angle  ^  -sera  déterminé  directement 
par  la  formule 

Les  valeurs  jdè  n  et  de  n'  étant  ainsi  trouvées^  on  aura  celles  des  coefli- 
ciens  ^  et  A:  comme  il  suit  : 

Aîcs      ■^^■,  "y/  (c* «4^  Hîos  fl ^^  ''  sflha-l .  1/  —  1). 


•  •  •   •  • 
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Il  ue  reste  donc  plus  pour  achever  la  solution  que  de  déterminer  les  coeifi-* 
ciens  A,  A'^  B,  ce  qu'où  fera  par  les  formules  du  n^  1 18. 

1 3 1 .  Cette  solution  a  l'avantage  de  faire  connaître  immédiatement  par  des 
formules  assez^simples  les  paramètres  réds  n  et  n'  des  fonctions  par  lesquelles 
peut  être  exprimée  toute  fonction  ïlm  dont  le  paramétre  est  imaginaire  ; 
on  trouve  ainsi  par  une  seule  formule  l'expression  de  la  fonction  Tlm  ;  mais 
le  calcul  des  coeflliciens  est  plus  compliqué  que  dans  la  première  méthode , 
et  il  parait  que  celle-ci  mérite  la  préférence. 

Si  ou  applique  cette  nouvelle  soli^on  au  second  exemple,  on  aura . .  •  • 

cr  =3  6,  T s=  ir ,  ce  qui  donnera^/t  =   ■*  ■ ,         ss  —  i  +  ô ,  et  »'  =: 

—  (-"xTXt)  =  —  I  4"  **  sin>,  sinffc  ss  -p^rV;.  La  fonction  ïln  dont 

le  paramètre  n  =  — •  i  -f*  ^  »  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce 
F,  jointe  à  une  quantité  logarithmique  (art.  55);  ainsi  la  fonction  11/9  dont 
le  paramètre  est  imaginaire  s'exprime  par  ces  deux  quantités  et  par  la  fonc-» 
tion  nn'  dont  le  paramètre  est  réel  et  de  la  forme  —  x  4*^  ^V*»  laquelle 

sera  accompagnée  de  l'intégrale  f     f,  ^,  où  k  est  imaginaire.  On  voit  que 

le  tout  formera  une  expression  plus  composée  que  celle  qui  résulte  de  la 
première  méthode,  c'est  pourquoi  nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  de 
son  développement, 

i3a.  Nous  observerons  enfin  que  la  formule  qui  a  fourni  deux  solutions 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  ce  chapitre,  n'est  pas 
la  seule  qui  puisse  être  employée  à  cet  usage ,  et  qu'il  en  est  plusieurs  au* 
très  qui  conduiraient  au  même  but  ;  mais  il  nous  suffira  de  faire  mention  de  la 
méthode  suivante  dont  l'application  pourrait  dans  certains  cas  présenter 
quelques  avantages. 

Ayant  pris  deux  coefficiens  constans  ^  et  A:,  soit  ;?s=s— ^f.        ,on 

aura ,  en  faisant  pour  abréger  D  =:  i  +  ^  sin*^,  l'équatiim 

i  +  ip»*"  A  •  D*  +  i?A"8inVco8«f  "*• 

Supposons  le  dénominateur  D*  H*  ^  ^'  ^^*9  cos*^  =:  (  i  -f-  n  sin*^  ) 

(  I  -f»  a'  sin*^)  (  I  -f*  "*  sin*^) ,  on  aura  les  trois  équations  de  condition , 

kc^  =:  nn'm , 

(>  +  0'= (■  +  »)(■ +»')(■  +  '»).       }       M 
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m 

àu  moyen  desquelles,  étant  donnés  les  deux  pttraônétres  n  et  nfy  on  ponrni 
dëtenoiner  le  tromème  m  et  les  deux  constantes  ^  et  k\,  tek  qu'on  ait  entre 
les  fonctions  Un  y  Un%  ïlmy  l'équatim^ 


r  àp 


«  •  > 

I F  4-  ATln  4-  A'ri/i'  +  Bni».  (b) 


Appliquons  Cette  formule ,  comme  ci-dessus ,  au  cas  de  deux  paramètres 
imaginaires  ti ss ^^(ms 6 -4- 1/ — i  sin^),  n's=>(co89  —  |/—  iân0),  où 
nous  pourrons  supposer  i^  <C  c;  car  si  on  ayait  y  >  c,  le  paramètre  n  pour^ 
raitf  en  vertu  du  théorème  de  l'art.  49?  être  remplacé  par  le  paramètre 

—  CB  — (oosfl— l/— isinfl),  ou  Ton  aurait  — <c.  .  , 

Dans  cette  hypothèse,  si  Pou  fiiît  (i+'»Xi4-»0='+^'^*^^®H*^*=^% 

I  +  yjv  I  "**  ? )  =^  ^  "+"  "^~  '^*  ^  ^^  ^*'  ^^  ^^'^^  P^"^  déterminer 
2^  et  m  les  deffj  équatioiis 

I  +  ^  sas  C  1/(1 -l-m) , 


Soit  |/(i4-'^)=^9  <^  m  sac  â:*— «S)  on  aura  l'équation  (fjr  — ^)*:s 
y(je  — *•),  tfoù  résulte  V  ' 


On  voit  d'abord  .que  les  deux  valeurs  de  x  comprises  dans  cette  for- 
mule sont  positive^;  car  on  a  par  supposition  y  <  c ,  et  f  *  —  y*>*  =• .. 

/^•|.Z^r  I  «i*  L.\  Si  on  observe  de- plus  que  l'équation  qui 
directement  m  ou  â:*  «*- 1  ^  est 

-    —4''»»* 

on  en  conclura  que  son  dernier  terme  étant  n^atif  ^  les  deux  valeurs 
de  m  sont  l'une  positive  ^  Tautre  négative ,  c'est-à«dire  que  des  deux  va- 
leurs positives  de  Xy  l'une  est  plus  grande  que  l'unité ,  l'autre  plus  petite. 
La  valeur  positive  de  m  pourra  être  représentée  par  col^/t  ;  quant  à 
la  valeur  négative^  elle  devra  être  de  la  forme  —  ^sin*A;  car  en  vertu 

de  réqnation  (  *^"j  =  >*  («  +?)i^^  ^*  visible  que  «  H-  ^  doit  être 
T.  I.  ai 
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positif,  et  comme  daxis  le  cas  de  m  n^tif^  cette  mémie  qauitÂté  devr» 
être  plus  petite  que  l'unité  ^  .4»9  ppuf ta  la  je{ui^^ter  par  co8*iv ,  ce  qpi 
donnera  m  =  •*-  c*  sin*  X ,  et  l'angle  X  sera  déteup^iné  par  j'égunticiQ  •  #• . 

T— ) ,  OÙ  l'on  devra  mettte  pour  j(  la  plus  petite  va- 
leur ^  =  -^'^,ce(piidonneraxxwA  =  =b(îJ^=^==  le 


'-? 


signe  :;}=  devant  ctre  d^terininé  de  n^anière  que  ÇQ»X  ^git  p$i$xtif  J  X  étant 
connu,  on  aura  ft  par  l'équation 

.    .      ^  2P8in9  " 

Op  voit  maintenant  k  peMbilsft^  d'exprimer  ixmte  foi»oitaii  dB  tmôàme 
espèce ,  dont  le  paramètre  n  est  imaginaire ,  par  le  moyen  de  4pitt  foncr 
tions  de  même  espèce ,  dont  les  paramètres  sont  réels,  l'une  ayant  le  para- 
mètre positif /n  =  cot*  f(,  l'autre  ayant  le  paramètre  négatif  mf-^     -g^sin^A. 

Il  n'y  a  de  différence  ci|tnB  ^cette  solution  ft  la  précédente ,  que  dans 
la  valeur  du  paramètre  d'espèce  circulaire ,  qui  est  maintenant  positif  et 
représenté  par  cot^f^,  tandis  que  dans  l'autre  solution  il  était  négatif  et  de 
la  fei;nie  -^  i  +^  ^- |t  j  mgi^  on  «ait  fye  {:»  deux  ^m»t»  «HH  9édw> 
tibles  l'une  et  l'autre ,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  auemP^  4i^r|9nçe  ^sflent^eUe 
dans  les  deux  solutions. 

Quant  au  développement  des  fiiTipules  pour  déterminer  les  coefficiens 
A,  A',  B,  et  achever  la  solution,  il  ne  saurait  maintenant  ofiirir  aucune 
difficulté,  et  noua  ne  croyons  pas  devoir  nous  y-  arrêter* 

i33.  Conclusion.  Puisque  toute  foncdon  elliptique  de  troisième  espèce, 
dont  le  paramètre  est  imagmaire ,  peut  se  réduire  k  (jieus  foi^çlijms  de  la 
même  espèce,  dont  les  paramètres  sont  réçl?,  il  s'enaiiif;  ; 

i"*.  Que  toute  fonction  complète  de  troisième  espèce,  dont  le  paramètre 
est  imagiaaife ,  peut .  touJQurs  se  j^réduife  aux  £m6|ioiis  eltiptiqiies  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce. 

2"*.  Que  toute  fonction  de  cette  sorte,  non  complète;  maiç  dont  l'am- 
plitude Ç  est  telle  qu'on  ait  fÇcy  (p)  s=?  AF'ç^  k  é\jàn\,  un  noiftbre  ration- 
nel ,  pourra  égale«}enf:  s'exprimer  par  des  onctions  4p  la  pi^emière  et  de  la 
seconde  espèce. 

3"*.  Qu'une  fonction  Tïn ,  dont  1^  pjirametre  est  jifnagiDaire ,  pourra  se 
réduire  indéGniment  à  la  première  espèce,  fi  l'on  peut  satisfaire  en  même 
temps  aux  detftx  coqdidons  nécessaire?  pour  que  îe(  fb)^cti#ii«  flm^  fin/, 
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dont  elfer  éépinâP^   fiOMnl-  s€Eibeptii)Ief  c^trae*  dlsnftkbW  reiiutftbn;  On  » 

dé]^  vu  ua  esMiipl»  de  e6ft'rédii€tM)n§(«lrt^  1:24)9  et  il  serait  tàcû»  d'enf 
pioduire  plusieurs  autve& 
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D^'iMp  pfnnftétné  génétai  pour  recortnaî&e  n  ésux  fonttîons 
dbttnëes  de  ttoîsieme  espèce j  gui  ne  différent  que  par  tes 
paramètres^  peuvent  se  réduire  tune  à  Vautre. 

* 

i3i{*  ™*oxJS  avons  admis  trois  formes  dans  les  paramètres,  savoir,  /xs=:cot*  0, 
n  ==  —  1+5*  sin*  fl ,  »  =  —  c*  sin'  ô  j  et  nous,  avons  fait  voir  que  tout» 
fonction  qui  se  rapporte  à  la  première  fbrme  y  peut  être  convertie  en  une 
fbn'câbn  qui  se  rapporte  à  la  seconde  forme  ,  et  réc^roquement.  Cette 
conversion  se  fait  par  la  formule  du  n^  54  9  et  sans  rien  changer  aux 
deux  autres  éïémens  de  chaque'  fonction,  tp4  sont  le  module  c  et  Famr- 
plîtude  ^.  Mais  une  fonction  dont  le  paramètre  appartient  à  la  troisième 
forme,  ne  peut  jamais  être  réduite  qu'à  une  fonction  dont  le  paramètre 
est  de  la  même  forme.  CTèst  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  comparer  suc- 
cessivemcftir,  pour"  les  trois  formes  du  paramètre  y  defux  fonctions  qui  se 
rapportent  à  une  même  forme. 

Smt  i®.  nsèiTCot*  fr;  là  formule  (î^  dû.  n**  lod  prouve  qùè  fa  fonction 
n  (odl'fl,  c,  <p)'  petit  se*  réduire  à  lar  fonction  H  (cot*  (p,  *,  fr)  qui  diffirC 
dspltf  pMoi&ère  par  aes  ^rqis  ëlénteirs.  Senofl^labkment  ht  foiMion  It  (cot^'A, 
0,9)  pourra  se  réduire  à  la  fonction  FI  (cot*  ^,  &,  A)j  mais  les  fonctions 
n  (c€**'f ,  h^y  8),  n(  cet*^j  *;  A)  qui  nedifiSrent  que  par  FampHtudë ,  peu- 
vmit  se'  comparer  entre  elle)»  et  avec  là  fbnction  complète  IT'  (cot*  ?  >  ^)  9 
d'tane  irifimlé' de  manières  par  les  f&mrnfes  des  n***  56*  et  %.  Supposons  en 
général*  qu'on  ait  Péqriation 

.T(i„A)=b*F(^,ft);=:/F'(i;,  ..  . 
iy  ky  /étant  des  nombres  entiers  >  alors  il  s'emuîvr»  par  lès^  principes  eonm»; 

9I.« 
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JI  (cof  (p,  A,  A)  =fc  An  (cot*  <Py  J,  fl)  ==  m*  (cot*  ç,  A)-f  W, 

W  étant  une  quantité  détermiil able  par  arcs  de  cercle.  Mais  la  fonction  com- 
plète de  troisième  espèce  11^  (cot'  Ç,  b)  est  réductible  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce  ;  donc  l'équation  précédente  donne  le 
moyen  de  réduire  Fune  à  l'autre  les  deux  fonctions  n  (cot*  9,  6>  A), 
n  (col*  ^>  6,  6).  Donc  en  général  les  deux  fonctîonajl  (cot*  8,  c,  f), 
n  (col*  X^Cy  ç)  pourront  se  réduire  l'une  à  l'autre ,  si  les  angles  6  et  X  des 
paramètres  sont  tels  qu'on  ait  iF  (A,  X)  db  kF  (*,  6}  =r/F*  (6),  i,  k^  l  étant 
des  nombres  entiers  à  volonté. 

Soit  :i^  71  =s-—  I  «4-  i*  sin*  6,  la  fonction  n  {nyCy  ^)  pourra  se  réduire 
à  la  fonction  II  (i*  tang*  ^^  i,  fi)  par  la  formule  du  n*^  1 1  ^.  De,  mèm^  si  Ton 
a  n'  s=  *—  f  -)-  ^*  si^*  ^  9  1a  fonction  n  (/»',  é?,  9)  pourra  se  réduire  à  la  fonc- 
tion n  (&*  tang*  9,  &,  A).  Mais  on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent ,  que 
les  deux  fonctions  n  (^  tang*  f ,  b^  0),  FI  (A*  tang*  f ,  i^,  A),  peuvent  se  ré- 
duire l'une  à  l'autre,  si  les  angles  0  et  A,  déduits  des  paramètres  n  et  n', 
sont  tels  qu'on  ait  îF  (A,  A)  dtikEÇby  0)  ==  /F'  (&),  A,  î,  /  étant  desentiers. 
Donc  celte  condition  ayant  lieu,  il  sera  toujours  possible  de  réduire  l'une  à 
l'autre  les  deux  fonctions  n  (n,  c,  ç),  Il  {n\  c,  9). 

Soit  3^  »  =:  —  c*  an*  fl,  la  fonction  IT  ( —  c*  siu*  ^yCy^)  pourra  se  ré- 
duire k  la  fonction  II  ( —  c*  sin*  f[,  c,  6)  par  la  formule  du  n*  i.i5  j  sembla- 
blement  la  fonction  n  (  —  c*  sin*  A,  c,  9  )  pourra  se  réduire  à  la  fonction 
n  (— «  c^  sin*  ^ ,  c,  A  ).  Supposons  qu'entre  les  angles  fi  et  Â,  déduits  des  pa- 
ramétres, on  ait  la  relation  iP  (c,  A)  ±  AF  («,  0)  =  iF'  (c),  1,  A,  /  étant 
des  entiers  ;  alors  on  aura  par  les  principes  connus , 

,n  (— c»  sîn*^,  Cy  A)=fc*n  (-^c^sin» <p,  Cy  fl)=  ttl»  (— c*sin» ^,  c)+W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  logarithmes.  Donc  la  fonction  n 
(—  c*  sin*  f  ^  c ,  A)  pourra  être  exprimée  par  la  fonction  II  (— c*  sin*  ^ ,  c,  fl), 
et  réciproquement.  Dona  ta  général,  si  la  condition  mentionnée  a  lien,  les 
deux  fonctions  II  (—  c*  sin*  fi,  c,  9),  Il  (—  c*  sîn*  A,  c,  9)  seront  réductibles 
l'une  à  l'autre.  •   .    -        , 

On  voit  directement  un  e^eRiple  de  ffitte  î^ckLctitn  daps  la  formule  du 
n^  55-  Mais  le  symptôme  général  que  tibui "Venons  d'indiquer,  donne  les 
moyens  de  multiplier  à  l'infini  ces  sortes  de  comparaisons,  et  pvoofe^  que 
toute  fonction  donnée  de  troisième  ^^^  PfVft  ^j^;f ransformée  en  une  in- 
finité d'autres  qui  n'en  différeronticpie  par  lé-^aramètre. 

La  formule  du  jx\  é0«  qoir^ig^ntiaiMfiAèintdbdplin  des 

formules  de  comptraison,  est  comprise  dans  le  qmytAiiM^gébéiattigMié  pour 


I 
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les  deux  premières  formes  j  puisqu'en  ûâsant  nss  eot*.9  et  —  ss  oot*  X ,  on  a 

entre  les  a^les  0  et  A  la  relation  e  tang  0  tang  A  ss  i,  d'où  rësnlte.F  (&,  6) 
-|-F(a,X)  =  F»*. 

La  même  formule  servirait  à  comparer  les  deux  fonctiç^s  11^  et  II  -  .daos 

le  C5a8  où  on  aurait  »  =  —  i  +  ^*  sin*  8 ,  —  =  —  i  -f-  ^  an*  A,  car  il 
en  résulte  encore  rss  ç  t^gâ  tang  h. 
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»  • 


De  tintégrale  Z  =  Yl. 


d* 


1 35.  LiBTTE  intégrale  se  ramène  aisément  aux  fonctions  elliptiques  en  fiiûiant 
I  +  qz*.:=j^'y  mais  lé  calcul  mérite  d'être  diéveloppé  dans  quelques  cas  par- 
ticuliers ,  i  cause  des  réductions  qu'ils  présentent  et  qui  peuvent  jeter  un 
nouveau  jour  sur  l'usage  des  fonctions  elliptiques.  ' 

Supposons  d'abord*  q  positif,  p  étant  à  volonté  pontif  ou  négatif ,  si  on 

fait  v^  (i  H-  qz*)  =r  J"  >  et  a*  ==  ^  -—  i ,  on  aura  pour  première  transformée 
Cette  int^^le  pent  se  décomposer  en  deux  autres  ;  .f(Ht  jpovr  cet  effirt>  • 


Q=/(î 


et  on  «m, 


^  —     -^       ^ 


■  »  • 


L'intégcd»  QmétÊtmm  ImmédiMiiiMai^  4ter  ^si  «A  WM  aa  lieui  d«;>^  sft  va- 
leittr  isii  filiùttipBPdb Ji^yîOD'm      .  '  \*  -- r  '  >^^  -^ -;-. -ï  v '• 
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Ainsi  h  quantité' Q.ekr^ormée  par  un  àrc  de  cerdè  si  ^  est  po^ii^  et  par 
un  logarithme  si  p  est  négatif.  Tout  se  réduit  donc  à  faroûver  k'Valeur  de 
Pâvtre  itttégifâlè<ii^ 

Pour  cela,  soit  r  s=  i  -Kx*.,  on  apra 

Cette  int^ale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le  para- 
BS'ofape^^otr'itMigMfiflRm^  el*  juons'  flTtms  dOBUc  pfyni*  cfCft'  ODi^t  les'iorxnfiid^  ue^ 
cessaires.  Mais  dans  le  das  de  a  s  :i ,  l'intégrale  P  ne  dépend  que  d'une 
fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  réel,  et  c'est  ce  cas  dont 
nous  aUons  développer,  le -calcwl. 

i36.  Ayant  donc  fait  a  =  3,  ou  ^  =  gp,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 


^-h 


'\  2  (1+**)  dx. 

V  '^\  "^  \J     <"  ■'  ^     '   '  *' 

Pour  cela,  Soit  r  s=  yZ  et  ar=r  tang  \  ^ ;  soit  de  plus  c  =  ^  >^  (2  — 1/3) 
=  sin  1 5^ ,  on  aura  la  transformée 


Ti  ,  ,,  C^f>—^     i      1    r*  47  eog  »\ 

f  ,1    •■  •    '     I  '  \     \        '  '      '     '     • 

d'où  l'on  tire 

-  .  ■  t  t  •—-*'- 

Pour  avoir  cette  dernière  înt^rale,  soit  \A  (i  —  c*  sin'  ^)  s=s  u  sîn  ^,  la  dif- 
férentielle ; —    ,  ^^   'idérkuin  —  -ps — j^ ,  èr  sôU  intégrale  sera 

f 

On  n'ajoute  point  de  constabTè,  parce  que  tette  intégrale  s'évanouit  lorsque 
^  s=  G,  valeur  qui  répond  à  celle  de  z  =  0. 

La  valeur  de  P  dépend  donc  de^  la^oactÎDAfelliptique  de  troisième  espèce 
n  (-—•;) ,  et  il  &ut  examiner  si,  à  raison  dïi^aramètre  — *  7,  cette  fonction 

Ayant  le  modulé  cz^i  Vi,^"^  V^\  ^^  ^^  nomplém^iit  Am4^|^^di4-  V^ 


Or  cette  valeur  de  sin  S^esE  celle  qnî,  suivant' l^rdclea^^' satisfait  àiFéci^a-: 
tion  F  (i,  fl)  =  j  F'  (ô).  Dom;  I^  rédu^ctipn  de  la  fobctîqn  n{— ^^^  est  pos- 
sible ,  et  eUe  s^eSectueiia  pat  la-  formule  du  n^  i  i3  qui  «donne .    '  • 

Il  s'agit  donc  de  faire  les  substitutions  dans  cette  formule  ;  or  la  valeur 
connue  de  0  donne  ,^  -  j'     '-ai*^''  "^y^-*  ensuite  par  les  formules  du  n*  60 

V  =  f  i*  sin  9  sin  9.  (i  +  sin  6),  «ïs  (l ~  4  —  «ifl  ==-ï>i-i^  3, sin  fil 

I  .  '  ' 

:=  r  sin  0  ;  donc  Y  =  -^^  Oa^  en  '^^ndjieu^par  des  formules  du  même 

article  9  *  ■  -     * 

r 

W  =  577-7  arc  tang     '^ ,    .     ; — =  -f-  -57^:7  arc  tang  — r— r ? — tz — -r-l 

Substituant  les  valeurs  d«*4  lét  ^£t  ^  'fiûèânt  de  plus  n'  =:  h^  tang*  9  et 
i/a'  s=s  -: ,  on  aura  »    -    . 


W  «*;    ■■|;^-"  we  tong  '-^^  H"    ■  3  A      '^ ^^fr\  ip-ZA»- 

Donc  la  fonction  II  (— ^)  se  réduit  à  la  première  espèce  par  la  formule 
Substituant  ^fMie  Vafe«r  dans  «crile  d^  4^int^râtè -i^,  ^dn  aura  enfin 

•  ^'^  .      t  ',1    ,  '     ••  "         • 

D'où  Ton  voH  ^  Tupit^fi^k  P  d^vpp^  MmmmM;  ifi(Mp9t»4«»M  4«r  f<rftc- 

sée  Z^au  le  cas  «ù  Fqd  «I  «  es  !9;  ou  ^  £=  g. 

Sien  v^ut  savoir  la  valear  de  /ZTlors^e  z  =  oo ,  il  &ud)ra  faire  $=  ^^  ce 
qui  donne  P  =  —  ;  d^ailteurs  dans  le  même  cas  on  a  Q  ua^rj  •  dottc«  ..«•*- 
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Ainsi  h  quantité' Q/ekf^oûH&  par  un  àrcr  Je  cerdè  si  p  est  pttsftî^  et  par 
un  logarithme  si  p  est  négatif.  Tout  se  réduit  donc  à  faroûi^é^  k  Valeur  de 
Pa««reSttfégifiIè«ii^''  •    T;  ■  • 

Pour  cela,  soit  r  s=  i  -Kx*^,  on  aura 

Cette  int^ale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le  para- 
BSOore^QBv  iiBngnnn^,'  ev  juuu9'  u? uub  uinuie  puui  cei  odicv  icvioninncs^  xr*" 
cessaires.  Mais  dans  le  das  de  ce  =s  :i ,  l'intégrale  P  ne  dépend  que  d'une 
fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  réel ,  et  c'est  ce  cas  dont 
nous  aUons  développer,  le^calcvl. 

i36.  Ayant  donc  fait  «(  =  3,  ou  ^  =9p,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 


V  -V  'i'  ^J    *  '"-         * ^ 
Pour  cela,  doit  r  =  j/'S  et  ar=r  tang  \  ^  j  soit  de  plus  c  =  y  >/  (2  — 1/3) 

=:  sin  1 5^ ,  on  aura  la  transformée 


s        ■ 


d'où  l'on  tire 


.  1 1  <  I  >  «  I  •  f 


*='^*  + -ne— :y-f  ^/fT^^^^. 


'f  • 


Pour  avoir  cette  dernière  intégrale ,  soit  y/  (i  -;-c*  sin*  f)  s=s  u  sîn  ^ ,  la  dif- 
férentielle ; —    ,  ^  J^  ^  '  1  Vfevîépdjra  ^~»;  ^s     ^  >  -v  %  êrsôn  intégrale  sera 


On  n'ajoute  point  de  constabTè,  parce  que  bette  int^rale  s'évanouit  lorsque 
^  s=  G,  valeur  qui  répond  à  celle  de  z  =  0. 

La  valeur  de  P  dépend  donc  de^  la^oBCtÎDjt^eUijtique  de  troisième  espèce 
n  (-—•;) ,  et  il  faut  examiner  si ,  â  raisoù  dlti^aramètre  — -  7,  cette  fonction 
UQ:  p^wrait»  IMI  sQirédilîri^ciiid^filiimmb  à  Jài .  pramièrejeq^àfi^iL 

Ayant  le  modulé  cz^^  i/(a*-^  V^3),  et  son  aoKnf]àa^ntésm^iy^ii^+  V^3s)i 


on  vpit iiwnéf]iatemexU, i^  1^ jniyjmèiitrp  ufs:r^,i^n^iiip^ifi»^:hfytme 

.  •  •       €f     •  •  •  • 

Or  cette  valeur  de  sin  8  "est  celle  qnî,  suivant  rarticlea^j' satisfait  a  tréqjaa-: 
tion  F  (i,  fl)  =  j  F'  (ô).  Dom;  I^  rédu^cti/on  delà  robctiqn  n{— j^  est  pos- 
sible y  et  eHe  s^eSectueiia  pieur  la  formule  du  n^  1 1 3  qui  îâonne . 

Il  s'agit  donc  de  faire  les  substitutions  dans  cette  formule;  or  la  valeur 
connue  de  0  donne  ,^  .    /■     '^v^u  rt^>»'PPsuitè  par  les  formules  du  n*6o 

£>    8111  ^   COS  w         -  y  '^  ^      '  » 

V  =  i  J*  sin  9  sin  9.  (i  +  sin  6),  wa  (l  ==  Ji  —  «ifl  ==-17^4.^^  3, mu  fil 
=  r  sin  0  ;  donc  Y  =  -^*  Oa^  en  v^ond  lieu^par  des  formules  du  même 
article  9  *  •  -     « 

W  =x-r7  arc  tang     *^ ,    .     ; — =  +  ^^rzsD  arc  tang      ,   V r—^ — -r^ 

Substituant  les  valeurs  d«*4  lét  ^£. ,  -finsànt  de  plus  ri  =  £*  tang*  ^  et 
i/a'  s=  -: ,  on  aura 


»  -  - 


«      T 


Donc  la  fonction  II  (—7)  se  réduit  à  la  première  espèce  par  la  formule 

n(-i)«(.-î)t+l,.rc*og>:»î+-£.w,;.gï^. 

Substituant  ^^e  Vakvr  dans  «celle  an  ifint^râlè -i^,  'On  aura  enfin 

D'qù  Von  mt  quç  l'i^t^p;^  P  d^ypp^  &)ftl#iW)fM;  M¥)4p9i^4^  ^^^^ 
tiçn^  ellipti^^i  et  q^ç,  s^  4e^flMv>9i  m  i^pfeime'^que  d^^^r^  4fi  -ceiïçfe 
<5t  di»  IflgratblïWi^-  lï.  «RtfHIJt  PWf.WWWqPWPt  4e  «tel»  d©  Vito^é^fV^Aei  propo- 
sée Z^au  le  cas  «ù  Fqn  «1  ai  es  !9;  ou  ^  s=:  g. 

t  's-  ' 

Sien  v^ut  savoir  la  valéar  de  /ZTlors^e  z  =  00 ,  il  &ud^a, faire  $  =  ^^  ce 

qui  donne  P  =  —  ;  d^ailteurs  dans  le  même  cas  on  a  Q  ua.^  )  donc  «••«•*' 

9  ,      .  9 

z î_  -  "-■■  ■ 
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■ 

i37«  Les  rëductioDS  nombreuses  qni  se  sont  offertes  dans  le  calcul  précé- 
dât y  doivent  fidre  présumer  qu'il  est  possible  de  parvenir  au  mé^ae  résultat 
sans  le  secours  des  fonctions  elliptiques;  c'est  ce  'qu'on  va  mettre  hors  de 
doute  de  la  manière  suivante* 

Remarquons  d'abord  que  dans  la  formule  Z ,  on  peut  changer  à  volonté 
le  coefficient  ^  en  un  autre  ^,  pourvu  qu'il  soit  de  même  signe  y  et  qu'il 
suffit  pour  cela  de  faire  z^ç  sszz' %/^.  Soit  donc  ^s:  Z,  ce  qui  donnera 
pour  le  cas  que  nous  considérons  ^  ss  j- ,  et  là  formule  proposée  sera 

3dk 


/; 


(3+*^»/0+3^ 


Je  Mszst  "i^- ,  et  j'ai  là  transformée 


3  J(,-:^)|/0  + 


Je  remarque  en^te  qu'en  fiiisant 


M—,  ,  , 


jn^r — nfjè — ,  . 

on  aura  f  Z  ==  a~^  (M-^N).  U  ne  Vagit  donc  que  d'avoir  les  int^^es  M 
et  N.  Pour  cela ,    . 

Soit,i*.     /(i4-«»)asf^,onaura.Ms==2--y^. 

Soit,a^     »^(i+a;?)=  •^,onau^aN==a-î/J=;^• 
Ges  deux  intégrales  sont  donc  de  la  même  ferme,  et  peuvent  s^exprimer  par 
les  arcs  dé  cercle  et  les  logarithmes.  ^ 

S'il  fiiUait  les  évaluer  séparément  y  elles  présenteraient  xme  difficulté  ;  car 
l'intégrtde  '  proposée  devant  être  prise  depuis  2  s=3  o  qui  donne  or  s=  i  et 
tsss^y  Fint^ale  M  contiendrait  une  constante  infinie.  U  en  serait  de  même 
de  l'iotégrale  N;  mais  comme  nous  n'avons  besoin  que  de  la  différence  de 
ces  intégrales  y  on  peut  éviter  entièrement,  l'infini  par  un  moyen  fort  simple* 

On  voit  en  effet  par  là  nature  de  la  question  y  qu'on  aura  la  valeur  de  Z 
par  la  seule  foramle  ^ 
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pourvu  quon  prenne  1  int<^ca||,jdM]|iî|  )f  =  I  =  i — *^ jusqua  .... 


•t       •  »«>  ■ 


V  z=z  u  ;=>  -3 — 21 .  L'intégration  étant  donc  effectuée  entre  ces  limites 

toutes  deux  variables ,  on  aura  généralement 

z=   :^  ^(. I«»4- W "^  Y  ^  *^6  -p" 
-i  ïogCrî^rF?)  -  T  *"*  **°6  "173- 

?k  on  veut  avoir  l'intégrale  lorsque  2  ss  o6 ,  il  Ëiudra  supposer  y^(i*f-x')=s:a»9 


3  ■        .  3 

t»  étant  infiniment  petit  j  on  fera  donc  £  .=  —  -î^,  et  ii  =  — ,  ce  qui 

«•1/3       /  • 

donnera  Z  =  -7—  ^  résultat  conforme  &  celui  que  nous  avons  trouvé  par 

l'autre  méthode ,  puisqu'on  a  dans  ce  cas  pzsz\. 

i38.  Revenons  maintenant  ^  la  formule  générale  j  et  supposons  que 
q  est  n^atif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  considérons  directement  la 
formule  - 

:  Z    »    /  '3     • 

dans  laquelle  nous  supposons  tj  positif,  p  étant  à  vblon  té  positif  ou  négatif. 

s  •et 

Si  on  fait  y  (i  —  qz^)  s=  /  et  «'  ==?  -  —  i ,  on  aura  la  transformée 


*  •  1 


qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  Z  =:  -^  (P~~'Q))  ^i*  &isant 


On  trouve  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde  intégrale 

pour  avoir  celle  de  la  première,  soit^  s=  i  —  oc*,  on  aura  la  nouvelle 

transformée 

p  _  r .    a(i~^)Ar 

— J  (,♦_;  (a— •)«•  +  •*  — •+!)  v^(«+  — 3»»H-3)' 
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* 

Cette  intégrale  d^pçnd  en  général  ^es  (cnxçtiops  ^JJiptiaues  dopt  le  para- 
mètre est  iniagiçairç.,  çt  elle  peut  être  rameneeà  ceUes  dont  le  paramètre  est 
réel.  Mais  dans  le  cas  de  a  =  a  ^  la  soittlion  se  simpli^'beaucoap  et  de- 
vient tout  à  feit  indépendante  des  fenctions^  ellS^tiq^ips  ^  c^^ce  cplhn  yé* 
rifiera  aisément  en  traitant  la  fQrflWjlgf        ■    "^ 

comme  celle  dç  l^^x^mple  préoédént^ 

de  l'intégration  sans  le  secours  des  fonctions  elliptiques.  Et  d'abord  comme 
k  yalieiir.  de  ^  peut  être  prise  à  vok«ité^)  suppo^oB^  ^  lam^^  e&  cpà  étonr 
nera  ;?  =  ?,  et  la  formule  pcoposée  deviendra 


SoU  V^'  (i  *r7.  3;^''^,s¥s.i  -rcn-,  gotaniia^la  toaufoEn|ée.^   . 


H  ]?ï;«PHfi^  Ç9.rtig  ^  r^tjowi^^  ift  swqj?^.  s»»W^  4««>»  *fc  4i9smt 

poser  en  deux  fonctions  elliptique^de  la.  troisième^  eœèce,  à^cçvse  clips  deiu; 
Êicteurs  du  dénominateur  3et^  +  :|:r*  -—  i .  M)iis  si  on  examine  lès  choses 
avec  plus  d'attention ,  on  trouf^MFat.  qu'en  fin^i^E^  |/  (3^  +  6x*  —  i  )  sss  pa:  y 

la  seconde  partie  devient  — ^  -î^  !*—A  >  ^  ^'''^  ^^^  '•  valeur  totale  de 


Z  est 


3  r     i\--^)dx  l^  /^A 


Ainsi  cette  intégrale  se  détëoniaft  eatjéifiiQ^  jSPi  ^  ^^^  ^^  cercle  et  les 
logarithmes. 

L'intégrale  / '— - — ^ — ^ que  nous  venons  dé  déterminer  dans  ses 

deux  différens  cas^.sçtixaij^m^^i^nné^gagt  li^ dans^ la  liste  queFuss 

\  dpnn^  4es:qvivriage%,d'Eul^  j.  mais^  lsm^iRft.qpl  kiCq|lfiffi»^Xa^ 
encore  été  publié.  Nous  avons  voulu  faire  voir  par  un  exemplg;.  qjlSlî»  r^ 
marquable  y  que  la  théorie  dg|  ff^pctij;^  elliptiques  con4mt  d'une  manière 
sûre  aux  expr|îi^QQg  JSs^pl^^  sijq^i^jft  d^  rapportent. 


i4o«  Ind^^dammdk  des  ànu.  cas  d 
kgniikiMi^  eue  «iNit  ok  r«ft  «hH 


i-îi 


Z 


/. 


int^rale  qui  se  rapporte  i  ift  Ibffitulë  générale  âùiï^  lôo,  en  disant  9=19 
ym^^ûia^  m^  4.  Oi  iM?  smfâit  Hors  ^itèr  âê  fëncônf^ë^  dànà  Tin- 
t^grale  P  des  fonctions  ell^tiqaes  dont  le  paramètfe  est  ima^àirè ,  mais 
la  réduction  de  ces  intégrales  conduira  à  im  réstfltàt  âatîêfemé&t  indépen- 
dant des  fonctions  elliptiques.  Nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  ^e  ces 
rëduction^^  «k  Aou»  iKtat  bortteKmtf  à  {Muver  par  une  ftutré  Vdie^  que  Fin- 
t^rale  Z  ptM  étk(t  détemAiëe  pof  te»  <rcs  de  cerclé  et  lë^  ïôp^lnes. 
Pour  cet  efièt ,  soit  i  ^  2*  s=  4/^  >  ^^  ^^'^^  ^^  traâsfbrinée 

Mais  si  on  considère  l'intégrale  T  =  / --| ,  et  qu'on  fasse  K  (^—  0 

=^ I,  on  aura  <«  ^a-.V(4/—)'  "(^"J^S^' 
donc 

i^ai  on  OKMlittit»  PinttîghJn  Z  •»  T  est  oomni-;'  or  -il  suffit  de  &ire 
fi  z=z  — ^ ,  el  on  aui«  t  itif'^^'f  âcAà Zsë détëi'iùiliei'^ pàt r^qu&tiôn 

et  p«r  eOttii^lteAi  Z  ftat  ^eifibaaei  pèrles'arcr  â»  cétch  €t  ht  loga- 

rithmes» 

i4i.  Revenons  mamtenant  à  la  valeur  générale  de  I^(art.  r35)y  afin 
d'en  feire  le  développtfwnt  pou»  toute  valeur  de  «f  jV>bserye  d'abcrd 
qu'on  a  identiquement 


SkAp^i^  t  '^Jfi,  im  pMnn  fiBtii«  lé  pMlil^'ifleiBl^Fè  »k  SQ,- 
donné  par  un  arc  de  cercle  ou  un  logMMttJé  ^  et  0tt^  sàtk 

32.. 
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/a— #+-2a;*  dx  ^_  If)-^  C ^ 

Ainsi  Fint^rale  X  fonnant  le  premier  membre  de  cette  écpiation,  s'expri- 
mera par  la  quantité  connue  Q  et  l'intégrale  Tsrsj  ^|-Jr«^^/f^^^3^^4^3^ 
qui  ne  dépend  que  d'une  fonction  dé  la  troisième  espèce  dont  le  paramètre 
est  réel.  Cherchons  l'expression  de  cette  intégrale. 

Soit  comme  ci-dessus  r*  =  3,  c*  c=s  — j">  ^  =?  r  tang  y  ç,  on  aura 

X  =  i  r^  .  ^Jt^gu^L  •  ^^  P^^  -ï^  développement  4u  dernier  fac- 
teur on  obtient 

•ft+i  l^r*        .-«.       _  ar'[#+  ^^  +  r* —  (#  4*  i  ~  y^)  co»  »} 

Soit  donc  n  s=  ^t  7^  T  n  j  on  aura  l'intégrale  cherchée 

On  voit  donc  que  l'intégrale  T  s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  de  troi- 
sième espèce  II  (o)  dont  le  paramètre  est  réel* 

Cette  intégrale  s'exprimerait  encore  plus  simplement  si  on  avait. »•• 
fit  =  r*  —  I  =  ^3  —  I ,  car  de  cette  valeur  on  déduit  : 

T  =  i/*  «».  i,  =,^  [F  +f^0^. 

Le  cas  de  A  ss  -«-  1  donnerait  également  un  résultat  très  simple}  mais  ce 
cas  ne  saurait  avoir  lieu ,  puisqu'il  supposerait  q  =b  p. 

Le  cas  de  a  =  o  donne  T=s-^  QetP  =  Qy  ce  qui  laisserait  Z  in- 
déterminé ,  mais  alors  on  a  directement  Z  =;s  —--  1.^'.,^*      .  ;  or 

/p^^= J  /(^ - 1)  -  i  /P^^H)  >  ^'. ^««  ^^^i*-*  i"*^' 

grale  ne  dépend  que  desHTonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  se- 
conde espèce.  •  ^ 

La  valeur  de  T  étant  connue  on  aura  l'intégrale  X  =  |  Q  —  T,  laquelle 
tiendra  lieu  de  la  seconde  équation  que  donnerait  la  méthode  générale 
d'intégration  (lâi);'  mais  elle  ne  fournit  aucune  lumière  poUf  la  première 
intégrale  qui/  soit  seule  ,  soit  combinée  avec  celle -xn,  donnera  rinté- 
grale  proposée  P.  C^t  pourquoi  il  fttut  fSadre  tout  au  long  les  cakmU  cpii 
conduisent  à  cettO^Çondie  iiitégrale.  :    .     >.  , 
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i4a*  La  substitudon  de  â?  ssrtang  7  f  dans  la  valeur  de  P,  donnera , 
en  faisant  C^z=:  i  — - «+«%' 

_  (ï+cas^y  +  y^sin*^ . 


11  &ut  maltipiier  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  la  quantité  qui 
résulte  du  dénominateur,  en  changeant  le  signe  de  cos  Ç)j  alors  le  déno- 
minateur du  produit  sera 

48ff*+[4/'(a— ;«)(^'+3)— 48ff*]  sin*^+[ff*4.3— r*(a— «)•]  sin*?. 
Soit  oe  dénominateur = 4^^*  (^  *(- ay  cos  6  sin* ^-^9^  sin^  9  )  9  on  aura 

''—  le?  $?  ^       ' 

r  COS  u  ^ ■      flcty*  >     '^  ^"*  ^^  —  ^ 

On  voit  par  cette  valeur  de  y  sin  6 ,  que  le  paramètre  ne  sera  point  imagi- 
naire dans  trois  cas,,  savoir,  lorsque  «=o,  asa— ^i,  «tsssa. 

Soit  le   nouveau  dénominateur   i  ^2P  cosB  sin*^  +  y*  sin^  ^  =s  D ,  la 
forme  connue  du  numérateur  permettra  de  supposer 

,i+(a— *>»+«»  ~*^"t"  D  "^  D     _       ' 

ce  qui  donnera  en  substituant  et  int^ranl 

La  dernière  intégrale  dépend  des  fractions  ratipnnelles  ;  ainsi  tout  se  ré- 
duit à  obtenir  l'intégrale 


D'après  les. valeurs  connues  de  y  et  0,  il  &ut  chercher  l'expression  des 
paramètres  m  et  m'  ;  on  aura  pour  cet  effet 

. y>     _  (ay*  +  3)[e*-f3— ^>~^)]     •       .    > 


C(a'  +  a«-f-4) 


4.    * 
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cos  A 


ni 


Cette  dernière  valeur  suppose  «  <4*  i.  positif  ;  si  et  *!•  i  était  n^atif  ^  la 
leur  de  m  semU  piua  grande  <pe  c^  et  ab^^m  gérait  de  la  forme 
- 1  +  ^*  sûi*  A^  9  tandis  que  rd  «erait  au  contraire  de  la  forme  -—  c*  sin*  A. 
n  aura  eniuits  dgaa  HiypPtiiéfe  de0L«Hi  positif , 

U  n'est  pas  néces^ij^  de  former  l'intégrale  en  ^%  ni,^  etc.,  parce  que  cette 
int^rale^  qut  eenriiént^  en»  ne^  de  oOTcle,  dcttt  a'aeeorder  ffVéC  celle  que 
nous  avops  dë|à  trouY^Q  ;  et  c'est  ^e  dont  on  peut  s'assurer ,  sans  faire  tous 
les  développemafis,  en  complmmt  le  poramètren^tif  m^«-»  f  ^è^hi^/iy 

awift  h  ]Mm»èti«  pQsMif  ^^  i>v2':j:',)'>  C!feli»<i  4tattk  déaigaé^  par  ort'>, 

on  aitta  cot  î' 'ï^^^^^*  d'*^^  ^»°g  ï  >  =  v?Ç^Ki)  '  ^^  ^^  trouvera  faci- 
lement d'après  ces  valei^  q^'QaaE(^,>)4*£(6|,^).s:F'&yet9i'ainsl 
les  deux  paramètres. /71'  et  n  dont,  les  angles  sont  /t^  et-^^  peuvent  être  ré- 
duits l'un- a- ftmtf«:  "• 

Il  reste  donc  à  former  la  seconde  intégrale  ;  pour  ceja  connaissant  9  et  A, 
onaura  ^ssy  sinA,  mss— -c'sin^Ay  ce  qui  servira  à  calculer  Ï09  COdE- 
ciens 

«j  C* Sin  A  (OOS^  A  —  i»BÎB*A)  —  l'(fe»+C*COg<A)  ' 


et  on  aura  lfkué§n4e-   /  • 

J  i  +  a»oos68m*ç4-''  sui*^     A  ^  at     ^  \r— i^/î    '  ^^ 

Cette  iiiti^qile  et  celle  qiir*3aottt4^Mts.di^  trouvée  serviront  à  déterminer 
l'intégrale  P^  mais  nous  ntii»it3eirifcnlons  dliidîquer  fe  calcuT  dans  lequel 


ÇMLàEOBE  X3tVU.  t^$ 

an  M  peut  gmoM  4pntiir  W  pnlistté^  qMtiè  aa  ne  donwr  m^iim  «Mlstep 
particulière  à  ^. 

Rbu9  remarquerons  que  Jans  lesr  chnix  cas  où  l'on  aurait  a  s=  r*  —  x  ou 
€ù  =  — «r*—  I  y  le  dénominateur  i  ^"^if  <^o&  6  sin*  ^  -^  y*  ûn^  0 ,  se  rédui- 
rait à  I  —  2C*  sin*  ^  ■+-  ^  sîn^^  ;  ainsi  Tes  fût^raîles  dfierchées  F  et  Z ,  se- 
raient indépendantes  des  fonctfdns  élli'ptiqttes  et  pourraient  être  assignées 
par  kftaict  è^  nrc le  «t*  ks  fegarStfames.  (F'^jn^Jnttt.  tnn^.  J 

Enfin  9  le  cas  de  a'  ss  — -  4  ^^^^  ^<^^^  avons*  cB^â  P^l<^>  ébbaf  fraftë  par 
les  formules  générales  y  on  trouverait  cpxe  r  -f'Ctéttot  flt^fi^  H*  ftut  filire 

1»=:—  i+^ÛûffAet  l7i^s&3-»4^SHi?  A"^  4e  qiâ  denfltESt  Csssi+t/a, 

sin  f6  =  j/î*^- 1 ,  di»  A  es-  "^"^«^  "^^^  Ot,  ce3  valeurs  sont  précisément 

celles  qui  don«MnLF(t,|k)^j  IV4àB(&^^âbaNf.Pi^auipeutdonc  ré- 
duire dans  ce  cas  les  foncti<ms  qui  ont  des  paramètres  imaginaiiw  atts 
simples  fonctions  de  la  jnwâiifei^  efi^è(Qe„F(f^9)^  £(&,  ^);  on  trouvera 
ensuite  que  ces  dernières  dispsAmissent  entièrement  du  calcul ,  ce  qui  est 
conforme  au  résultat  déjjà^  tïoa¥é[  (ast.  i4«^« 

♦  -  •  ~ 
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quelifues  autres  intégrales  qui  ce 

remarquables'. 


?e^^-fç^: 


0»^^)  dmi 


i43.  Cjette  intégrale ,  où  les  deux  polynômes  du  numérateur  et  du  dbîih' 
mmttcur  menip^f^f  à»  «ststutv  termes  est^  g^iéralement  rédnhtible  zmV 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  dé  la  seconde  e§pècb. 


£A^fifie^fsiMi2fîiLdfiCQ9pow  l6.BQl)pi«ma  sctts.'!^  rad&àl  etfiAalfiiniëeils» 
du  second  degré ,  de  cette  manière 
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et  qu'ensmte  pour  faire  disparaître  les  puissances  impaÎM»  de  la  variable 

sous  le  radical,  on  suppose  Jg=^     ^,  on  aura  pour  déterminer  p  et  q^ 

les  Àjuadons  ... 

apq  +  \(p  -f-  y)  +  3/*=  o,  . 

apç  —  X(p  4-  y)  -f.  a»  =  o, 

lesquelles  donneront  toujours  pour  p  et  q  des'  valeurs  '  réelles,  en  prenant 

convenablement  ^,t*t'  C^'*^*  ^)' 
Gela  pos^,  à.  Ton  £àt  pour  abr^er 

M»  ;,•  —  ^^  -h  »    =  (;,  —  iA)  (;»  -  7), 
..        N=:^.  -Ay  +  f    -i(^-iX)(^-;,), 

P  =  ;,•  H-  V  +  A*  =  (p  -f-  iA)  (;>  —  7), 


Q  =  ;y  +  Ay  +  ;*  =  (V  H-  iA)  (y  —  p), 


on  aura 


jf*  4"  ^  •+"  A* 


P  +  Qy* 


et  la  transformée  en  j^  sera 

soit  pour  abréger  Y  =:  1/  [é(P  +  Q/*)  (M  +  lÎK*)]»  on  aura  par  le  déve- 
loppement de  la  quantité  précédente 

mais  par  la  différentiation ,  on  a 

^V7+T;--TLQNcr-0H r+7 0+77 — ^J' 

ou  en  substituant  les  valeurs  de  M,  N,  P,  Q, 
donc 

Or  les  intégrales  /  y''  /y^  '  ^  ramènent  par  les  transformations  con- 
nues, aux  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce, 
donc  l'intégrale  Y  ne  dépend  généralement  que  de  ces  deux  fonctions. 


-  •  '^^ 


CHAPtdïVE  SXTlî;-  ' 


nf4.  CoDsklÉMàs!ixiamtenattt  la  vâîit@rditiéile  ^ 


«77 
—  ;  éanh  jaqt)^  Xds  & 

+  Ça?  +  yx*  +  eTj;'  +  «a:*;  et'  ràppoeoW  Ow  "par  la,  su^itdtioO  'a^  =»/" 

+  i-Aoo*» '  *^®*^  <liff&entieUe  deviegne V(,-!A>rt >  S«  JP»» . » , «eu  «n 
effet  dans  un  grand  nombre  de  cas;  voici  comment -on  pourra  en  déduire 
une  intégrale  àisdez  ^remaF^uablë  et  ëDfàïd^é^' à  liom^venôns  de 

déteripiner^   '        :>  ,  '  - 


"    I       if 


iiJ 


<> ,      1. 


Soit  ^=  ï  —  hcos  ^  et  i»^^j  ouAuna  ;»  »^+^û>^v  e*;ç«.sli^ 

oette  valeur  dans  lé  polynôme  TLj  bfi  pourra  .supposer  X  z^.a^  *+*  C'a» 
+  3^*»*  +  cT'V  -f-  y û>^:>  ce  qui  donnera .  £*  =  e ,  cf^'.^  J^  -l-ji^^,  y  5=;  > 
+  S/cT  +  6/*6 ,  etc.  On  aura  ensuite  ,     .  . 

différenciant  cette  quantité  )&t  observant  que  dmssidx  ^  on  aura 


'.    )i.  j 


donc  en  intégrant 


/•(.■»-+fif'.)^=.^^+/<i+.£) 


) 


Substituant  dans   le   premier   membre  les  valeurs   cù^sâc^^fj    ê'  =  c, 
J^* s=  jbT 4- 4?yi,  et  dans,  le  secdndles  valeurs  a Ft5î  î/x  ^ "^ »  ^^  ®^^*^ 


/•(««.+i/*-!r-**)^^-:;f^,t#^+â'') 


i.i 


Pour  obtenir  de  nouvéUes  réàùcUèns ,  j'ôbsèn?^  '^el'e^ualidn^         hs  ^ 
donne  X s=s  ( i  —  c*  sin*  (p ) '^5^  j  mais  Hx  =s=  —  ^Iœ?  —  f^fj^^\%  donc 

Le  premier  ùiçmbre  a  aussi  pour  valeur  «*a*+-T*g'0''-f- 7*g'V*4-  <^'é^^+«"^} 
et  l'identité  des  deux  expressions  en  cr  donnerajçtVçss ---  -^,  b'g-çss  —  4*'; 
y  =-;(  3C» —  I  — 77n  )ô  donc  -:  cr»  +  T-  csp  -^Ccr». —  î^^  )  =  -4  ^^+i*— A*  j. 
Donc 

T.  I.  a3 


176  FONtmOJÎSiiBIiiMmQUES, 


Cest  Jbi  formule  ^pëmU^à^.UqiaidW^ç^ij^ow  p9rifiMr;^.(m<  poit  mt 

marquer  que  le  trinôme  Êr'+  ^JW  +  i  >  =  A  •  -xr  >  et  que^Mt^k-sede 


IieiprM8«r menofat^  a^Tsumnerakà  W fonwmlt  pr4céjie wacntt tmtëe^ «n 

mettant  x^^'^'f  à"  BrpBiœ^  Cfe  â:;  rar  albrs  lé  second  terme  d&pàra)tniif à 

la  fois  dans  le  polynôme  X  et  dans  lé  trinôme  uc^^etc.  Aus^  voit-on 
que  l'intégrale  ne  <4ëf^Q(LiqM^  dG|J(WC|iQll3^  fit)Ej.  maii  la  rédaction  est 
ici  effectuée  d'une  manière  générale  et  très  commode  dans  la  pratique, 

toutes  les  fois  que  la  valbur  de  jt,  qui  donne  -^  :=^^,  pourra  être  mise 


sous  la  forme  x  aB/Vf«  -,z:fc^. 

I 

i45*:Soit|/(T— ^fiin^^5rr=ar,'oùsih*^sa:î^^   onanm  cos^^fcss 


et  la  tranufeg^néiMèrâZ^a^dr  ly>/^;;i^^<ik  ^^JLy^''*  ^  qaantieé '-«©OS"  îè  radical 

♦  _ 

Z s=; /|Wi â^V -^ 4^i5 ^ CPSui jg  4?  Féquatioià  sn^noséç  on  tire 


donc  ,  .      • 

Pour  avoif'-'lâ'  première  intégrale  soit  i  s=  lâ  -—  ^b\  elle  aura  pour  «trans- 
formée 

OÙ  l'on  voit  quecb  1iriïîlë.^d€rii*  es^^(^^;r|f  y'i)*.   Soit  donc  «i/a 


\ 


I 


(t  4-  \/^  cos4,  ^  =  ^?^;  on  aura  t'.=  -rr^-^  /  __4._. 

L'amplitode  «i{/   se  déduit  directement  de  x  par  la  formule  cos  4  ss 

xii+\/b)  '  *^^  lors<pte  <p  =rf é  05,8 X  =5  i.r.et  4  =^o  j  »,o^  lait  ^  =  90% 
on  aura  x  =s  |/9,*\ee  ^lli'aObnë*cle  nouveau  «x^  =  o  ;  entre  ces  deux  valeurs 
a  j  a.un  maxim/ande  4  .«"i  TÇppnd  à  x  =rVh  o«,  «n'f  *=  -r^J-j  ^  et 

cos*^s^^(.  On  /^oit  donc  -yie  FintAyale  Z'  n^eàtre  pas  daiiSfIia  valeur  com^ 
pléte  de  ^.  '.*•;•       J  ^    *  ' 

TenoDs'à  la  seconde ;înGgràr^Z«^=  V^T  U --^ii^)^^ 
si  on  fait  semblablement  r=v*+)/iyU^2si^r^^\^S}c9^^^ 
ce  qui  donnerait  directenkftft "te» i» "^^ r^^^'^^WxV  on  aura 

Donc  enfin  l'intégrale  indéfinie 

^=7^^fF(*,«)+Fc«,4)];  .. 

on  remarquera  d'ailleurs  queues  modules  k  et  i  sont,  complémens*  l'un  de 


Pour  avoir  l'intégrale  complète  il  faut  Ëiir^e  ^=^yr,  ce  qui  donnera 

1/2 
^-=0,  p=:^y  et  par  conséquent  Z*  =  ^^j|  .  ^v  F'  k.  Résultat  très  ;3Împle 

j^  égard  à  la  complicMtîoh  de  la  formule  pcof  oséq  :  .^|%  pe^t  r^iatmi^^r 
qu'en  fai$atir^rsii  sin  f ,  ë«^  sMfr^  tiii'  atarait  A:  ==  sin  ^  ô^.    . 

146.  Si  on  proposait  l'intégrale  yzszfd^  y^  (i— rc'  aîu^flO»  on  trouverait, 
par  les  visâmes  bsuibitikulien^  J'ititégrâlë  iiïdâSnië 

-f-VC^H-aft)  E(i,  4y^f  7j;^^,t  ^)  Ffi,  4), 
et  l'intégrale  complète  \  ' 

V  =  a  /(a  +  ^*)'E'  ;t>-(^,y  +  ')  F'  *. 

ai.. 
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Il  cist  maui%ste  <]u'on    trquverait  par  Jii  (même  niithode  l'int^rale 
Îj:==^  I  — —^ — ^n-  f  P  élatit  une  fonction  rationnelle  de  sin  çi,  ou  n^éme  de 

sin  (p  et  coâ^.     .     ,  .    ,  ,      .      ,       , , 


t    \  * 


I. 

i47.Soit  ï/(i— <î*sm*<p)î==jc,  on  àûriâ  c»sîd»^==i — z',c*cos*^i=:x*—  6»; 
donc  Z==--|/^,J.;^^^^^'l^i):'le'pW>duit  (i-àr»)  (a:<-->*)  ét^ant 
(  I  4- ^•)a:' -**«!»— i',  soit  i^n?,  et_^,-f.  «•  =?:  arz ,  on  aura  d'abord 
Z.^-^'è  r       '  *"'^     — —  ;  ensuite  de  l'équation  supposée,  on  lire 


.    ;    • -  -. 

a;  — «  =  a?Vj/(a-..a»),    , 

Donc  la  transformée  en  z  serai 

et,  on  voit*  que  ces  intégrales  ne  dépendent  plus  que  des  fonctions  ellip- 

tiques.  '■  ■■■  .-  .  I .      "  '•  < 

Pour  avwr  la  farteiniAre  P !=i: |  /    ,;  '.    •        .;"*,*«  t  ,  , isrj j'observe 

que  1  H-  »*  +  Sn*z-^z^  =  (V-f^  n*  —  z)(i  — .»•  +  n*  +.(i  +!»•)«+  «^, 
soit  donc  z  s=  *  '     r'f"'^  »  on  aura  P  =  4  />,.].■    ^  ,  ■.— ; — rrr  , 

A*  =  '  —  »  +«%  f^*=>3  (!  +  »',  +  »♦)  ==  3it</i*4-  a») 
cos  fl—  i^  ■  (i*'>»')*--2^(i-»+»*)  _i;  V^'       >— 3»'      . 

soit  de  plus^ssi/-  .tangua,     ^=:sin*i  9  =  J(|  — cosfl);  on   aura 

-  :      Ps=--^,.F(A,«).      . 

...     4v*^  •  -    ■ 
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La  relation  entre  f  '  et  m  est  telle  que  m'  est  nulle  aux  deux  limités  de 
l'intégrale,  lorsque  (p  =  cet  9  =  7^.  Ainsi,  la  quantité  P  n'entre  point 
dans  l'intégrale  complète  Z'. 

P<mr avoir  l'autre  intégrale  Q  =  îf—^^—^^L^^^^^^~-^^,nom 

ferons  2=  ■        r\^a  ^"y  ^®  V^  donnera  la  transformée 

•  •  •  - 


A'»c=3(i  4-.»«  +  /»♦)  =  3(1  +  n  +  »•)  (1  —  »  -f-  «•)=3ji*'(ft'—  a»), 


Il  ne  reste  plus  qu'à  faire,  suivant  les  formules  ordinaires,  j^'s:</-7  tang>  4> 

*"  =  Mn«  f  ô'  =  i  — — ,  et  on  aura  Q  w:  j-™  F(A:',  4)}  donc  l'intégrale 
cherchée 

D'ailleurs  les  modules  A:,  A/,  ne  sont  pas  complànens  l'un  de  l'autre,  et 
n'ont  entré  eux  d'autres  relations  que  celles  qui  résultent  des  équations 

Lorsque  ^  =  ;  tt,  oii'  a  <»  =so  et  4  =  3^;  donc  l'intégrale  complète 
La  même    méthode  serait  applicable  aux  intégrales 


de  sin  ^,  ou  même 


/Pdip^/(I— c*  sin'  (p),  P  étant  une  fonction  rationnelle 

de  sin  f  et  cos  f.  Car  dans  le  cas  le  plus  général  on  pourra  supposer 

PssF  +  F'  sin  ^  +  P'^'cos  f  +P»'  sin  ç  cos  ^,  P','  P,  P^,  P'%  étant  des 

fonctions  ratîonjielles  de  sin'  ^,  or    i*.  l'intégrale  /-g -2 setrai- 

^  V^(i— c'sin*^) 

tera  comme  on  vient  de  le  faire  pour  le  cas  de  P'  =:  i  ;  elle  se  résoudra  de 

même  par  des  fonctions  elliptiques  qui  ont  pour  modules  k  et  i^  et  parmi 

lesquelles  pourront  se  trourer  des  fonctions  de  la  troisième  espèce.  :i'.  L'in* 


igQ  rGNcnam  eixifiiqijës, 


^^,  où  Q  est  une  fonction  rati<ttnell8.^^;  «H»âi^»(b> 
fuiAuUui^  qHiptiqqey  dont  le  tiiBdtt]e'Mfe3nArr.i5l*  3^»  Ptor/kiMêtne 


t««iJ6  ■  /  I  '    '  ^^       'Sg  réduira. 


ainsi  elle  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  dliptiques  dont  le  module  est 
sin  75%  complément  de  sin  i5^  Enfiil'lWégrale  /^^'^^^  ^^^s^ex- 


primera  simplement  par  dès  arcs  de  cercle  et  des  k^aritbnttSry.TpHyee  que 
la  même  substitution  rend  la  dîfiéseiUîelle  fflilièremnat  rafiaonrllçr, 

i48.SoitP"+'==/^.r«i^*i  diflerencie  la  quantité  ^^gîî,et  qu'on 
int^e  ensuite  la  différentielle^  on  aura  cette  fonnule  de  réduction  : 

'^  ^J^  *  =:— (an — 1 J  P— .*f.'2n  (i  +  i')  V^  —  (à»  +  i)  b*  f^\ 

Soit  dé'ttiêŒfe'Q»*^'ss://i»**"dipii  ofn  «uM-  p«r  «tta^  ^odtlaible  pMcédë  ht 
fontrale 

De  ces  deux  équations  on  tirera  aisément 

(2B-h  i)  T^'  —  3»<ï  4*^)  T"-f-  (an—  i)  A»  J^^»  s»  V" , 

Par  oftte  foittule  il  suffit  de  connattre  les  premiers  termes  T®,  T*^  et  on 
eu  déduira  successivement  les  termes  T^,  T^,  etc.  ;  or  on  aura 

De  là  on  volt  que  k  valeur  de  T^  sera  delii  forme  ctY^-f^^Y^^  «  ét^f^M 
des  constantes  j  que  celle  deT*  sera  de  la  forme  €ty^-{-^V*H*>V;^>  [et  ainÂ 
de  suite ,  V>us  les  coefficiens  étant  constans ,  mais  différens  d^un  terme  i 


CHtfHIXKE  XCVIL  iSS 

dnirft  tpuJQWSi  à  un»  >^iiaiitîté  (t;ai«ititiit.a)gfebn<iue.  £t  comoie  tou&  le^ 
termes  de  cette  quantité  ont  le&cteur  ccmiman  sin  f  cos  f ,  ils  deviendront 
tous  nuls  lorsque  (p  =  90*.  Donc  en  prenant  les  intégrales  xtèpuis^'csso , 
jusqu'à  f  =  90?!  ^a-anpareMOteitteni 


f^-'df^^f^;  I» 


o 


théorème  très  remarquable^  et  dont  nous  donnerons  ci-après  une  démons- 
toktiaii'  {dut  i^itoeote;  '  ïif analyse'  poééédente*  suppose  qœ^rt  esk.utt  nombre 
entier.  Mais  le  théorème  n'aurait  pas4a(U)îns  lieu,  gtiand,  mpme  aaeraitirac- 
tionnaire  ou  irrationnel.  Ainsi  en  faisant  successivement  n  =|-x.îi  79  etc.  ; 

149.  ft'<«ilêmftn06'*le'ttBp7  Aer  i'oséiâffâbv^  d'tm  :  pendule  dans  une 
deBiiHwbse  dont' lè* grand *afie  est  vertical  ^  soit *ce'temps issr^IV^  la^gravité 
«sg^,  lé dimir^rBnd'axe^dè^i^lBpsets i \  Ift  demi"pctit-axes£îî'^' ('i  — ***) ;  on 

aura  \  Ty/^g  5=  T"^^^' ~i^"'''^  =  ^'»  ^®**®  intégrale  étant  prise  de- 
puis ^  =  a  jusqù'^à  ^^sae  vi;,^* 
Ginsidéroos  d'abord. l^Qt^ale  indéfinie  ^.soit  sin  f  =^/*9  on  aura 

soit  r  +^^P^jr*27  on)  aur»  .sucre mv^mgnt 

I  — j^  v^A  =  j'  ^{z —  a  |/ A) 

nouTelIès  intégrales  qu^  £iudra  prendre  depuis  z  =  i  -f-  A' jusqu'à  z  =  oo  . 
Gomme  elles  ne  di£fôrent  que  par  le  signe  de  ^k ,  il  suffira  d'en  considérer 

une ,  par  exemple,  Z'  «y ^^^-^—^  .  ^^^^^jf^^^j. 


\ 


^ 
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Soit2+  av/A:=:u%  en8uite«=i^,  C=^i^^,A=|/(i-c*sm*4), 
on  aura  la  transformée 

Or  on  a  en  généraly -^-^^  s=s  ^  (A  tang.%(/  +  **  F  —  E)  5  donc 

On  trouvera  semblablement  Fautre  intégrale 
en  fisdsant     .  .  '•- 

Au  commencement  de  l'intégrale  où  z  =  i  4*  A:,  on  a  «i{/  sa  o  et  â#  s=  o; 
à  la  (in  où  zs=  00,  on  a  4  r=  a  ^>  etâ»=^^;  alors  les  termes  A  tang49 
A'  tang  cùy  deviennent  infinis ,  mais  il  est  facile  de  prévoir  que  ces  infinis 
disparaîtront  dans  la  somme  Z'  4*  ^''  q^î  compose  la  valeur  de  Z\  £n  effet 
laissant  ^L  et  c»  indéterminées,  on  a   ^  > .:   ,      . 

A  tang  4  =  |/(^  +  .-:;^i)  V/(»-i~*) , 
donc  lorsqu'on  lEût  2  iiiâqi;  la  .différence  A  tang-  4  *"  A'  tang  «  se  i^uit  i 

et  devient  par  conséquent  nulle.  ^ 

Gela  posé,  en  disant  «4/  ==:  oi  =  ^  ^  >  on  aura  Fint^rale^ complète 

■>•  ,  -       .  i  *'     ••  ■'-  ;    *  --  . 

ainsi  elle  ne  dépend  que  des  fonctions  complètes  F'c,  E'c,  et  de  leurs  corn- 
plémens  F'fr^  E'6;  d'ailleurs  on  peut  la  réduire  à  cette  forme  très 'simple  : 

Z'  s=  (i  H-Ar)  (cPc  +  iF'è)  +  ^/(aA  +  a**)  .  (È'J  —  E'c). 
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Exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  fonctions 

comparées  sont  complémens  l'un  de  Vautre. 

i5o.  JJeux  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  peuvent  être  expri- 
mées l'une  par  l'autre,  si  leurs  modules  appartiennent  à  la  même  échelle 
I . . . .  .c*'yc'^c^c^c^. .  .0,  formée  suivant  la  loi  connue.  Cette  propriété  Vé- 
tend  aux  fonctions  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce,  pourvu  qu'elles 
soient  jointes  à  une  fonction  de  la  première  espèce  dont  le  coefficient 
puisse  être  pris  à  volonté.  Mais  si  les  modules  des  deux  fonctions  compa- 
rées ne  sont  pas  compris  dans  la  suite  dont  il  s'agit ,  il  semble  très  diffi- 
cile de  déterminer  les  cas  où  la  réduction 'd'une  fonction  à  l'auU*e  pourra 
avoir  lieu.  Notre  objet  est  d'indiquer  d'abord  quelques-uns  de  ces  cas  et  de 
donner  ensuite  à  cette  recherche  un  plus  grand  degré  de  généralité. 

Le  premier  exempleque  nous  allons  donner  d'une  réduction  entre  deux 
fonctions  dont  les  modules  n'appartiennent  pas  à  la  même  échelle ,  se  rap- 
porte aux  fonctions  F(c,^),  F(ô,û>)  dont  les  modules  sont  complémens  l'iyi 
de  l'autre ,  le  plus  petit  étant  c=:  sin  i5*  =  3  \/{2 — ^/S). 

On  peut  prévoir  au  reste  que  s'il  y  a  une  relation  entre  ^  et  û>  ,  qiû 

i/(  — >6*  '  *â>)  ^^  ^®  déterminer  F(^,û>)  par  le  moyeh 

de  F  {cy  ^),  cette  même  relation  permettra  d'intégrer  fdo^  v^(i— i*sin*a>), 
c'est- à  «dire  de  déterminer  la  fonction  de  seconde  espèce  E  (b,  (0)  par  le 
moyen  des  fonctions  E  (c,  9),  F  (c,  f  ).  C'est  ce  que  tes  calculs  suivans  vont 
confirmer. 

i5i.  Soit  proposé  l'intégrale  R  =/ j,  dans  laquelle  la  variable  z 

sera  censée  croître  depuis  z  afeso,  jusqu'à  2=1;  cette  formule  peut  être  in- 
tégrée par  deux  méthodes  qui  conduisant  à  des  résultats  de  forme  différente. 
Première  méthode.  Soit  1  —  V  s=  (i  — -  ^)^  ^^ ,  on  aura  d'abord. . . , 

R  =  IrzTTT^tl  soit  en  même  lemps  i  —  z  ==  -,  on  aura  R  =   f—  ,  et 

T.  T.  H 
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substituant  la  valeur  de  z  en  i^  dans  l'équation  supposée  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  dans  Têquatîon  i  +  z  +  2*  ==  {^'^^^  ?  ^^  ûura  entre  I  et  j^ 
Tëquation  /'  —  <  ==  i  0^  —  0  >  d'où  résulte 

aV3  * 

Cette  transformée  s'obtiendrait  directement  en  faisant 

|/(4/-î)-i/3 

et  on  voit  que  depuis  s  =  o  jusqu'à  z  =  i^/*  varie  depuis/* es  i  jus- 
qu'à j^  ss  00  . 
Soit  maintenant  m'  =  a  et  m/^  ss  i  ^  oc^  ^  oa  aura 

on  aura 

Pour  déterminer  la  conslante  A ,  3  faot  observer  que  Pinlégrale  R  est 
prise  à  compter  de  z  =  o,  auquel  cas^ss  i^  af  =  m*— t  el lang { i^ 


ï/(i»»-i) 


^•i""^. 


donne  F  (^9)  ^at  |  F'i^  ;  donc  on  aura 

a  =  i  4nr  i^i^)  —  I  F"^i- 
Pour  avoir  rjutégnile  complèle,  il  firatfiiirê  zwÊ^^te^vAémmejza^m, 

R*  =  I  inr  F'c. 
1S2,  Seconde  méthode.  Seit  1  -<i^  »•  =  f -J  ,  ou  «  =  z  (i  —  z*)~l ,  on 


aicore  r*cs3,  f=?rrlang^û>,  A^ssr^^— ,  oa  d=  cos  iff*,  on  aura  la 
transfbnnëe 

Donc  lorsqu'on  a  z  =  o ,  tang  ^  »  s=  -^  «tlonque  z  z^  1 ,  tang-^  «  =  00 , 
ou  û»  =  ^.  Or  pour  le  module  i  =  aîn  75*,  Famplitude  c»  telle  qne 

tang  ^  »  s=s  -  =  -^ ,  svtb&ét  »  PéqualuNt  V(B,m}  =s  |  F"6  ;  donc  on  a  Tin- 

'^        1/3 
t^rale  générale 

et  Tintégrale  complète  R'  es  ^  P&.  GDiQiftnent  ce  résoltat  avee  le  précé^ 

dent  y  cm  aura  F'&  ::=  r*FVs=r  f/B'^FV^  ce  qui  est  une  propriété  connue 
{n^4^l  msàs  en  général  on  hUTB. 

OU  simplement 

i53.  La  refeticuà' entra  «  ^  9  nf^saire  pow  obtenir  ce  résultat  très 
simple,  se  trouvera eo éiÎHiBant  z  des  deus  â^inMions 

_  r  tang  j  ^.  A  (g,  y)  —  oos*  >  f  \ 


La  première  doBoe 


^       rtangif.  A(c,f)+co6»îf  * 


on  a  ainsi  h  valeur  de  z  exprimée  tant  par  Fangie  »  qae  par  Fan^  f. 
Réôproquement  »  et  f  s'expriment  par  la  rariable  »j  au  moyen  dts 
équations 

r*  tang*  |  a  =  i  -f-  m^z  (i  —  z^  ~^, 

r*  tang»  I  ?  5= -*  t -4^  wif ^—^îl,, 

CellesMi  serviront  &  apouner  ^  pav  or,  ou  ai  par  f  ^  e»  substituaQt  la 

a4*  ' 
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valeur  connue  de  2  en  ^  ou  de  z  en  cû.  Il  est.  remarquable  au  reste  que  f 
et  a>  aient  en  même  temps  les  trois  valeurs  o,  7  ^,  ^tT,  lesquelles  répondent 
à  ces  trois  valeurs  de  z  : 

Soit  pour  un  moment  f?  =  r' lang'v^+ ï>  7  =  r*tarig'î«  — i  ,  on 


aura 


m*z 


donc 


y=T— Ti^f'        .     x-z 


on  a  aussi 


substituant  la  valeur        *'ss  ~  -|-  2  ;  on  aura    • 

P'  — 3;>V— 4=0r 
c'est  la  relation  entre  p  et  q:  on  en  tire  ' 

Donc  r*  tang'  ^  a  =:  — °^;;^  ^  {p  4-  a)*,  et  eu  extrayant  la  racine 

formule  par  laquelle  oa  déduit  très  facilement  tang  7  ai  de  tang  ;  ^;  il  en 
résulte  aussi  l'équation 

tangC^gp+y^)—    ^_^^^^^^-  =  -— -  tang(p, 

par  laquelle  on  calculera  trigonométriquement  et  d'une  manière  très  simple 
l'amplitude  (û  par  le  moyen  de  l'amplitude  9,  et  réciproquemeat ,  avec 
quelques  essais ,  ^  par  le  moyen  de  ai;  car  on  a  déjà  vu  que  la  différence 
entre  au  et  (p  est  toujours  assez  petite,  et  qu'elle  est  nulle  lorsque  ^  =  o, 
^  =  ^^,^  =  ^.  La  plus  grande  différence  a  lieu,  d'après  cette  équation, 

lorsque  a  +  ^  =  '7r  —  aç,  ou  tang  (ù  =  v/(r'  —  j),  ou  cos ^  =  -  =  iZ-j, 

alors  é»  —  ^;p=^— 4^=ï7"  4?^^  55''* 

La  valeur  de  tang  |  cù  étant  connife  ea  fonction  de   tang  ^  ^ ,  on   en 
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déduira  inunédiatemeùt  ;    .  - 

cas  cw  s=  —    "^  ■  .  \^  '  >    ■    ^  1 


^âl  z=z  r^d^  • 


2  +  '^  8Û1*  ^  ' 


Ces  tlenx  dèmièi^  donnent -^77*^== -j^  et    en   intégrant  F(6, 6») 

=  /*'F(£:,  ç>),  ce  .<juî  s'accorde  avec  Féquation  déjà  trouvée.   *        ' 

I|  s'agit  maintenant  d'avoir  'la  valeur  de  E(f ,  û»)  ;  et  {y>ur  .oela,  il^&ut  îq<« 
t^rer  la  formule 

soit  V  =  ^^^^  2i  y  on  .aura  en  .dufêrenciant,  et  oompiaraiit  la  •diffe* 
rentiille  avec  l'équatimft  précédente, 

donc  en  intégrant 

'Ainsi,  on  voit;  que  là-fonction  de  secdcide  espèce  £(6^  a)),  dont  le  module 
est  b^  s'exprime  par  les  fonctions  £(^,  (p),  F(c,  f),  qui  se  rapportent  au 
module  c.  La  même  équation  donnerait  la  valeur  de  la  fonction  £(c,  <p) 
exprimée  pac  les  fonctions  E(i,  »),  F(èj  a). 

Si  on  fait  ^  =  -^^ ,  on  aura  «  =s  ^ ^,  Y  =  o  ;  donc 

/    E'i=i/3£»c— Pc, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  propriétés  connues  de  ces  fonctions,  car  on  sait 
déjà  que  les  quatre  fonctions  FV,.F^'6;  £*c,  E'^,  peuvent  être  déterminées 
par  une  seule  d'entre  elles  (art.  43  et  44)* 

i54-  On  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats  par  uue  autre  voie..  Pour,  cela , 

considérons  l'intégrale  T  =  / j  ;  nous   ferons  suivant  la  première 

J  (I  — s»)T 

méthode  i — r*  =  ( i  — •  z)^,  i-— zs=i  ce  qui  donnera' T.  ==/^--j-^ 
=-r^-=Vlf-p$^Tr  M»,  en  6i«.t  Z  =i  ^(4r'.-0. 


•  ^* 
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on  a  dz^^^^y  donc  T|/3  +  Z  =3/^^:^.  SnbstftUant 
ensuite  la  valeur  m^s=r  r-|»i*'taj]ç^x  ^>  ^'"^  ^""* 

et  achevant  le  développement  ^     - 

T=:  ^^[F(c,<p)+r'F(c,9)-a7*ECc,^)]+^  Alangi^.:!:^-^!?. 

Cette  ipt^rale  est  prise  à  compter  de ^ s=rp  ou  de  2=—  i. 
Chtf chons  maintenant  la  oséme  intégrale  pac  la.  aecoiaâbs^  métfmdg^  Si 

l'on  &it  li  ==  z(i  —  a')r"5t.  la  tran8fnci»ée>sera>  X  ^^ft^LJL,  jf^  SaiU 

nrt.  «.r^-ung^i  af  ^  r  /  cm  aura  T:rr  ^y*  ^^^ 

ou  en  achevant  l'intégration 

CSdMe  ml^iaki  69t  prise  àr  compter  <9e  ar±=^o,  on^dia  s-s.-*^  i  *  ainsi  on 
peut  ^aler  les  deux  résultats,  et  on  Umgmm  k|  WÊtam  vttlMrdta^  ^^i^) 
que  ci*de89us. 

Nous  remarquerons  au  Mske  que  les  modules  complémentaires  c  et  3 
pouvant  ^tre  changés  k  volonté  dans  les  fonctions  F  et  E,  on  pourra  de 
même  échanger  entre  eux  lea  mednleaf  ^  el;  i%  le»  aiodules  c'  et  6' ,  et  en 
géoétal  lis  modules  iomplA»BPtjM»s>  rielali&  à  ua  torma  qndcooqw  dk 
l'échelk. 

* 

CHAPITRE  XXIX. 

£jdttn|pie  ife  itéduetiom  doM  lèquét  le9  fàmtiam  F  «  R  Jivtf 
rapportées  à  deux  modules  fui  n  appartwrment  ni  à  ta 
màne"  échette  ni  à  tédheïïe  complémentaire. 


Qwsûiérw 
méthodes 


cfifiërentff.. 
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S«ti—^Œ:(i H- *•)<»«'?,  on  «ura   d'aboid  X^y^^^^"^^, 
«*aa-^^^-r^;puis&isant  lCsa\y  et  achevant  la  lubslitutiozi,  on  aura 

^=  |/vf5sS^  =  I^'  ^)î  ^'^^  l'intégrale  ^me  à  ooiqpter  de 
jc=oet0=so;  A  onTëtend  josqu^apiâsi,  tfaqueI'casÇs=;7^«naiira 
rintégrale  complète  X'aB|F'A. 

Pour  obtenir  une  antre  expresâon  delà  atêtt»  intégrale,  soit  i    *■*— yx*; 
onwni§«p^=i^,  v^i-ae-î^a?» V(P»"f5;^,  donc 

Soit  «♦==  13,  et  p^-^n^sspv,  on  anra X  =  —  ^J  ^/(,.^ j^,v, en  JÊû- 
sant  ft'ss'j'^  an*sB7 •-'4 j/^â  -oMi^  sa  a  —  i^JL  Jtfais  de  Tëquation  sup- 


posée on  tire 


«k*Ma*«a«i 


Depuis  ar=  o  jusqu'à  «=  i^  ^/(/i* — aw  +  a),  la  variable  v  léBMimie 
depuis  u=c30  jusqu'à  u:ss2n^'t^ufLson  minimum;  depuis^=7  v^(it*— a/i-f-a) 
jusqu'ào?  1=  I ,  la  vanaMe  v  augmente  depuis  u  =::!in  jusqu'à  u  =:  oo .  De  là 
«I  Yiit  ipie  In  preniore  ut^ffcale  ea  4i^  éMsiUmm  daaâ  la  Mleur  de  Jt  «st 
jU^ptiro^et  parYieai  à  snn  irmrri wripi a^égatif^ jbrsfue Jccss^fff^{il*-^â»'ih  ^9 
ensuite  elle  diminue  par  les  mêmes  degrés  et  devient  nulle  lorsque  ^^ss  a  ; 
ainsi  cette  première  partie  n'entre  point  dans  l'intégrale  complète  X\ 

Au  contraire  la  secoftdeistégrsie  qaà{)iârdL  aiitetee  ^  signe-— ,  est  positivç 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale,  parce  ^e  du  est  négatif  depuis  le  com- 
mencement de  l'inlq^ile frii  «sa^^usqa^  visim-.  El  tse  point  le  radical 


/ 
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^{y  ^—  :kri)  est  zéro  ; ,  ensuite  il  change  de  signe ,  et  l'intégrale  continue 
d'être  positive  jusqu'à  li^  chmière  limite  iOetsi  1  ou  1;  =&  op. 

Soit  A' =  7  •+•  a/ï*,   ou     A=5iH-V^3,     et     « s:^ A  001*^4 '~^''>^= 

^^ ,  ou  ft  g;  --::pi;> 3- ,  on  aura  J  ^^^^  ^^^  v^(:.>+^«)  =  ^^j  ^/CI^»»m^^) 

=  —  ^^(*>  4)-  S^^^  ensuite  v  =  X cot'  ^^  +  an,  c s=  ■    Vj^^    ,   on 

aura  l'intégrale  indéfinie 

Lorsque  0:^=1 ,  oa  ^  j^  :s^i>y^AJ^p:^a7Li  donc  rintégrale*€otnrplète 

Egalant  cette  valeur  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  X*  =  ^  E'^  ; 
on  aura  ,'.•-.'  ; 

FV  =  2^  PA  4:  i^'  .  F'(8m  45-). 

Nou3.|iiiryenoi|&  aiiisi  d'une  manière  très  simjplë  à  usl  résultat  que  nous 
n'avions  trouvé  jusqu'à  présent  que  par  une  analyse  fort  compliquée  et 
parla  comparaison  d'un  gra^d  nombre  de  formules.  Ce  résultat  au  reste 
est  im  théûrémé  fort  renv^quabler',  puisqu'il  détemuae  le  rapport  entre 
deux  fonctions  complètes  dont  les  modules  n'appartiennent  pas  à  l'échelle 
connue.  '     :^  .   v    2  \    ^^  -  ?    n: 

Les  deux  expressions  de  l'intégrale  indéfinie  donnent  encore  la  formule 
générale  >  -.--^     .••  .;   -•••       *•.'•.*•        *.-  .....»■    ,.  -^ —  •-^-.  ~ 

où  l'on  peut  substituer  les  valeurs  »s=|/ia=ï/(2[/3),  j/(2A)=:  i+|/3. 
A  l'yard  des  vàjciaUe8.9^>(/,  0^  elles  se  déduisent  de  x  de  la  manièn? 
suivante:  .•   .  .     - 


y  S?W%  I  • 


■1  ■    • 
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■ 

Depuis  «==0  jusqu'à  â?  ss  i ,  ^  augmente  depuis  ^  ssi  o  jusqu'à  ^  a=^  it  ^ 
et  9  augmente  depuis  9  =  0  jusqu'à  9  =  s^r;  quant  à  la  .variable  4>  ^^  ^^ 
zéro  dans  les^eux  limites ,  et  son  maximum  '^^ssy  a  lieu  lorsqu'on  a 
Jcsai  !/(»•— ai»4- a),  p^s^nj  et  ^ss^j  alors 

008  i5^ 


,  ,      /a  •        008  l5 

s  IL  DePintégfule  Z  =  fç^^- 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter.  4e  s  es  o;  si  on  l'étend  jusqu'à  issseo ,  il 
faudra  fiaiire  C  =  'Ky  et  on  aura  l'intégrale  complète  Z'  =s  ^  F'  k. 
Pour  avoir  une  autre  expresûon  de  la  même  int^rale,  soit  s^  *f- 1  =^pz* , 

traDflforméeZsBs?  /   >       T^ — -^y  ■  >^  ^  sss-r/-^ 


on  aura 
:  Soit  .maintenant  n^  es  la,  et  /;* 4-  À*  =/n;^  on  aura  comme  ci-dessus 

et/i*  — 7;i*4-  12 =;)•(«•  — A*),  en  faisant  A*s=a?i*+7,  ou  As=3a+|/3; 
donc 


W  l/(- 4-air)  . i/(»-—  AO        41J  1 


Soit. enfin  ub=  A-4-âAcot*ai,  c*sa        ^^,  ou  csg  ^    ,  ,jl   >  on  aura. 
r  <fc a     r  A- a_p,       X 

La  même  substitution  u  =s  A  -H  s  A  oot*  a#  étant  fait^  dans  l'autcç  int%ral< 
on  aura 

donc  V.1  -.-       ^•- 

Résultat  fort.flîmple^  où. il  est  itiparquable  que  les  deux  '  fonptions  ont  ] 
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ittéme'fatiplitadç  i»  «t  ne  dîl^Dtiqtt«>|iar  k^  ianMflÊÎiiiyttp 
fihàtùeasVxm  de  Vamtte.  ;      i.  :*  , 

ainsi  qu'aux  limites  m  =r:  Oy0  tt^^  ^d^q/fÂ  den^e  j^iniégniW-éaàByl^ 
Egalant  ce  second  résultat  au  premier,  on  aura 


:T^»-^Pc^  ai^T**. 


V  i 


Nous  avons  déjà  trouvé  F'c =2^  F'A  =  i^ F'*î  donc 

-il- 

•    .  -        •  .     . .        >  i  .    .   •        . .  -    ,î     .  . . 

Ce  rapyoft  ttès,«tmple  f^nl^  les;  deux  fonctiocs .c9piplépaeP)^^^W. ,^'^> 
F'c ,  est  4'autant  plus  digne  tde-  ragoarque,  ^  qu'il  se  place  immédiatement 
i4près.  te^appwl^  ^ejàrrçgqDQx  ^i^  ±a;^3 j^,  ^uii^  ^M  iopitfm^  tàsmatB^4, 

Dans  le  cas  présent',  le  rbômile  V;:±:'!^^^^,ifflppahïent<iu  'frl'édieUe 

formée  sur  le  mqch^^,  Bp'4n:j|5%  '«i  -à4kBK<.^e8  ëcWks  formées  sar  les 
qaodules  sin  i5^'  et  sin  75^.  On  peut  seulement  observer  qu'en  fiûsant 
csâ  sin  d/on  aura  a5c  ou  sm  2Q  ==2  tang*' iSP*. 

Nous  aurons  encore  entre  ces  fonctions  indéfinies  l'équation 

t 

laquelle  éf^nt  t^jod^kiée  _ayçc  l|éqmttoii  déjà  tropvée^g  l^[  |.  _. 

..  _F(c^,  ^)-FXi,  ^^f'î!!^ F(*  e), 

servira  à  déterminer  toute  fonction lF(^c^  ^  ou  F(6,''^)  parla  fi>nCtion*  dont 
/t  ousitt  45^èrftie'te«dtiie!    '    '  -  "  .-  ^  -  '   ^ 

Dans  la  première  formule ,  la  relation  directe  entre  cà  el^  pent  se  JWJ>ipe 
des  deux  équatioss  '  ^      - 

tangi^  =  zScot^«  =  i JL>(,i+,)         - 

Depuis  4  =  0  jusiqu^?}  ^s^^i^^pB^nip^^  croît  depuis  f =0, 

jusqu'à  ^sssr^  pour  chaque  valeur  de  4  entfts'o  et  y  disons  t$^^  et 
appelons  ^^  la  valeur  '  correspondante  de  ^',  alèr»  on  atlrâ  (iiAr  IMcR<ii)îi'ide 


V 


.      F(c,^).-F(c;4)=*[F(A,Ç)  +  F(*,4'>].. 

depuis  zéro,  (jai  eit  sai  valeur  loi:s^uer^  =  o  et  4  =  o,  jusqu'à  2F* c  — 
T(Cj  y)  qui  eslis».'vftlçiir^Iw9({Àe-^=r^     -^=3^1  GÀte^'<leiiiîôi«'qciaititké> 
e^t  ,ldus.^»^de^jqu&  U  fonctioji^iîpW^       JF*.g  j,  doufi.  i^  quantité  ^(c^  ip)  -.— 
¥(Cy  4)  passera  successivement  par^  toutes  les   valeurs  moindres   que  la 
fonctiott\bei^ète-f^^^  èt~  mëffiçTi^^  ii^^  à wis^  us^  p^iat  ô^ 

diflfêrence  sera  précisément^  égale  à  F(c,  %),  %  étant  une  amplitude  donnée 
mràadre  que  i ^j. cette  fonctioa. s'exprimera  alors  par  ct[F(A:,  4')  +ï''(^>  ^] > 
ou  simplement  parrflJ^^i^i^^o^rcBnrbnsdibTif^de'tl^  f($tt^tà^M  qui  ont  un 
module  commun  peut  toujours  se  réduire  à  une  fonction  du  même  modjuks» 
Donc  en  général  la  fonction  F(^t^)  dont  l'amplitude  donn^  est  % ,  ppurra 
toujours  être  et  primée  j>ar  aF(^,  cr);  c'èst^-direparunêfonctien  semblable 
dont  le  module  est  ^):  lîi^eidùd&^ià^e^dje.^jfi^^  GI0U9  nous 

contentons  ici  de  linôntrèr  Hà  possibilité  ae  là  réduction'' par  des  formules 
aMdy^qûes  6rdmaire^^  ettr  d'tnlleurs  le  développemeMi ';de^  ces*  fomules 
ptràlt^êf?oir  être  très'  cofiipUqôéi  Occupo&frHtioua  nainlê&ant  dés  '  i^étioctîon» 
qoe.dodvent  c^irsemblfiblemenl;  lesi  fimctious  dç  Ia.secoQ4ee9pèce^&rfnéci9 
d'après  les  mêmes  modules. 

«57.  Soit  comme  ci*dessus  jc^:^  'T^^il>  etA^'s±  i:  ôn'auray=:.« 

6/^^=5(2E(*>  ^)  —  F(*>  ?)  -"  tI^)'  *^^  intégrale  esl  prise 
à  compter  de  xsao  et  ^=^0;  si  on  rétend' jusqu'à  af's^t,  o)tt^dte|«-, 
on  aora  Pint^Ie  complète  V'  =  |'(aE'**-i  F»*>=Eg.  j^. 

GhflftluMifr  ntoiateijiK&l  liunènie  j^iQâgcale  'f^  vuer  autr^  voie.  Soit  comme 
â'-d^ssijs.—  —x*?is^,  la  transformée  en  ^  sera 


^ V     i/(p*+3)     *'V     i/(/»'+4)  .' 

et  paroe  .qtte,4ya^  i/O^Hr  3)]  ^  f  (f?  ?rh  j). *  -Çi^^y  on  aura 

35.  . 
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^^    à  la  partie  algébrique  a  pour  but  dé  rendre  cette  quan-* 

tité  nulle  au  commencement  de  Pintëgtale/  o&  p:=sc6.  Ainsi  ^  tout  se 


•/( 


:r 


V  ■  ••>■  ' 


Soit  pour  cet  effet  »*  =p  i  !^  /?•-+«•= j!>w,  fi^ss  7 — 3/1*=  7—  4  V^\  ^^  ^^^^  \ 


mais  on  a  , 


^  I  1-  /l  -• 


T 


. .    •       •  I  • 


.) 


k  •  I  a  4 


Donc 

3U  =  [  »/(«  H-  an)  4-  t/(w — 2»)]  Vi^'-h.  I*'}  -  2;»»  +  T^ 

On  remarquera   que  la  partie  algébrique   qui   ^ixtre  dftns;  la  valeTir  ji)», 
5U  se  réduit  àlzëro  au  conunenoement  de  l'iotégtele,  parce  qu'alors. 'vêtif» 

sont  infinis  et  <^*ôtt  à  -i=  i;  cette  partie  se  réduira  t^lement  à  iséro*  à' 

Tautre  limite  y  par  une  raison  semblable. 

Maintenant  pour  trouver  la  première  des  deux  iot^ales  contenues  dans 
T,  soit  comme  ci-dessus  v:3:  A  cot*  {  4^— ^2n,  on  aura 

Mais  par  la  différentiation  de  cot  f  4*  V^('  —  ^'  ^*4')9  ^^  trouve  aisément, 

^^g^y^=-acoti4  v/(,-ô-sin-4H-F(6,4)-aÈ(A,4): 
Donc  la  valeur  de  la  première  intégrale  est 

A  l'origine  où  4=0,  cette  valeur  contient  la  quantité  infinie— ii|/'Acot^«4> 
mais  cette  quantité  sera  détruite  par  une  quantité  leipblable  provenant  de 
l'autre  intégrale. 

Celle-ci  se  déduira  de  la  même  formule  en  changeant  le  signe  de  n  ^ 
mettant  c  à  îa  nlace  de  b.  et  faisant  usa  A  cdt^|>9*+ ^^^  entMiitè  <m  aura 


h 


y 
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par  la  ijéunion  des  4éax  parties      * 

T  =  «  j/A[coti  ^  /(i— o"»!!»^)— cot  T+ 1/(  I— **8in»4)] 

Il  ne  fiaiut  pas  ajoater  de^constante^  parce  que  la  partie  algébrique  se  dëtruit 

au  commeocemetit  de  Fintégrale  où  l'on  a  t/u  =s  {/X.cot{p^\/><.co^i'^f. 

i5&w  Poitt*  avoir  l^nt^ale  oomplète^  il  &ut  &ire  4  =  o  et  9  =  a^r , 

ce  qui  donnera  de  nouveau  CQt  -j:^  ss  cot74  ^^=^  l/ri  ^^  ^^^  donc 

*  ...»  *        ^^  ^  *^« 

G>mme  on  a  dans  cette  même  limite  Y*=^U^  et  U^=sjT',  il  s'ensuit 
que  Tintégrale  complète  Y'zsi^    T';    or,    nous   avons    dëjà     trouvé 

h'  '  ^  ' 


^''!-(?+^d^"^^>~-m- 


Enfin  puisqu'on  a  F'c  s    ■  J^--  F'A;,  on  voit  que  la  fonction  de  seconde 

espèce  Ë'c  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce  V*c^  de  cette  ma- 
nière 


EV as ("è  +  — "jF'c  H- -4r", 


où  l'on  peut  substituer  la  valeur  ^^3;=  !/( — î/5")=^  ~^ — • 

Connaissant  ainsi  la  valeur  de  E^V>  on  peut  trouver  celle  de  E*^  au 
moyen  de  l'équation  des  fonctions  complémentaires  -  sssE^cT^b^E^b F*c 
-»  F'cF'd;  et  parce  qu'on  a  d'ailleurs  F'^=:  3F'c,  on  trouvera 

ou  E'fi=  3E'c— aF'*- 

Ainsi  avec  la  seule  fonctioa  complète  de  premi^  espèce  F'A:  ou  F'(sin  45^)1 
on  peut  déterminer  exactement^  non-seulement  toutes  lés  fonctions  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce  qpi  se  rapportent  au  module  sin  45% 
mais  encore  toutes  celles  qui  se  rappoarteat  aux  modules  c  et  3^  ce  qui 


igs  FONcnnons  EixipnQiJEs , 

forme  trcns  séries  infinies  de  fonctions  F^  et  £'^  4âMraaiMàAe^pttrlÉ('  seule 

transcendante  F'(^  45»*)- 

Puisque  nous  avons  trouva  deux  valeurs  de  Fînt^ralé  indéfinie  Y,  si  on 
les»  âgtfW  tratfct  ettes,  ed  awlk  Féi|t^ 

dans  laquelle  M  est  une  «^ntlté^  algébrique  dont  la  valeur  est 

et  qui  devient  nulle  dans  lefr  deux,  limites  de  l'intégrale. 

Cette  équation  générale  jointe  à  une^  autra  quei  nous  demonbearons. 
bientôt ,  servira  à  déterminer  les  fonctions  de  seconde  espèce  E(a,  ç)  y 
E(6,  >[/)  par  des  fonctions  semblables  rapportées  au  module^.  ' 

V 

* 

J  IV.  De  tùUégrale  W  x^ffz-dz-^  WT^)^' 

ou  en  développant  l'int^rale) 

W=:itangKb-A(«,OJ+K^¥,  0~F(*,0]. 
Cette  intégnJe.  est  prise;à -compter  de  &ss  o ,  ou  ^  =  o;  si  on  l'étend  {hs- 
qu'à  z  =s  00,  it.&udra  &m  l^ts^^^  ce*  qui  donnera  Fintégrale  complète 

car  le  terme  algébrique^  \  tang  ^  C  C'  *""  ^  (^>  01  "^  rédiût  à  zéro ,  qaoique 
le  fiicteur  tang<f  Ç"  Mk  înâni;  en  efiët  Idrsqae  Ç  £fllli«  mfiniEtient  peu  àeicy 
on  a  r  —  |/(  I  —  A*  sin*  Ç)  as  i  À*  sin.*  Ç,  et  i  tang  i  Ç- i  *•  «tt«  C  s=  ^Afôn  ?•. 
sin»iÇ  =  o.  .     ~    . 

Pour  avoir  la  même  int^cale  sous  ipie  antce  &rme ,  soit  comme  d^lessns 
«♦4- !=/>**>  on  aura 

La  première  int^alej^^^^jsif  v/(;?'  —  3;ï),  ensuila  ,â  on    ftut 


csDmmŒ  ^ssxxs:.  p^ 


w,j.'-j  •o-.-àrtiic^-  4)*  (^'>'*»/ka^^- 


La  partig  algébriq^  ,8'évapoiiH>ai^   commencmiecit  de  l'intégrale  où 

z  ss  o  étp  s=^  9  car  il  £iut  prendre  le  signe  supérîeut  depuis  2=0  jus- 
que z  xâ  1  y  et  IHnférîenr  depuis  2  ss  i  jusqu'à  2  :a  00 .  lEBe  s'évanouit 
de  même  à  la  fin  de  l'intégrale,  lorsque  z  =s  co  et  ^^  =s  a*^  parce  qu^on 
doit  prendra  le  ôgnet  wSérienr  46piMS  .9  j^  l^^mfc^  z^m  ao  ou  depuis 
p^2jOMq^^ip  =  oo.  Ainsi  il  reste  à  trouver   fintégrale 


on  aura 


v^ 


ou 


Nous  donnons  A  l^t^rala  X  .1®  signe  ?fr  qu'id)e^doit  avoir  depuis  2  =  0 
jusqu'à  2  ta:  1 ,  parce  que  I0i>ftu)^tiltttionttiltericwes  feront  changer  le  signe 
de  i/(p^  —  4^  .coimi«  il4lpiiriêtie4q|miAii  s^  f.fnqu.'à.MS5âo  »  $eitJbomsae 
ci-dessus  ii*=:  la,  p^+n^=:pvj  X*  =  7  +  an',  ou  As=:2  +  v^3,  on  aura 

Soit .  niaî^I^t  V  ==r  >>(  4r  J9iX  ,CQ(^f  ^  1^ 

Biais  on  a /^^^^^cs:— -coiç  A(c,^)— -£(0,  ^)+const.;  donc 
T  =  — î^[cot(pA(c,<p)  — col(pA(A,(p)]+E(c,(p)-E(*,(p)] 

On  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  cot  f  A  (c,  ^)  —  cot  ^  A  (& ,  tp) 
=  Ar'^\A"?;r^\  î  cUe  s'évanouit  donc,  non-seulement  aux  extrémités  de 

Fint^prale  où  ^  sso  et  ^=^9  mais  même  au  point  moyen  où  zzsm  i ,  u=:  A, 
et  ^  ssi  'jt. 


aoo  FOI^CnONS  HUPTIQUES, 

Faisant  ^  ss^,  valeur  qui  répond  à  zss  oo,  on  aura  l'int^rale  complète 

r  •  . 


MsM  T  s=s 6W'  =  f^i  donc 


E'--E'6=(2^+i)F'c+( 


V+  a 


i)P4 


et  si  on  observe  que  n*  +  a  =  !i(i  4"  t/3)  ==  a  v/âÂ^  on  ai\ra  pliis  am- 
plement 

formule  qui  s'accorde  par&itement  avec  celles  que  nous  avons  déjà 
trouvées. 

Maintenant  si  on  ^ale  entre  elles  les  deux  valeurs  indéfinies  de  W , 
on  aura 

aE(*,  f) -r(*,0=  H— ï^  [E(c,  »)- E(J,  ♦)] 
formule  où  la  partie  algébrique  désignée  par  N  s'exprime  ainsi 

Cette  équation  générale  jointe  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  (n*  1 58) 
servira  k  exprimer  toute  fonction  de  seconde  espèce  E(c,'  ç)  ou  E(6,  p)  par 
le  moyen  des  fonctions  E(X:,  ^)  ou  F(A,  Ç)^  rapportées  au  module  A. 
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Autre  exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  f orien- 
tions comparées  n  appartiennent  rii  à  la  même  échelle  y  ni  à 
des  échelles  complémentaires^. 

■  ,  ..        '      '  , 

é  l"'  Dèjintégrale Z^fj^^^' 

ï'6o.  Soit  Î^(i4*»j  ==^'>=  v^a^on  aura  z*« -ï^i^"^^ 
timaEanaée  aien    . 

elle  est  plus  simple  puisque  le  radical  cfm  était  du  troisième  degré ,  n'est 
plus  que  du  second.  Dans  Tintervalle.  de  2  =  ô  à  2  =:  i ,  la  variable  u 
croit  aussi  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  i  ;  passé  z  :=  1  jusqu'à  i5  sss  00 , 
il  &ut  imaginer  que  le  radical  |/(  i  •—k*)  change  de  signe ,  et  la  variable  u 
décroît  depuis  u  =  i  jusqu'à  u  =  o  ;  mais  il  suffira  de  considérer  la  pre- 
mière période  ,  bornée  à  u  ^=  i .    , 

Soîl  2^  =  sin  f^  ensuite  taog  f  =  -j-  tang  ^  ^ ,  c*  =  — -—on  c :=sin  >5*, 
on  aura 

Pour  avoir  l'intégrale  complète ,  il  faut  &ire  z  zss^  i ,  ce  qui  donne  fi  =  i , 
tzsz^TTy  ^=  TT ,  et  par  conséquent 

on  retombe  ainsi  siir  une  fonction  déjà  considérée  bien  des  fois  et  qui  a  un    . 
grand  nombre  de. propriétés,  savoir,  -k  fonction  dont  le  module  est  sin  i5\ 
161.  Pour  avcHr  une  autre  valeur  de  l'intégrale  indéfinie ,  soit  d'abord  2* 

4*  I  i=spZy  on  aura  la  transformée Z s:=  / Ç — ^ r— ,  où/?  décroît 

T.  1.  a6 
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depuis  ^  =  00  jusqu'à  ^  =  :2 ,  tandis  ^ue  z  augmente  depuis  jb  ss  o  jusqu'à 
i5  =  I.  Passe  z  =s  I  jusqu'à  2  =  oo^  le  radical  i/(^*  — 4)  changera  de 
signe  et  p  augmentera  depuis  p  ==  3  jusqu'à. p  =s  oq,  mais  nous  avons  vu 
qu'on  peut  se  borner  au  ^fret3^6r  intervalle. 

3  9    3 

Soit  de  nouveau  v(j>^. — 3;?)  z^  ^,  pu  /?'  5=  3"    ,  pn  ^ura  la  transfor-^ 
mée  phis  Mwplë  : 


7  —  »  r        <?« 


-  3 

dans  laquelle  la  variable  21  ci^oit  depuis  tt  =  i  jusqu'à  u  =s5  |/4  =  m*.  Ce 
qu'on  trouve  directement  ^a^  là  valeur  t<  =:  -^ — — : 

Puisqu'on  a  (*^~0  (4— «0  =  _  4  -}-  Su»  — u«,  si  l'oo.feit  i^+n^  =4«^ 

on  aura  d'abord  Z  =  f  J^T/tWZTîii^h^f)  î    ensuite  l'ëquaition  mppo»ée 
donne 


donc 

Nous  supposons  que  la  variable  u  cnaSt  depuis  21  =  i  jusqu'à  u^^m^'j  dans 
ces  deux  limites  on  a  la  même  valeur  de  i ,  savoir ,  <  =  i  +  m*;  entre  ces 
deux  extrêmes^  il  y  aura  -donc  un  nHnimvm  de  ty  leqod  est  <  =  2/71,  il  a 
lieu  lorsque  u  zsz  m.  Ainsi  dans  toute  l'étendue  de  ilntégrale  que  nous  vou- 
lons déternnner^  U  fiiut  conidërer  t  amme  déevoisinxt  dirais  i  as  i  ^  31^ 

jusqu'à  tz=  2m;  ce  dernier  point  répond  à  m  =  iw,  p^^=^    ^^^    -srr  6, 

On  voit  donc  que  des  deux  intégrées  qui  composent  la  valeur-  de  Z ,  la 
pFemîèns  lest  posîtive ^  camMMe  juaqu'i  /#  s»  am^  ou  1;^=;»  w; ^Xk  âiçn&t 
enaait»  et  devient  nulle  à  la  Unûle  oà  ^  met  et  i  ;»  2  «Km*  ;  4{miit  à  la 
w^Qode  intégrale  »  elle  «est  mUftoviiiie^t  potitivo  «et  mommt^  i  pan^  fue 
passé  le  terme  on  tes 2m ^  le  radical  \/^t  —2m)  change  de  signe.  U  fiiu- 
drait  donc  se  bomei:  à  cette  secende  intégrale  seule  si  on  voulait  avoir  la 


1 
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vafetttnte  nfM^gnJe  côuiplèté,  tnaii  continuons  ^e  chercher  celle  de  Hn- 
tégrale  indéfinie.  .     •    ,     '        .    . 

Pour  cela  soit  d'abord  P  ==7r777T^r""N — 77FT'5""r: — 3n  î   comme  on  a 
5+3m*f— T(?J5R0'*'«*-^^)f^*^-^C*^i^^  si  on  fait 

y  =  (m'+  0/)  c^t«  formuîéîè  réclmâ  i>  =  Ayl_^_^_^___^^_.  goit 
y  s=:  -j- tang  T  >!>  et  i*  =  — -r— ,  ou  A  =  siû  75t  |  <»»  aura  enfin 

Si  on  étend  cette  formule  depuis  4  ^=  <^  ou  ^  =±  i;  m{-  m* ,  jusqu'à  %|/  ==  « 


ou  ^  =  am,  et  étant  déterminé  pai<  l/dqualîôn  tang  -j  «  =    \.      .      ^^ , 
là' plus  grande  valçur  de  F  sera  -^j—  F  (^j*);  s^  on  étend  cette  m^n^e  inté- 

et  rint^iè  'comîplete  P'  ==  o/  \ 


^rale  comp 
i6a.  Yenoifs  maintenant  j^  la  secpade  intégrale.. ^ 


Aiuri^  I9  tïan^- 


-,:  o  T' 


On  obseryescs  sra^  l^,ta|êur./7i  =  \/ol  ,  donne  Jieu  à  des  rçd\icjtjions  dont 
Toid  les  pjn0(^p9l^  s     .    ».  , 

4''<«**«<5  3tB(»i't«4c)'(a»4>'>)y  3(4iBttn5)  os  (ai*i-xi^^ 


26.. 


/» 
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Cela  posé,  si  on  £ût  le  module  '^  s=  sin  d ,  et'  son  complément  i  as  cos  0  / 

ensuite^  =  r  tang  5-  a> ,  r  ^  V^C"")  ^^  wTT^  '  ^^  ^"^^  rinlegraîé 

L'ia^grale  icommene^ lorsque  <  ses  i  T-f*»  in*^-  alors  y  s»  (y  'et-^-^=--o^  ^rotl 
fait  û»  =3  ^,  on  aurajr.ss  00 ,  <  =  3111  ;  c'est  le  miliei:^  d^  ^j^^ip^égrale  com- 
plète; l'angle  €»  contimiant  ;à  .croitre  defîûîs  oi  \=i  tt  îusqi^^i^îs=s"3^;^oTt 

aura  dans  cette  derniète  limite^  =;=  o,  {  =3  i  -H  w*.,  et<l!int^gra)e>conv: 

.  ,  4.  '         •  •  " 

plète  8^  Q'  =  (jj^vF'^J ,  ru=  0,  '    \     '  ._.  'i  ;..  J.  •-  .,;,.•..  i .  ~  •  ^ 

i63.  De  là  on  co|^clut_Z'  q^  -^  (P  +  Q')s=;i^^];[^y  F**;  mais  on 
a  déià  trouvé  Z*  =  — r-^  V^c  :  donc  ' 

•  -w^a  -  \  •  • 

V  ^y     %f''  »>^  J«J|.  yJ>  •«W'W         *■       ■  1       * 


--   .i     r     '      .       »* 


\v 


Ainsi  la  fonction  complète  E'Â:  3e  détermine  par  la.fonction  connue  F'^  donfi 
le  module  est  sin  i5*,  et  le  rapport  €^;tre   ces  deux  lonctions,  qm  est 

^  .0-^  f  pcïit  aussi  se  ireprése'nter^'bàr^:^^-  ou  baF£/T^?^  ^T^'Or^il  est 

aisé  de  s  assurer  que  le  module  k^  qui  est,  un  nombre  ti^ . petit  )r(  car. on 
trouve  log  k  =s  j.oSiSq  610.17  i5i68,  ou  A:  =  o. 001 141  etc-)  n'entre 
point  dans  Téchelle  dea-  çfiôdu^  '  fornlês  '  soit  d'après  :,  le  jmct^ul^rpriiniti^ 
sin  i5®,  soit  d'après  le  module  copiplémentaire  âiayS^.  Car  selon^qu'on  &it 
c  =  sin  1 5*  ou  c  s=  sin  75^  y  on  à  pbUT  les  termes  de  l^éeheUk  S^crbissante 
c%  c**y  etc.,  les  valeurs  logarithmiques , suivantes  ^ où  ne  se  trouve  pas 
celle  de  A:  : 

(f   8.23885  8ao5i.  c**     9-76996  09464* 

c-  5.87572  16597/'^^  '  c^'   g.od5^8^8i6Sy-^  ''^' 

€^  7.45116  69Îiîi.'-    -'' 
;  ;    >^      ^.       «;-         ^-4.3ç)o*7^554^. 

Si  on  égale  entre  efl|e»  4ës\  deux  valeurs  '  ti^quviées'  pour*  i'int^ale  indé- 
finie Zj  on  aura  l'équaticà^géo^rale        ,,, 

-4  F(c,*)  îs'F(i,4)  4^  irr^-^  kK<»h   '  "'  , 
qui  servira  à  déterminer. la  fonction  f(kyCù)  par  d^ux  autres  fbncûons  F(Cy^)y 
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F(^,4)9  rapportées  aux  modules  c  et  b;  on  sait  d'aiUeurs  que  F  (&,4)  P^^^ 
toujours  se  réduira  à  la'fpFme   v/3.ï(c,a'),  de  sorte  qu'on  aura  F(t,a) 

r. 


«.-X  Lv/3  ^('''♦)  -  ^^M']  =  (;;rélH73  C^C-»^)-  5  ^(-'«^0 

Enfin  il  es|  aisé  d^  rédoire  3F(C)^)  — *  3F(c,0*)  à  une  seule  fonction  F(0^)> 
ce  qui  donnera  F(*,« )  =  ^^J^^^^^  Hc,^)  =  ^"i^^-  F  (c,?). 

Pour  l'usage  de  ces  équations  il  &ut  savoir  comment  deux  des  variables 
9,  4  >  ^9  peuvent  se  déterminer  par  la' troisième j  c'est  ce  qui  résultera 
des  équations  suivantes  ; 

Ainsi  on  voit  que'  les  trois  quantités  cot*!  9,  tang*  j  4 ,  tang*  |  o^,  s'ex- 
priment d'une  manière  rationnelle  et  assez  simple  par  le  moyen  d'une  même 
yarîaUe  u  qui  se  déduit  immédiateipent  de  s.  Au  commencement  de  l'in- 
t^ale  on  a  u  =  I  et  par  suite  (p  =  o,  4  =3  o^^m  s^.o;  à  la  fin. on. a 
u  =  m%  9  =:^ ,>}/=:  o ,-  ùà  z=:  pTT'y  au  milieu  de  cet  intervalle  où.  •  • . 

%  =  l/(ii-^  v/3)  s=:  3c ,  et  Cl  =:  m ,  on  a  tang*  \  ^  =  tang*  \  C=  •^-, 

tang  ï  -xp  :=  tang  1  «  =  ^^  .  ^  ;  | ,'  »  =,*.  Di|ns  ce  cas  particulier  on 
doitdoncavôù:l*équ^tion^7ii*— i)F'A:=r-i^  F(c,Ç)  —  iF(V)>  et  parce  que 

(to»  —  i)F'*  =  p5  F'<>,  on  devra  avoir  F'c  =  F(c,Ç)"—  ^  F(*,«) ,  ce 
qui  est  facile  à  vérifier. 


S     ' 


ii54*  Soîl  j/(i— ar*)==  — ,  m  désignant  toujours  j/a,  on  aura  la  transfi)rmée 

2+V/3 

ï/3 
on  aura 


V  =-  /iy/  ^Tsi  soit  P'  =  r— 5  >  et  ensuite  a  =  -^^tang  J4>  **=^ 
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Cette  iûtegnde  edt  prise  depub  a:  a&  o,  où  4^  ^^  ^9  'i*^^  l'éteikd  Jiisqiâ 
jc xt  X,  011  aura  diins  cette  dernière  limite  m  œ  19  UAg  7  "^^ a»  |/3)  valeiir 
qui  répond  à  nw  fonction  F(i;4)  =  f  F'ifr;  donc  on  aura  l'intégrale  com- 
plète 

—  A  F'5  =  —  V^c 


Pour  avoir  une  autre  valeur  de  l'intégrale  indéfinie ,  soit  -  —  :r  rs  ^ ,  on 
aura  y{i  —  or*) ss=  ^  |/0^'  +  3p) ,  et  la  transformée  sera.^ 

soit  ensuite  |/0^  H*  3p)  ==  ^,  ou  /?•  ==j^— j,  on  auri  la  çoui^eile  trans- 
formée 

dans  laquelle  les  limites  ^  K^è,  «tr  tsa  t  /correspondeni  atrt  liqiiMs  11  as  1; 
ttâ£ï  o.  Soit  enfiiit^  «f*  1^ tss  irt,  etrmua 

Ces  intégrales  sont  prises  à  compter  de  f  ==  i  -4-  7?»%  et  elles  s'étendent 
jwcpt'À  Coaoï^Taleurqili  rëpttid  à  «SI.  «:  .,..., 

.6&.  CooààéEXM  d'abard  J'int^rale  P«^t»4^m).  |/(>:^b,>^^^>  ^^ 

l'on  ohservera>qiie  ^-^Sn^t  —  6  as:  (^— i— m*)  [«vf-(i^../nf)^+7n*r— 77»*+ j  J. 

i  Ion  feit  <=  — = — '      ^  ,  ensmte ysss    /     tang  y ^  et  c*  = — 7^-^  ^ 

on  aura  la  transformée 


4 
va 


Pour  avoir  k  fonction  covplète  P  ^  U  Êradra  ^«jrejresi ,  tang  jiD  9=    r^.     j 
et  oomme  cette  valeur  4e  ^  est  celle  qui  donne  F(c,'  9)  ss  |  F'ç^  on  <9UFa 


a 
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Considérons  en  second  liaii  rintëgmle  Qca:  r^vi'  ;j  ■  '^'rv>(AJ!^  ''^V!!l%  y  ^* 
soit  <==■■■ .  ;^'^^^i  on  au»  k  trweforméç 

dans  laqpieUe . 

Aînn  lo  modale  «scsin^^ii^-j^^  cosé,  Mrft  détermine  par  te  valeur 


*» 


}^  lY"  •  St^^^*""*"^)* 


il  est  par  conséquent  lé  complément  du  module  k  déterminé  ci-dessus.  Soit 

I  1 

enfin  j*  =  3^  (wi'  —  i^  tang|  tf  ^  et  on  apra  rinlégrale  cherdiée 

Cette  int^ale  s'étend  depuis  0^=30  jusque  la  valeur  de  m  qui  répond 

à  a;  =  I ,    cett^  valeur  est  donnée  par  Téqualion  tang  ^  û>  =  rn— r r 

;~!2^|ÎU^  ftooos  ftrflsis  voir  cirpprés   quQ  ottte  Mitur  9uppQae  F(^'^^) 

.     V^7    '  ;       "•  ,  '        .,     -- 

;=|F'i,  ainsi  on  a  l'intégrale  /complet 

31^3  V'»4"»/  3(ro+i)» 

it  ks  deux  int^9i*âics  P  et  Q^,  (Ai  aura  Tint^ale  comfJéte 


/  f» 


m* 


ftv  fa  9 rçDMpe  métlv>4e  om  a  tDOHv^  ¥'  «p  *.j-^  f '<?;  4gtl«it  i^f s  deut 

vakw»^  on  en  ftnl?  VH^sa{m^  lY  F'^i  imis   ootis  avoos  d^  teonvé 

F'^ss     §1/3^  ^^g?  doncles fonctions F*Â:,  F*i\  sont  entre  elles  comme  i  â 

a/3,  de'sorte  qu\)n  a  Ti^^V^  F^A. 
C^  rapport  entre  les  doujK  fcnctipAs  complésientainB  F'A^  F%  :est  d'autant 
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plus  digne  de  remarque ,  qu'il  eccupe  eu  quelque  sorte  la  troisième  place  k 
la  suite  de  deux  autres  rapports  déjà  connus.  En  effet  on  a.  trouve  que  dans 
le  cas  de  c  ;=  sin  i5^ ,  le  rapport  de  F'c  à  F'&  est  celui  de  i  à  v^3;  dans  le 

4 

cas  de  c=      i  1/3  ?  ce  rapport  ^st  de  i  à  3;  enfin  dans  le  dernier  cas  où 

Ton  supposerait  c*  =-J-— J  (i^^h^)  v/(4^— ^)i  ce  rapport  est  de  i  à  Sy/S. 

Au  reste  les  fonctions  F  formées',  soit  (d'après  le  module  kj  soit  d'après 
son  complément  i^  pnt  une  telle  analogie  avec  leâ  fonction^  formées  d'après 
le  module  sin  i5*,  qu'en  général  toute  fonction  F(A:,  co)  ou  ¥(iy  â»),  peut  se 
déterminer  par  une  fonction  F(c,  ^)  dont  le  module  est  sin  i5*,  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  prouvé  pour  F(ky  ci) ,  il  reste  à  le  faire  voir  pour  F(îy  a). 

Si  on  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  trouvées  pour  l'intégrale  indéfinie 
V,  on  en  tirera 

équation  qui  a  une  analogie  remarquable  avec  l'équation  déjà  trouvée 

F(*,  «)  =  ^^-[^ ne,  ^)  -  F(*,  4)]  ; 

mais  les  variables  ^  et  4  ^^  ^  déduisent  pas  de  la  même  manière  de  et 
dans  les  deux  équations.  Quoi  qu'ir  en  soit ,  la  fonction  F(& ,  4)  pouvant 
toujours  être  représentée  plir  |/3  F(c,  ^)  y  et  deux  termes  tels  que  aiF{c^  Q 
-— F(c,  (p)  pouvant  être  réduits  à  un  seulF(c,  o*),  on  voit  qu'on  pourra 

(m  •+•  I V 

toujours  supposer  F(«,  «)  =  ^ — ^Ç— ^-F(c^  r),  comme  on  a  obtenu  F(Ar,  ai) 

Il  nous  reste  à  démontrer  une  proposition  supposée  dans  les  calculs  pré- 
cédens,  savoir,  cpie  pour  le  module  i,  l'équation  F(i,  â>)s=-|F't  est  satis- 

Élite  par  la  valeur  tang  7  <i  =    ^     ■.   Pour  cela  soit  F(i,  *)  =s  i  F'« ,  et 

9ÊÈ.  ^^^^  V 

F  {iy€)  s=s  f  F'i;  il  fiiut  qu'^n' supposant  tang  7  ^  =  7-^  ,  la  valeur 

correspondante  de  <;*  soit  égale  à  f*,  or  on  a  dans  cette  hypothèse  cos  C=i 
—  sin  fit,  et  faisant  siaoeczsar,  on  aura  l'équation  o :;=  i  —  .ar+c*  (ix*— ar*). 


Mais  puisque  cos  ^c=  i  — *,  on  a  tang'  y  C=î -rr;^  s=  ^^  ou  x  k  "jT^  ? 
aonc  «■ = ^  =  2^t£ï = 1+ ^  (  3,.  i  «  _  ^).  Sub.ùuuu.1 
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les  valeurs  f  :=i^^~-,    -i-ss:  («»•—  i)  j/3,  on  aura 

ce  qui  est  la  valeur  trouvée  pour  t*. 

■ 

§  ra.  De  rintégraîe  Z  =  f(dz  —  /'*^*    \ 

i66.  Soit    |/(i*4-s')  ^u,  ou   2^=  y^(if*— -  i),   on   aura  Z=. 

Ar<fc  —  î .  î/T-î^-^ Y  Soit  ensuite  «  5=  i  -f-  \/3  tang*  ï  ^,  et  c*=s'^~^   ou 
c  s  sin  iS**,  on  aura 


/(i4V3taa£j£)^ 


OU  en  achevant  les  int^ations 

Z=  »-  |/3  [A(c,  <p)  tang  i<P  +  ^^  FC*?,  ^)-E(c,  f]. 

Cette  intégrale  s'évanouit,  lorsque  z:sso  ou  9=0;  si  on   ne  l'étend  que 
jusqu'à  a  =  I ,  il  faudra  faire  ^  =?:  ^  et  tang  ï  >  =  \/\^vtjy  ™^s  cette 

valeur  de  y  ne  rend  pas  F(c ,  y)  commensurable  avec  la  fonction  complète 
F'c;  c'est  pourquoi  il  faudra  continuer  l'intégrale  jusqu'à  i5  =  go  ^  et  comme 

4 

dans  ce  cas,  la  partie  algébrique  z  -—  y^3*  A(c,  ^)  tang  i^  se  réduit  à  zéro, 
nous  aurons,  en  fiiisant  9=^,  l'int^rale  complète 

Cherchons  maintenant  la  même  int^ale  par  une  autre  voie: 

Soit  comme  ci-dessus,  «•+  i  s=s;9Z,  on  aura  z=7/>— 7  ^(p^'^i)^  ^' 


J  l/Q>»'-3i»)        J  V 


Danal'interTallecle2:so  à  z=i,/; diminue  depuis |>s^oo  jusqu'â|>=x  a  j  daus 
l'intervalle  de  z=:  i  jusqu'à  z:=oo ,  p  augmente  depuis  ;n=:3  jusqu'à  ps=(o , 
et  dans  celte  partie  de  l'int^ale  le  radical  ^(/>»— 4)«8t  pris  avec  le  signe— i 
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Â 


toujours  croissante  juscpi'a  zsszi  ou  f7=2;  qu'ensuite  oetté  quantité  dé- 
choit et  devient  nulle  ^  lorsque  z=:  oo  ;  d'où  il  suit  que  cette  partie  n'entre 
point  dans  l'intégrale  complète  ;  quant  i  la  seconde  intégrale,  elle  désigne 
une  quantité  négative  toujours  croissante  depuis  le  commencement  de  Fin- 
t^ale  jusqu'à  la  fin. 

Il  importe  d'éviter  les  infinis  que  les  valeurs  de /?  peuvent  introduire  aux 

I  '— -^P— '  {p^ — 4)* 
f  I  — •  -^     ^,  on  aura  la  différentielle 

donc 


« 

Sous  cette  forme  les  deux,  intégrales  qm  restent  à  détenmuer  ont  toujours 
une  valeur  finie. 

167.  Pour  avoir  J'int^alePs  7  /      — -^sp —  ^  ^^^j.  ^^z  _  3^  j  _.  ^^^ 

ou;?  =  7;::j;3;  on  aura  P  =^^\j'^^j~^  ;  soit  u  =  i  — /%  et  ensuite 

;^l/3.tangîÇ,  &'=  ~^,  qn  aora  P=r-^y     i/(i'lft>8ip^t)     ^"^ 
enectuant  l'intégration , 

L'amplitude  Ç  ^  qui  «et  nulle  k  l'orij^no  de  l'intégrale  lorsque  s  se  o , 
/7=ooetu  =  i,a  pour  maximum  la  valeur  Ç  =:  f ,  qui  répond  a  p^=i  2  , 

u  =  ^,  et  p<ntr  kiqtieUe>on  a  tang^  &  =  rjv    »    Ensuite  ,   p  augmentant 

depuis  ;raoa  jusqu'à  pcaso^^  l'amplitude  (  diminue  et  devient  nulle  de 
nocKfeaa  à  la  deniîère  limite  de  l'intégrale  où  s  s=  00  ^  de  sorte  que  l'ioté^ 
grale  complète  P'oso. 
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Tenons  maintenant  k  la  seconde  intëgràie  Q = 


ym    \  Il     '      fî   I  I    I        ^£ 


9  _  «^  ^Citf^ 

si  l'on  feit  y{j^  —  3p)  =  -,«/?•=;   3_  -,  <m  aura  la  trantfonnëe 
Soit  tt*  +  wi'=  ïtf-j  on  aura  5m'  —  4  "^  ^*  =  "*  (^  +  ^mV —  ^) , 

et  en  faisant  toutes  les  siïbstitntions , 

Il  fafft  observer  tjne  le  signe  du  second  terme  change  cfbaqne  fois  que  t 
passe  par  la  valeur  t  =  amy  ou  par  la  valepr  <=  i  +wi',  c'est-à-dire  lors- 
que r«n  des  denx  radicaux  \/{t  —  fl/|i) ,  |/(5  -+■  3m*< — <•)  devient  nul  ; 
car  on  a  5  4-  3mH  —  ^  =  (i  +  m' —  i)  [i  —  /w'+  /?i*i4-  (i  +1'»*) ^  +  ^*]- 
En  effet,  voici  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les  trois -variables  z,  u,  /, 
aux  deux  limites  de  l'intégraient  dans  trois  points  intermédiaires, 

i5  =   O  ,       /(2    —  /3)  ,  I  ,       /(2    •+■  V3)  ,       00  , 

tt   S=5    I  y  IVI ,  .HV",  flliy  J  , 

<  =  I  4-  /W%      2/W,  1  +  WI*,  2/71,  I  +  m*. 

Il  en  résulte  que  la  seconde  intégrale  est  une  quaotité.^i  croît  conti- 
nuellement en  même  temps  que  z*  il  n'en  est  pas  de  m^e  de  la  première 
dont  la  valeur,  d'abord  négative ,  atteint  son  maximum  Itnrsque  u=:m^  ou 
t^s2mi  elle.£ndnue  ensuite  et  devient -nfille  lorsque  .^  ^^7^  pu  tt=77}*  et 
/  =  I  +  m*.  Cette  période  se  renouvelle  dans  l'autre  partie  de  ïa  même  in- 
tégrale depuis  z  =  I  jusqu'à  z  =00  5  ainsi- cette  intégcalpvnlfifitoe  point  dans 
la  valeur  complète  de  Q. 

168.  Ck)nsidérons  d'abord  Fintégrale  dont  nous  venons  de  parïer, . . .  • 


<?='/i 


Vit+2m).y/i5  +  imU-^^  »«*  SOU,  comme  ci-degw.,  <==— 7+7 
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j.=rtangi4,    r='^,    i'=î^,  onaura 

Pour  les  réductions  ultérieures  ,  il  faut  mettre  (  sous  cette  forme.  •••... 
t  = /+ ^ s  ,  et  on  aura 

Cela  posé,  en  appliquant  1^  formules  du  ii*  i44  9  ^i^  ^^^^ 

Q,^ ..saH:£2ÎJ^!±=2=2_^[E(«,  4)_(i^')F(*,4)]. 

Cette  quantité  est  toujours  négative;  son  mapcimum  a  lieu  lorsque  t  =  am^ 
alors  %[/  =  A  ;  elle  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale  et  dans  le  point 
intermédiaire  où  z  =  i  • 

Venons  maintenant  à  l'autre  intégrde  Q''==— ^y^^p^j^^ 

4 

Si  l'on  fait  comme  ci-dessus  «=  '  7^^^^^  JT^s/tang^ cùy  r^zs  ^^  , 
A*  =  i  — ^.^^(4mH-5),  on  aura 

t/(<—  awi).  |/(5+3i»V—  <3)  —  (,!»+  !)•  •  1/(1  _  /?•  sin» #)' 
ensuite,  pour  appliquer  à  l'intégrale  (^'  la  formule  du  n*  144»  ^^  &udra 

faire  n  s=  -—  7 — ^ — r; ,   et  mettre  la  valeur  de  t  sous   la  forme.  • .  •  •  ^ 

t  =  f  A ^ ,  dans  laquelle  on  aura 

**        ^  ^  aco0/«' 

et  l'appKcatioB  de  la  formule  indiquée  donnera 


4 


J 
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Dans  cette  formule  ^  ainsi  réduite  à  une  forme  très  simple ,  il  faut  re- 
garder l'angle  â>  comme  croissant  continuellement  avec  z ,  et  alors  l'inté- 
grale Qf'  sera  aussi  continuellement  croissante ,  conformément  aux  condi- 
tions dont  nous  avons  &it  mention  ;  la  correspondance  entre  z  et  et  y  dans 
les  points  principaux  j  sera  donc  comme  il  suit  : 

«  =  o,       /(a— ï/3),       I,       1/(2+^/3),      00, 

Ainsi,  pour  avoir  l'int^rale  complète  qui  répond  à  2=oo  ,  il  faudra 
faire  /=  i  -f-  m*  et  â#  =  4^ >  ce  qui  donnera 

1/3 

On  a  déjà  trouvé  Q',  =:  o;  donc  Q,  =  Q^c  Mais  la  valeur  générale  dé  Fm- 
t^rale  Z  est  Z=«—  IW— P+Q  j  et  comme,  depuis  z  s=  i  jusqu'à  2=00 , 

A 

le  radical  (/?'  —  4)*  doit  changer  de  ngne,  on  à  W=;K>ri—  — j 

+  (p'  —  4)*  r«  "^  "ï )    'î  donc,  à  la  dernière  limite  où  ;^  c=  oov,  on  a 

W=;pâ;'=as  (*),  et  par  conséquent,  »  — jWssoj  d'ailleurs,  à  cette 
même  limite,  Pt=o,  donc  Z*=Qi  ssQf'i,  ou 

169.  Par  la  première  méthode ,  on  a  trouvé  Z*  =3  -j— .  ^  ;  galant  ces 

2|/3     ^'^ 

deux  valeurs,  et  observant  que  par  un  résultat  précédent,^  F'i:^(m4-i)'F'c^ 
on  aura 


='*=0  +  ^>'*+2ll. 


Au  moyen  de  cette  équation  et  de  celle  des  complémens  -  =  E'i&F't  4^ 
E'iF'A:  —  F*A:F*t,  on  trouvera  l'expression  de  la  fonction  E'i,  savoir, 


i^y  Cest  oe  qu'on  trouve  encore  plus  facilement  en  exprimant  W  en  fonction  de  s , 
«ar  alors  on  a  sans  ambiguité  W  =s  ^ = ,  et  il  est  visible  que  lorsque 

«  =  00  ^  la  partie  algébrique  iK  -^  |  W  se  réduit  à  sénn. 
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d'où  l'on  Toit  tjae  les  fonttioM ée  sctîonde  espèce,  E'*,  E*/,  se 
eiaictemeitt  ^t  dVibe  ttianîère  très  simple  par  tes  fenctiùûs  de  première  es- 
pèce F'A,  F*t,  ou  seulement  par f  une  desdeul^  puisquVm  a  ï*t:=±53  j/3  •  F'it, 
de  sorte  que  toutes  oe»  -foDx^ions  et  toutes  Mlles  qui  appartienDent  aux 
deux  échelle  formées  d'tfirès  les  i^odules  com|ilémentaires  k  €t  i  se  dé  « 
terminent  par  une  seule  de  ces  fonctions ,  ou ,  si  l'on  veut ,  par  la  seule 
fonction  F'c,  dont  le  module  est  sin  i5^.  Yoilà  donc  deux  suites  infinies 
de  transcendantes  E%  F%  formées  d'après  les  modules  k  et  i,  et  deux 
autres  suites  formées  d'après  les  modules  sin  i5^  ^  ^m  *j5^y  qui  toutes  se 
déterminent  exactement  par  un  seul  terme  dé  ces  quatre  séries  infinies. 

J70.  Les  deux  ei^ressions  que  nous  avons  obteiuiied  de  l^intégrale  indé* 
finieZ,  étant  égalées  entre  içUes  4oBneront  nette  i^pation gép^role  . 

,-il/3CE(5v4>-(^>(*)C)3 

dans  laquelle  T  est  une  quantijLé.â^ébrique  qui  s'évanouit  au  commencement 
et  à  la  fin  de  l'intégrale.  Or,  il  a  été  prouvé  ci-dessus  que  toute  fonction  de 

la  forme  E(i,^)  — n^^^T  JF(^,  Ç),  peut  être  changée  en  une  autre  de  la 

forme  v/3rE(c,(r)  -^Q^^)^(^7  ^\]^^^  ^  ^^^^^  "^®  quantité  algé- 
brique. D'ailleurs  la  somme  ou  la  différence  de  deux  quantités  de  la  forme 
E(c,  (t)  —  ( — j^)^(^>  O'),po»rr»  toojouçs  se  réduire  à  une  quantité  de 

même  forme,  plus  une  quantité  algébrique.  t)onc  l'équation  précédente 
pourra  toujonrî^  être  mise  sons  h  forme 

Q  étant  une  quantité  algébrique  qui  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale. 
"^Ce  résultat  joint  à  celui  que  nous  avons  trouvé  pour  làTôûcitionF^ïtj  ùi)^ 
prouve  ifae  les  fonctions  E-et  F,  dont  ie  -module  est  k,  w  vedmsent  toi^DiaKs 
à  des  fonctions  de  même  nature /dont  le  nïodnle  est  c.  Nous  nous  contentons 
ici  de  démontrer  la  possibilité  de  cette  réduction ,  saUs  développer  les  ibr- 
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mules  par  lesquelles  on  peut  i'effei^bier,  p%r^e  ^ue  cçtte  résolution ,  qui  est 
un  beau  théorème  d^aïaaly^)  oei^orait  d'âiictmc  Utilité  dans  la  pratique. 

§  IV,  De  Vifué^rale  U=f,'''^     '.      . 

171.  Soit  v^(i— jr^= t-*-j^^  on  auraU  ^J^y^pZ^Xy^Y  '^^ ^^ ^^ ^^' 

rier  X  depuis  x=:o  jusqu'à  a?=  i  jjr  variera  de  même  depuis^=o  jusqu'à 

j^=7  j^  On  poumnt  finre  i«wm«  ultàmuncmeiifc  x  depuis  jp  xxc  i .  pis^'à 

jf  ss  oû,  Quda  dw^  cQttie  partie  Tint^rale  sçcait  Qég9tîvQ>^t  jA  est  iautU^ 

de  s'en  occuper. 

Soit  de  nouveau  v=K3tang7  4,  *•=— ï^ — ,  on  aura  U=:^— ^p- 
f^^i^^l ttng^H),  Q^  ^^  achevant  l'intégration , 

Pour  avoir  l'intégrale  complète ,  soit  a:=i/  on  aura  p^\^  4=^^>  ^^ 
tang  J  X  =  -T-  î  OT  ^?*te  imfettr  de  A  dopne  F(i^  ^}tK:  j  F*fr^  Ayant  donc 

5F (ft,  %)  s=  F(A,  ^),  on  trouvera  par  les  formules  eonnues  (art.  60) 
3E(A,  A)  — E(*,i3r)x=*^q»Aj4a»s  le  méi^  cas  A(*,  A)=t(v/3— i)j 
donc  l'intégrale  cemfplète  . 

17a.  Cherchons  maintenant  ta  mèofteintégi^dfi-par  uufiiiutre  méthode;  soit 
i— a:=;>,  on  aura  v/(i  —  «•)=^l/(;?'+3;7),  0:=:— .i;^+^V/(;>«+4), 
ce  qui  donne  ia  transformée  i       . 

« 

daus  laquelle  les  intégrales  s'étendent  de  p=i  to  k  /^  se  o. 
Pour  éviter  les  quantités  infinies  qui  pi)t  lieu  k  H  première  limité ,  soit 
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V  VV(/'*+4)i/(p»+3;>)       '^J 


on  aura  U  b:  P  —  Q.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  intégrales  P  et  Q. 
s  3 

Soit  y(p^  +  3p)  !=pvj  ou  p*  =  ji_^-  ,  on  aura 

La  partie  hors  <lu  signe  ip(}^* —  i)  s'évanouit  au  commencement  de  l'in- 

qui  doit  s'étendre  depuis  ui=i  jusqu'à  v=  oo,  et  on  aura  P=r^^(t«*-^  i) 
_V3n 

sIw^I+•3tan6-,,c.=-»^^o„auraR=;-l^|^i±i^ 
ou         R  =  ai>3[A(c,  ç)tangi^  +  i^F(c,  ^)-E(c,  ^)]. 

•  •    ■   • 

Soit  la  partie  algébrique  -  (u'— i)  —  J^  A(c,  ^)tang7  9=T,  et  on- aura 

P^-=  T  H-  i  v'^^lEic,  p)  -  (^^)F(c,  ^)]. 
Dans  la  limite  on  a  v  =  od,  T  =.  o,  (p  ^=^7r\  donc  Fint^ale  complète 

.  p.=  ^„[E.o-(l^)p.]  =  ^^ 

Pour  avoir  maintenant  Fint^rale  Q^  il  &ut  d'abord  substituer  la  valeur 
de  /^  en  u ,  ce  qui  donnera 

Soit  w  =  -  f/r  3  ^"  J ,  on  aura  cette  réduction 

où  la  partie  algébrique  ^(w — p)  s'évanouit  à  la  première  limite,  lorsque 
vs=s  !•  Pour  avoir  l'intégrale  qui  reste  à  trouver,  soit  ;7i'=2  et  /n*u*-4*i =uf  ^ 
on  aura  par  des  réductions  semblables  à  celles  des  exemples  précédons , 
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173.  Cherchons  d^abord  Fintëgrale M z=zf^ (^X^ÎM^-^^^^^  ''° "" 
déjà  trouvé  qu'en  faisant  <=^      1X«"^  >   •T'  =  ^  tangT Ç ,    r  =  — ; — , 

servons  en  outre  que  t  peut  être  mis  sous  la  forme  tz=if^    ^C — «,ce 
qui  donnera 

I  1/3 

/=  (m*+  i)  sin*iA  —  a/ncos^^A,  tang^A  =  -  =  jj^, 

_. (OT  +  i)*sm*A        T  __     1 

^  2  008  A  *  C08A* 

Appliquant  donc  les  formules  du  n*  i44>  où  ii  faut  faire  X  s: 
(£  +  a/w)  (£' —  3/»*^  —  5) ,  /»  =  -7 — »  on  auTa  --^  s=  £•  +  /»/  — i/n',  et 
l'int^rale  cherchée 


M 


^+»^''C^FC<',C)-E(o,o3 


Cette  intégrale  s'évanouit,  comme  cela  doit  être,  lorsque  <==  i  +m*  et  Ç=:o  ; 
pour  avoir  l'intégrale  complète ,  il  faut  faire  ^  =  00,  et  ^  =  A  ;  alors  le 

terme  algébrique  ^j>.sc  réduit  à  1+  m  H-/*^  et  nous  le  laissons  sous  celte 

forme ,  parce  que  le  terme  infini  /  sera  détruit  par  un  terme  semblable  pro- 
venant de  l'autre  incégrale. 

Quant  à  la  valeur  ^  s=s  A ,  pour  laquelle  on  a  tang  7  A  =  ,  cette  va- 

leur répond  a  la  fonction  F  (c,A)  =  f  F'c ,  et  on  a  en  même  temps  E  (c,A) 
=  j  E'c  +  ?  ^  ^^^  ^\  donc  la  valeur  complète  de  M  est 


M 


'=<  +  /^+/-|   ï>:^7[E'c-(^3^)Pc+.ic-sin»A]; 


c* 


pr  on  trouve  f  -^  m^=s,  — j—  sîn*  A ,  ainsi  on  a  simplement 

M.  =  .-^^[E.«-(i^)F..]. 


174*  Vencms  maintenant  à  la  seconde  intégrale , 

^  ==/ïÂ(£i^Î7Ïë£èlS)  î  °°  *  '^'^^^  ci-de88u»  qu'en  faisant 
T.  I.  28 
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xit  n'ds 


de  là  il  est  aké  de  parvenir  à  l'intégrale  N ,  au  moyen  de  la  formule  de 
l'article  i44' 

Dans  ce  cas  il  faudra  faire  l  ^=s:^f  + 

•^     •    cos#  —  cos^ 

/=:i('»+i)'-ï("»-0*«»A*,tangi/*  =  ^^ 

^'  =  i(ni— i)»sin;t; 

on.aura  ensuite  X'=:  (<  —  aro)  (^  r—  5»jV  —  5),  — -r:ss<*  -^ aiI  — r  J  wi*;. 
donc 

/('•-".<-i™-)^=0+<-=^"[^>h«)-E(i,-)]. 

4  ^ 

D'tm  autre  côté  on  a  ^f^  ~?^^»^(*>*)  »  '^'**^  IMdtégrale 

mais  en  substituant  la  valeur  de  «* ,  on  a  -^—  •—  v  ^  *  vu  aa>^  ■  'AtT^  ^^  ; 
donc 

« =^/  -  ^"[E  M  -<'^2±±fi=)  F  M], 

Pour  avoir  Fintégrale  complète ,  il  &ut  faire  â»  =  fc ,  et  nous  avons  déjà  vu 
cpie  pour  cette  valeur  on  a  F  Wfj^,'ssc  f  !F'«',  ce  qui  dflntts  «n  fnésie temps 
E  (1, ju)  =  f  E'*  4-  I  '■  sin^  )U  ;  or  plus  on  est  près  de  la  limite  /  =s  od  ,  plus 

on  a  exactement  ^^  sst  f—  z^+jT;  d'aîlleurs  on  trouvé  •ên(CoreTCÎ/^'s=tw 
H-       ;        **  sin'T* ;  donc  oli  ifura  à  Ja  %nsite 

■  ■"  -  '  -  '^fi''  -  r  t;r  "•)  ■^•'l 

Delà  on  tire  lu  Valeur  complète  de  l'intégrale *Q,  .savoir:  ~ 
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Q.  =  C^1-E._(£1Î±^^)P.]-4^[£.._('^),F..]. 

Maintenant  comme  on  a  U*  =  P*  —  Q' ,  il  viendra 

«• =.t3i:^"-  (^)  '"2-  ^r  l^H^'^-y]- 

Egalant  celte  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  la  première  méthode,  la- 
cruelle  est 

Mettant  dans  le  second  membre  la  valeur E'c — f^  'JljF'cz=:  Tj/V-p,  , 
on  aura  enfin 


aura 


TT 


équation  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous  avona  Irouvoe  ci- 
dessus  par  une  voie  très  différente. 

175.  Si  on  égale  maintenant  les  deux  .valeurs  qui  ont  été  obtenues  pour 
l'intégrale  indéfinie  U  ,  on  aura  l'équation  générale 

^My'{^)n^^'\')=T^+i  V3[E(c,^)-(^±i)F(c,(p)] 

-V/3[E(c,Cj~(^±i)F(.,0] 

dans  laquelle  T  est  une  quantité  algébrique  qu'on  peut  déduire  de  nos 
formules.  Par  cette  équation  et  par  celle  de  l'art.  i^5  on  pqurra  tt>u}oiirs 
eiprimer  les  fonctions  E(i\û>),  F(/,a>),  dont  le  module  est  ï,  par  des  fonc- 
tions semblables  dont  le  module  est  c.  Mais  il  nou3  suffit  d'avoir  prouve 
que  ces  transformations  sont  toujours  possibles ,  car  il  n'y  aurait  aucun 
avantage  à  les  effectuer  dans  la  pratique  ;  il  n^y  a  que  les  valeurs  des  fonc- 
tions complètes  qui  par  la  simplicité  dés  résultats  méritent  les  développe- 
mens  que  nous  leur  avons  donnés.  Nous  avons  donc  quatre  édiéUes  formées 
d'après  les  modules  c^  by  k  et  i  ^  dans  lesquelles  les  fonctions  F  et.E,  eu 
nombre  infini  dans  chaque  échelle^  peuvent  être  réduites  par  des  fonnnles 

28. .~ 
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algébriques  aux  seules  fonctions  F(^,^),  E(c,^).  Quant  aux  fonctions  com- 
plètes F'  et  E',  rapportées  à  un  terme  quelconque  de  ces  quatre  échelles 
infiniment  étendues,  elles  peuvent  se  déterniiner  toutes  ^arlefr deux  seules 

fonctions  complètes  F'c,  E'c,  ou  par  l'une  des  deux  Seulement.  , 

..  \ 

Remarque  générale. 

176.  On  peut  supposer  que  les  fonctions  complètes  de  la  seconde  espèce 
E'0,  E'&,  s'expriment  par  les  fonctions  de  première  espèce  F'c,  F'&,  de  la 
manière  suivante  : 


, ^  1 


En  efièt,  ces  deux  équations  s'accordent  avec  l'équatiou  des  fooetîoDa  com- 
plémentaires ,  et  pour  qu'elles  aient  lieu  y  il  ne  s'agit  ^ue  de  déterminer 
convenablement  la  quantité  p.  Or,  d'après  les  résultats  trouvés  dans  ces 
trois  derniers  chapitres,  on  connaît  la  valeur  de p  dans  quelqucfs  cas  parti- 
culiers que  nous  rassemblons  ici.  •    •       » 

I®.  Lorsque  c  =  i  =  sin45%  on  a  f^  ==,  o;  _  '„^ 

a^  Lorsque  c  =  v/a  —  i ,  on  a  ;;  r=s xCï/^  —  i)  =  7  tang  m*  y } 

3^  Lorsque  c=  sin  i5*,     on  a  ;9=s  *-j5  =« ^  tang 3o** }    . 

4^  Ix)rsque  c  =  Yl^l^  on  a  ;i=  i^ç^  = /| . sin i5* j 

5^  Lorsque  c'est  7—  ^.  "*T'(4^H"5)  et  m=y/a,  on  a  p:^^^^—--, 

6^.  Enfin  ,  lorsque  c  est  infmiment  petit,  on  a    F'c=  -(i  +i^*)> 

E'c  =  î(i-^c*),  P4  =  (i+ic-)logf;donc;?  =  | î-^. 

alog- 

Ainsi  on  voit  que  depuis  c  =  0  jusqu'à  c  =5  sin  45%  la  quantité  p  varie 
par  degrés  depuis  pcsj  jusqu'à  /?  =  o. 

On  a  en  général  2p  =  ^  "^  F*b^  ainsi/?  sorait  connue  si  on  connaissait 
la  valeur  de  ^r  i  ,<^ar  ce  rapport,  qui  est  une  certaine  fonction  de  c,  étant 

-  ■  *  .  • 

désigné  par  4^  ;  ^^  aurait  d/7  =  4^  -*  4^- 
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177.  Soitx=  rq- }  on  simplement  x=  ^j  cotmne  on  a  dans  le  cas  des 

fonctions  complètes  gr  =-(E  —  F)et^=^(E  —  i'F ) ,  on  aura 

j-  =s=  ~  Tai*  •  =,  -^  ^  -*-  =A  ;  ainsi  la  fonction  x  est  déterminée  par  Féqua- 
tion  difierëntiéfle 

3V  -r    +  «'  —   ^^«^  +  &•  =   O. 

Si  l'on  (ait  x^-^l^  ssy ,  cette  équation  deviendra 

iV^+jrt—  4tc*=:  o; 

mab  malgré  sa  simplicité  apparente,  elle  n'est' point  in tëgrable  par  les 
moyens  ordinaires ,  c'est-à-dire,  par  les  fonctions  algébriques,  circulaires 
et  logarithmiques. 

Nous  connaissons  cependant  une  valeur  particulière  or  =  =p ,  qui  satis£aiit 
à  l'éqoatioià.  différentielle  «n  ^ ,  et  on  peut  même  en  trouver  assez  facile- 
ment  l'intégrale  complète.  En  eSeltj  puisque  F  =  £-«.c^,  la  valeur 

x= ^  devra  satisfaire  à  notre  équation  différentielle.  Mais  cette 

substitution  ne  peut  manquer  de  reproduire  l'équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  qui  détermine  E  (art.  46);  et  puisqu'on  satis&it  généralement 
à  cette  équation  en  mettant  ctE'c  »f-  a'ÇF^b  <—  E'&)  à  la  place  de  E ,  on 
aura  aussi  généralement,  en  &isant  et'  =  oe^, 

E'c  +  C(F'ft— E'&) 

valeur  qui  se  réduil  à 

E'c4>C(F'&— E'g) 
F'c  +  CF'i 

Telle  est  donc  l'intégrale  de  l'équation  difiërentielle 

« 

et  on  déterminera  la  constante  arbitraire  C,  de  manière  qu^une  valeur 
donnée  de  x  corresponde  à  une  valeur  donnée  dé  c:  Cette  valeur  de  c , 
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choisie  pour  détçro^ner. ia  condtanie^  ne  do^t.poîpt.^tr^  l'jun^  des.  IJbûtes 

c=:  o,  c  =  .i  ;  car  en^faisant  os=o,^Qn  a  F^'Ai=  loff,r=oQ  .Ainsi, quelque 

soit  €j  la  valeur  de  x  sera==  i  ;  il  en  est  de  même^lor^u'on.fait  c==  i.  Mais 
po«r^  toute  âutrv.  taleUr  de:  ds' riiiditéennnati6ji-«ebàer~Sîip{^^ 
exemple,  qu'on  veuille  avoir  x  z=z  o  lorsque  c  =  sin45^,f7=:.^,^,  cmiaura. 

€  =  —  =; — =r, ,  les  fonctions  F*,  E'  étant  prises  pour  le  module  sin  45*. 

On  voit ,  par  ce  nouvel  exemple,  que  les  fonctions  elliptiques  peuvent 
servir  dans  certains  cas  à  inti^rèr.de8<iéquût4QBB'.difiiSrettii6lk(»  jquî.ttQ  sont 
point  accessibles  aux  méthodes  ordinaires. 


^>^v»^»<v»»w>»^^>wwi«vi»^ii^^>y»^^^y»w»<»^^^>wv^w%^|i»%»%>Mn<<M<l><^^ 
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,f'l  •  I  •«..■  ..  •  ■•  V 


Sut  une  noïipeile  échelle  de  truodàleg^qui  oon^tkdt  éit^èîement 
(Uix  théorèmes  .detztrohé^Bapitrè^précédéMxet  à\ mie  infînité 

d'autres  semblables.  .  ' 

•  -,  »        /  •     •  ■ 

178.  xTouR  géDéralisë^  la'  fommfc*  de  Tiart:  i53 ,  supposons  (Centre  les 
attipKtudes  û^et^  on  ait  Péqtratîon   •  *   .'  ' 

m,  hy  k  étant  des  coefliciens  auiqtiek  nous  imposerons  succesttvement  di- 
verses conditions.  Et -d'id^ond, -si  on  veut  qlië  W angles ^ûé^ et '^,  qui  naissent 
en  même  temps,  parviennent  aussi  en  même  temps  à  la  valeiir  90^  ou 
-J  Tf ,  il  faudra  satisfaire  à  la  condition  /n  +  A  =  1  +  A:  j  dès-lors  on  pré- 
voit que  la  valeur  de  cos  co  de^rceavoir  fiour  facteur  cos  Ç;  on  aura  en  effet 

cos  ^  i/ri  +  (2Ï  —  Tîi*  +  0  «în*  «  -I-  A*  sin*  ^1 

<^^=—^ ,+^,i^y  ■     ^. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  qti*â.lQ.  radical  se  réduit  à 
une  quantité  rationnelle ,  laquelle  ne  pourra  être'  que  i  +  h  sin'  ^ ,  ou 
I  -^  Asin*^*  La  pireimère  vatj^ur  ue  *iÊuènemit!a  «uodn  rëmikati;^  aiiifti  il 
Êiudcià  supposer  2k  -«-m*  +  1  s^s-^  aA.  A  l'aide  de  cea  daix  eoodztions,  qui 


donnent  A:  +  A=:ï(m» — i)  et  A^^^i^w^.i^  <»>  »w»îJl#fffllewç  des 
ooefficiens  X:  et  A,  et  celle  de  coso»  çi^ primées  comme  il  suit: 

et  il  ne  reste  plas  que  ni  ^l'arbitraire.  Mais' afin  que  la  variable  o)  aug- . 
mente  par  degrés  de  o^  à  g9*^]d^^l■éIIle  i|uer4a:^«riabli&-^  ;^i)tiellp  dé- 
pend ,  il  est  nécessaire  que  h  soit  jplus  petit  qùé  i ,  et  qu^insi  on  ait  m  <;'3. 
On  verra  bientôt  qu'une  aiAre  considétatioir'exige  que  m  soit  >  i  ;  ainsi 
«MM  «ipp0seraitt}<|eii)$MnimiCftinpriB centre  t  tt  3>,jd0ifbrte  que  iei  4ioe&- 
£dfiiiB  .la^  A ,  oft  jsei^ttt  item  drMd  |«fliti& 
.    379.  }(jdàpfl6é^)J»ijéqa&tk)B»(i)fit  (a)4ottnM^^  : 


4  1 1  < 


et.parce  que  v^(i  +  A:)  =  5  (/n ^  i)  ,:^«i stMuverait  directement  par  l'inté- 
l^ratioD  de  Mtte  fprjnujie 

tangi((»  +  (p)  =  îî^tang^,  (4) 

équation  qui  reviçtit  à'I^uatîoo  (1)9  et,  qui  est  d'ua  ps^gé  plus  commode 
pour  le  calcul  trigQnM»étriqué  quand  oh  voudra  déduiire  ai  de  ^ ,  ou  ^ 
de  a. 

Soient  c  ^l  a  deux  modules  tellement  liés  entre  eux ,  qu'on  ait  l'équation 

.      .  '  .fc  '"  ....         .     i 

I  —  (X*  sin*i^;s?:  (x  -^  c'x^in*^) .  \—^I!L—,^)  j 

on  trouvera  qu'il  est  possible,  en  généra^  de  satisfaire  à  cette  équation  (*}. 
Il  faut  pour  cela  que  les  valeurs  dé  t$^  et  c*,  et  par  suite  celles  des  com- 
pjémens  f  *  =  i  —  rt^,^^a=-i^^+^ç*^  ^ient  Aimi.£;KjpiWiées , 

iG^'"''         '  .16/7» 

modules  ce  et  £?  soient  réels  et  plus  petits  que  l'unité 


M     Tll  I 


f     .  .  . 

(^)  Le  saccès  de  cette  recherche  est  foàdé  sur  ce  que  le  rapport  de  A  («^)  à  A  (c^f  ) 
yeiit^exfniiNV'raÊtioiiticXleiÂeilt'sans  «ssi^étir  PitiâéteKiattiée'i»  &  anetiiie  condition. 
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On  aura  donc,  d'après  "ces  conditions,        '••""'--•      ! 

valeur  qui  étant  combiuëe  avec  l'équation  (3)^  donne  ce  résultat  très  re- 
marquable  ^^-^  =  ^ij^y  ^  ^  intégrant, 

F(«,  û.)  =  mF(c,  ^).  (7) 

Nous  parvenons  ainsi  à  deux  fonctions  de  la  premià*e  espace,  qui  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  et  dont  les  modules  ce  et  c  dépendent  en 
général  de  la  quantité  m  qu'on  peut  prendre  à  volonté  entre  les  limites  i  et  3. 
Puisqu'on  a  en  même  temps  ^ssjsaretâis^TT,  les  fonctions  complètes 
seront  entre  elles  dans  le  même  rapport ,  et  on  aura 

F'a  c=  mF'e.  (8) 

i8o.  Pour  avoir  maintenant  l'expression  de  £(«,  c»)  ,  il  faut  intégrer 
la  formule 

or ,  par  les  réductions  connues ,  on  obtient  l'intégrale 

E(«,  «)  =  |e(c,  ^)~(fL+L^Z:2L)F(c,  (p)  +  U,         (9) 

OÙ  l'on  a  la  fonction  sJgébriqueU=  —  .      "\  f^—  « 
Il  en  résulte  pour  la  valeur  de  la  fonction  complète 

E'«=iE'c  — Î2i±i^^^::^F'c.  (lo) 

0 

Telles  sont  les  formules  nouvelles  qui  peuvent  servir  à  exprimer  fes  fonc- 
tions F  et  E  dont  le  module  est  a ,  par  le  moyen  '  des  fonctions  semblables 
dont  le  module  est  c,  et  réciproquement  ;  car  il  est  visible  qu'on  déduirait 
des  mêmes  formules  les  valeurs  de  F  (c^  (p)  et  E(c,  ^)  exprimées  par  les  fonc- 
tions F  (a,  ù))  et  E  (a,  a). 

181  •  Il  faut  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur  les  conséquences 
que  présentent  le3  équations  (5)  et  (7). 

On  remarquera  d'abord  que  des  deux  modules  «  et  c ,  a  est  toujours  le 
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c       m^'^m 


plus  grand,  car  les  équations  (5)  donnent  - = — qry  J  or  on  a  m+  3  >  m^'-^mj 

puisque  la  différence  m  +  3  —  (m'  —  m)  =  (i  -|-  m)  (3  —  m),  quantité 
toujours  positive. 

Les  équations  (5)  font  voir  comment  les  modules  a  et  c  se  déterminent 
par  le  moyen  du  nombre  régulateur  m  supposé  connu;  réciproquement , 
étant  donné  l'un  des  deux  modules  a  et  c ,  on  déterminera  m  par  la  réso- 
lution de  l'une  des  deux  éqoalions  du  4*  d^é 

m^4.(8---i6t»*)m»  +  i8m»— !i7=ro, 
ni^_6m*4-(8— i6c*)m  — 3=o-  ^^'^ 

Or  ces  équations,  analogues  à  celle  de  la  trisection  (art.  ^4)  ^  résolvent 
par  des  formules  aussi  simples  que  nous  dominerons  ci-après. 

Observons  auparavant  que  si  on  met  —  à  la  place  de  m  dans  les  valeurs 

des  modules  a  et  c,  on  obtiendra  celles  de  leurs  complémens  b  etCj  dans 
un  ordre  inverse  ;  c'est-à-dire  que  si  la  valeur  m  c=  ft  donne  les  modules 

cissànBy  ctsssinX,  la  valeur  m  =  -  dopnera  les  modules  c=sin(;Î7— -A) 

Pour  faciliter  le  calcul  des  modules  d'après  une  valeur  donnée  du  régu- 
lateur m  y  soit  m  =  |/3  tang  M  =  tang  6o*  tang  M  ;  soit  en  même  temps 

p s=  — ^ — g — -y  ç  =  —  .    j^ — ' ;  SI  on  désigne  par  c  s=  sm  0  et  a  = 

sin  A,  les  modules  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  de  l'angle  M,  on  aura 
sin*fi=/7'^  et  sin*  A=s^^.  D'après  ces  formules  nous  avons  calculé  la  table 
suivante  où  l'on  trouve  les  valeurs  de  0  et  A  qui  répondent  à  toutes  les 
valeurs  de  M,  de  degré  en  degré,  depuis  (M  =  3o*  {jusqu'à  M  ^6o^;  il 
nous  a  suflGi  de  calculer  cette  table  jusqu'à  M  =  4^^,  parce  que,  suivant 
l'observation  précédente,  les  angles  9  et  A  qui  répondent  à  une  valeur  M 
ss  45^ -f-  C0y  sont  les  complémens,  dans  un  ordre  inverse,  des  angles  qui 
répondent  à  la  valeur  M  ss  45^— o». 
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M. 


e. 


3.46338 
4.39046 

5.40140 
6.ig64o 

7.07696 

8T^58o 
.0067' 

i5« 00000 


K 


Dcg. 

O . 00000 
22*70276 

3 I . 20008 
38.33212 

3.71904 

[8L29777_ 


I 


10.CÏ0077 
13*326*73 


52.28853 
55.83o^ 
59.oi3( 
6t .Qoii5 
64.54037 


66.96550 
69.20429 

7i.27r 

73.201 
75*00000 


M. 

60 

& 

5i 

U 

55 

5a 
5ï 
5o 


9. 


X. 


B^. 


7.897*4 


?0 . 00000 
7. 

58.20( 

51.66758 
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6.a8o36 
1.70223 


37-7I>4 


90.00000 
89.76808 
80.34311 

8a!i3ii 
87.37851 


2o.o345o 
20.79571 
18.72151 
16.79435 
I 5. 00000 


86.536^2 

85 

84. 

83 .  00; 

82.323o4 


81.05420 
70.69329 
7o.235o5 
76.67327 
75.00000 


Bi 


18s.  L'équation  F  (a»  oiijsssmV  (c,  p)  où  Ton  ptut  prendre  i  toIodU  ¥un 
(les  modules  ce  et  c,  donne  en  général  le  moyen  de  passeri^danâ^la  tranêfri^ 
mation  des  fonctions  F,  d'un  module  donné  à  nn  module  pliis  gmad|  ou 
de  ce  même  module  a  un  modufe  plus  petit.  La  même  opération  pouvant 
être  répétée  pour  le  module  ainsi  dédoit  du  module  primitif ,.  oa  voit  <pi^à 
partir  d'tiû  terme  donné,  ta  série  des  tnodulea  auxqu^s  lés  fonetians  F  sont 
mpportéea ,  peut  être  prolongée  k  l'âtfini  twnt  dans  l'ordre  dts  aiodule» 
croissans  que  dans  l'ordre  des  modules  décroissant  ;  dé  li  naît  ptr  emsé^ 
quent  une  nouvelle  éohdie  de  «nodules  y  casentieneneDt  diflHrénte  de  Pé* 
chelle  qœ  nous  eonnaissoiis  déjà  y  mais  qui  aura  des  propriârfs  analsgoes 
pour  mtdtiplier  à  l'iA&ii  k  comparaison  dés  ioKctioiis  F  j  ainsi  qpio  eelie 
des  fonctioBs  K 

Jetons  un  coup  d'oeil  sur  le  tableau  préeédent  pour  voir  dans  quelque» 
exemples  comment  se  forme  la  série  des  modales  construite  d'après  uas  pre- 
mier module  donné. 

Soit  le  module  donné  sin  i5*,  si  on  veut  passer  de  ce  module  à  un  mo- 
dule plus  grand ,  il  faudra  faire  &  =  1 5^,  et  on  trouvera  dans  la  table 
X==  75^;  ainsi  on  peut  passer  immédiatement  du  module  6=  sin  li^  k  son 
complément  b  :=  sin  75*  ;  la  valeur  correspondante  de  l^angle  M  est  '4^*  , 
ainsi  celle  du  régulateur  m  sera  m  =  v/3  tang  45^  s?:  t/3;éOt  on  aura  entre 
les  fonctions  F  (A,  a>) ,  F  (0,  p) ,  l'équation 


j 
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F(â,»)=V^3.F(c,^), 
daDS  laquelle  les  amplitudes  »  et  f  doivent  satisfaire  à  l'équatioB.  •  * .  •  • 
y(^  t  ■y)g='^^"~^  tangf,  Noiu  panreooiis  donc  mm  de  la  mafii^  la 


ifioB  directe  au  résultat  principal  du  chapitre  XXTIII  ;  mais  nous  pouvons 
obtenir  en  outre  une  infinité  cPautres  résultats  semblables. 

Passons  en  effet  du  module  sin  'jS^  à  un  module  plus  grand;  on  voit  par 
la  table  qu^en  faisant  9  s=  ^5^,  la  valeur  correspondante  de  X  est  comprise 
entre  89^j768  et  90^  ;  la  vraie  valeur  est  Sg^yQ5^62  etc.  ;  ce  qui  donne 
déjà  im  module  sin  89^,93462  très  peu  différent  de  Funité,  celui-ci  serait 
suivi  d'un  module  qin  différerait  encore  beaucoup  moins  de  la  limite ,  et 

ainsi  de  suite. 

< 

De  m4me ,  si  pour  prolonger  la  suite  des  modules  dans  un  autre  sens  p 
on  veut  passer  du  module  sin  i5^  à  un  module  plus  petit  >  on  cherchera 
dans  la  table  une  valeur  de  0  qui  réponde  à  la  valeur  donnée  A  =  i5^  ; 
et  on  voit  inunédîatemeitt  que  la  valeur  cherchée  de  0  àcit  être  comprise 
entre  0^  et  o%s3i93  ;  là  vraie  valear  est  o*,o6538,  complément  des  89*99)4^:2 
qui  ixkt  été  trouvés  pour  h  tenue  correspondant  de  l'échelle  ascoodante. 
On  peut  remarquer  au  reste  que  les  modules  complémentaires  ainei  trouvés 
sin  o%o6638  ,  sin  89^,93463,  sont  les  mêmes  que  nous  avons  désignés  par 
A  et  ^  dans  la  cfaap.  X3[X|  i»  rjoà,  ei^ique  pouix{|ioî  le$  fiuictîe»)s  rajppor* 
tées  à  ces  modules  peuvent  se  ramener  aux  fonctions  dont  sin  i5*  et  sin  76* 
sont  les  modules.  Mais  on  voit  en  même  temps  que  les  résultats  trouvés 
pour  ces  termes  particuliers  de  l'échelle  construite  sur  le  module  primi- 
tif fia  i5*  9  peuvent  s'étendre  &  une  infinité  d'autres  termes  de  la  même 
échelle. 

i83.  Prenons  pour  second  exemple  le  module  an  45*  ;  en  iaisant  Qcs^^^f 
on  trouve  que  la-vatetir  correspondante  de  A  est  comprise  entre  87^3^85 1  et 
88%i3i68;  la  vraie  valeur  est  87^,94^49-  Ainsi  le  module  sin  45^  sera  suivi 
du  module  sin  87^941 40.  Si  on  fait  ensuite  A  =  45*  >  on  trouvera  que  6  est 
compns  entre  i  •,868 12  et  a%62i49;  la  vraie  valeur  est  3*,o586o  complé- 
ment de  87^,94 1 4^'  Ainsi  le  module  sin  45*  est  précédé  du  module  sin  ^•,o586o, 
et  celui-ci  le  serait  d'un  module  beaucoup  plus  petit,  et  ainsi  à  l'infini.  Nous 
remarquerons  que  les  modules  qui  smv^mt  et  précèdent  immédiatement 
sin  ^S%  sont  ceux  que  nous  avons  désignés  par  c  et  b  dans  le  chap.  XXIX. 
On  explique  âioei  pourquoi  les  ftMictions  rapportées  à  ces  modules  peu- 
vent s'exprimer  par  celles  dont  sin  45^  est  le  module. 

29.. 


aaS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Au  reste ,  ces  deux  exemples  sont  les  seuh  où  l'on  rencontre  à  la  fois 
les  modules  et  leurs  complémens ,  les  uùs  dans  la  série  ascendante ,  les 
autres  dans  la  série  descendante.  Dans  le  cas  du  module}  primitif  sin  45%  ce 
terme  tient  le  milieu  dans  la  série  totale  ^vpârce  qu'il  s'identifie  a\rec  son 
complément.  Dans  le  cas  du  module  sin  i5^ ,  ce  terme  et  son  complément 
sin  75*',  qui  le  suit  immédiatement  y  occupent  le  milieu  de  4a  série» 

184.  Puisqu'à  partir  d'un  module  donné  c,  on  peut  former  une  suite  in- 
finie de  modules  croissans  jusqu'à  la  limite  i,  eturie  suite  infinie  de  modules^ 
décroissans  jusqu'à  la  limite  o ,  il  conviendra  d'adopter  pour  cette  nour 
velle  échelle  une  notation  conforme  à  celle  de  l'échelle  ordinaire.  Nous 
désignerons  en  conséquence  les  modules  de  la  nouvelle  échelle  dans  l'ordre 
croissant  par  c ,  c,,  c^^ ,  c^^^ ,  etc. ,  et  dans  l'ordre  décroissant  par  c,  c^,  c^,  etc. 
Nous  afiecterons  les  même  indices  aux . complémens  B  de  ces  modules, 
ainsi  qu'aux  quantités  m  et  aux  amplitudea  qui  leur  correspondent.  De 
cette  manière,  on  aura  pour  les  fonctions. F^ ces. deux  suites  d'équations, 

F(c,  <p)=moF(co,  <Po),  F(Ce,  <p.)=m^^c^^yp^)y  V{e^,  <P*.o)=?»— F(c,o*,  ?poo);    . 
et  la  loi  des  amplitudes  donnée  en  général  par  l'équation  tang^(^^-f*^) 
=  Y^ILijtang^,  se  reproduira  dans  |es .équsj^ipns  semblables 

tangi(<p,,4^,)  =  ^(m,+i)tang(p^tangi^4-fo)=T('»o+i>taBg(Pi,elc. 

A  l'égard  des  fonctions  E,  l'équation' (9)  exprimée  daus  cette  nouvelle 
notation  sera 

E(e,,  <p,)=1e(c,  <p)-^£±:^X^=^>F(c/^)-f-U,       (13) 

^  é 

U  étant  m,s.pour  la  quantité  algébrique^  ^^  ^^^  '  i4-i(!;>l-ixM- W^' 
Cette  équation  ,  accentuée  convenablement ,  s'appliquera  à  deux  autres 
termes  consécutifs,  quelconques  de  la  même  échelle. 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes,  où  l'on  doit  faire  à  la  fois  f  ss  ^^ ,, 
^/.  =z= -^  TT ,  les  formules  seront 

FV,  =  mF'c  /  > 

Nous  conclurons  de  ces  formules  que  dans  la  nouvelle  échelle  de  module», 
coomie  dans  l'échelle  ordinaire ,  les  fonctions  F  et  E,  rapportées  à  mterane 
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qudecmque  dç  l'échelle ,  peuvent  a'expriiber  par  les  fimctions  flemblables 
rapportées  an  module,  j^rimitif  c. 

.  i85.  11  impoite  maintenant  de  fiorevoir  par  quelles  formules  <  on  peut 
dédube  les  modules  e,  et  o^  du  module. donné  Cé  Pour  cek ,  nous  remarque^ 
ixms  que  par  les  équatàons  (5)  On  a  ',  _  \  -..= 

Donc  entre  deux  modules  consjêcutî&  c  et  <>/  et  leurs  complemens  b  et  b,y  on 
a  cette  équation  très  simple 

Si  l'on  considère  dans  cette  équation  e,  et  b,  comme  les  inconnues  ^  et  qu'oh 
fasse  |/C^/)  =  c*  +  bcx^  ce  qui  donne  ^{bbi)  =  ft*  —  icx,  on  aura 
tf/=.c(c  +  ftjr)',  J/5=  J(ft— -cr)',  et  Téquation  pour  déterminera?  sera 
c*(tf  1^-  bxY'^  b^(b  —  m:)*  s=  i  ,  ou 

Cette  équation  tombe  encore  dans  un  cas  de  facile  solution  ;  en  effet ,  sup  - 
posons  que  le  premier  membre  soit  le  produit  des  deux  facteurs 

X*  +  ar|/(€  —    l)  •+•  3€  +    I    —  2I, 

x*  —  aa:i/(«  —  i)  +  **  4-  '  +  2I; 
il  faudra  simplement  satisfaire  aux  deux  conditions   / 

■  P=:,4.«+«*.lv'(«-i)=^; 

d'où  l'on  déduit  «==  VGï??)*  ^  =K(^  +.  *  +  «O-  0*^  ^oî*  prendre  I 

toujours  positif;  mais  ^/(é— -ï),  dont  la  valeur  est  — 73-  i    devrsf  *^ttè  dtl 

même  signe  que  c*—  i*. 

Cela  posé  y  le  second  d^  deux^4acteùrs  de  notre  >équation  ne  donnant 
que  des  racines  imaginaires ,  on  tinnra  du  premier  deux  ri^nea.  replies  que 
nous  désignerons  par  x,  et  x.;  ce%  racines  S09I      .  .  , 

« 

*o=:  q=ï/(«  -  i)  -  »/[2|/(l  +,.  +  «•)-«-  a]r  ^     ^ 

en  observant  de  prendre  pour  V^C^"-* i)  le  signé  supérieur  si  on  a  c  > ^ , 
et  l'inférieur  si  on  a  c*<  4.  "  ~         =3.^  t. .  -- 
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La  rame  Xrj  Mbstituée  pour  la  ▼uleiir  de  x^  aervm  à  dëtermiMr  €y  et  é^  ; 
la  racine  x.  servira  de  même  à  déterminer  c.  et  è^.  En  effets  ii  ob  Ttttt 
dëdiiire  les  nodules  Co  et  &o  <l^ft  modciles  dooBées  «  et  ^ ,  lyn  aura  è  ré- 
soudre Féqnaiieu  v^(c£\)-f-t/(M«)casi,  laquelle  en  finsaiit  f/(Mo)sapc^44€jr, 
|/(&i«)  =  &^  —  ^coc,  conduit  à  la  même  4cpietîoii  en  4r,  que  ikhis  Tenons 
de  résoudre. 

Donc,  étant  donnés  les  modules  c  et  ^,  on  trouvera  les  àuivans  c,  et  b,y 
ainsi  que  les  précédens  c^^  b.  ^  par  lés  formules 

O  =  c{c  +  bx;)\    c,  c=  c(c  +  ix^%  \ 

b,  =  J(*  —  cx,)%    b.  B=  i(*  -  «:0*,  J  ^'^^ 

où  il  iaudra  substituer  les  vijeur^.i}^  ^^  eLx^  ^o^i^ées  par  les  équations  (i  6). 

I^es  mêmes  foramles  servirojil^.  à  déduire  ç^  de  cg^  c^  de  <:»^|  etc.  ^  elles 
serviront  également  à  déduire  c^  de  c^j  c^,*  de  c^^  etc.  Ainsi  on  prolongera 
à  volonté  la  série  des  modules  tan(  dana  l*Qrdre  .croissant  que  àans  l'ordre 
décroissant;  mais  nous  donnerons  bientôt' un  .moyen  plu^  £icile  d'afttwidre 
le  même  but. 

Il  est  bon  d'observer  €[ue  i^ft-squ'on  est  parvenu  à  un  module  c  très 
petit,  le  module  suivant  c^  qui  se  déduit  de  l'équation  V^(cc«)-Hv^(&&«)s;^ 
est  donné  d'une  manière  très  approchée  par  la  formule 

c.  =  ^c'{i+^à^^J£^e^+eic.),  (i8) 

0  « 

Ainsi,  dans  la  nouve^e  échelle^  o^  (passe-  d^ofi  brès^  petit  module  c  au 
module  beaucoup  plus  petit  r^c^yàe  sorte  que  le  décrôissement  est  beau- 
coup plus  rapide  que  dans  l'échelle  ordinaire  où  l'on  a  c^  =  ^  c*« 

L'approximation  Ters  l'astre  bmite  n'est  pas  moins  rapide  ;  car  si  le 
module  c  est  déjà  très  près  de  l'unité  y  son  co^nplément  b  sera  très  petit. 
Mais  le  cemplément  suivant  b,  étant  détermluié-  par  Féquation  \^{bb,)  -f- 
l/(cc,)  ;=?  I  >  semblable  à  celle  que  nous  veQons.  de  xéioudre  |  on  en  tiirerii 
de  même 

1 86.  Il  reste  à  cidcaler  là  vedeur  de  m  qui  r^ond  «u  nodule  doani  e  ; 
cette  valeur  devra  être  tirée  ai  Pécjoalion 

Soit 3^  pour  cet  effet,  J^=^y  (4^'^)i  <>"  ^^^  ^^  formule  ' 
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dmB  laqattlié  on  prendra  Ib  ôgae  mpérwur  potir  |/(i»-^)iie>i^  et 
rinffineiur  ai  c  <  &* 

La  même  formule  servira  à  calcaki  un  aotm  ttrme  quelMiu^  m^  tant 
de  lu  SQsIé  asceadiiBte  «i  ^  m#^  hi;^^  etc.,  que  de  la  suite  dcseendante  m , 
m»)  m^VIc^  il  suffira  ponr  cda  de  meUse cy^  aa  Uea  de  e» 

Mw  il  y  e  on  meycet  phis  snii|ile  de  cakuler  la  suite  des  valeurB  de 
m;  et  d'abord  pour  déduire  m,  de  m,  il  fiiut  observer  que  d'api»  les  éqo»- 
tîoM  F(c^^  fr)s»iiff(e,  ♦),  F(^„,  ^Jaa  »f,F(i?/,  fO>  on  «  «s  deux 
v«kora  de  c/^      - 

^'•= — 56S? — :»  ^^" ïs^;; — ^- 

Faisant  donc  mi=:3iy.  on  jiuta  à  résoudre  l'équatioD 

On  satisfisiit  i  cette  équation  en  Élisant  xcs-^  r^;  ainsi  ^  en  supprimant  le 

Acteur  inutile  ^4-^>  ob  ti'avm  ploft  i  résoudre  qQ#  Uéi)uiition  du  troi- 
sième degsé 

Or  cette  équation  y  traitée  par  les  formules  ordinaires  conduit  à  une  valeur 
très  simple  de  x  ou  de  fn, ,  laquelle  est 

Où  dédmf»  stntbhMctieBl  m^àem^^  m„^  dé  m^^y  ^c.^  ceqm  permettra  de 
owtinaer  iridéfiodfnratle  suite  otoissante  m /i»^  ^  m^  ^  eko^  y  ^l  k  Kmste 

est  tj« 
P^m  dédiiMi%d^  es»  réqwftiob  i  réataidiie  seM ^  e»  frisant  itoo^afear, 

(—o(.+S=("— ■)■(■+ i)-  • 

Or  eette  éqmetion  résulte  de  celle  que  nous,  venons  de  réso^dr^»  lo^squ'e|i 
dhange  k  la  îam  9 1» -^  -  ^  M^  9**  **^'^  i  «^  ^MairA^  datte  «Itf'lr  toltttloii 

ï»tée«eîite  *  .      "*         .  ■■.")•.•.:,,.  •..!  > 


.  •  i      ,  l 'i       \-       >\ 
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Cette  formule  servira  à  calculer  m^  par  le  tobyen  de  m ,  semUablement  m^^ 
par  le  moyen  de  m^,  et  ainsi  à  l'infini.  On  prolongera  donc  à  volonté  la 
suite  nèy  m^ ,  m^. ,  etc. ,  dont  la  limite  est  i . 

Supposons  qu'on  soit  parvenu  i  une,  valeur  de  m ,  très  peu  différente  de 
l'unité,  et  soit  cette  valeur  mssi  4*^^  ù  on  désigne  par  nie  le  terme  sui* 
vaut ,  on  aura  tt^*  =  i  -f-  in^  ^'  ;  ^^^  on  voit  combien, est  rapide  Fapproxi* 
mation  vers  la  limite  i. 

De  même,  à  l'autre  extrémité  de^  l'échelle,  si  on  est  parvenu  à  une  valeur 
très  approchée  delà  limite  3,  soit  cette  valeur  m=s3(i— a») ,  la  valeur  sui- 
vante ,  encore  beaucoup  plus  approchée  de  la  limite,  sera  m/=  3(i*— i^û»')* 
Donc  vers  les  deux  limites  de  l'ëchélle ,  on  a.  sensiblement  ' 

187.  Voyons  maintenant  qifèt  est  Fùsagé  des  fon&ules  précédentes  pour 
calculer  les  valeurs  approchées  des  fonctions  F  et  E. 
11  résulte  des  équations  (12}  qu'on  a  successivement 

Or,  quand  on  a  prolongé  la  suite  ^,  c^,  c^e,  etc.,  jusqu'à  un  terme  c^  assez 
petit  pour  être  n^ligé,  on  a  avec  une  exàctitude^  sufiisante  F(c^,  f>^)=f|^. 
Donc  alors  la  yaleur  de  la  fonction  F(c,  (p)  est 

•  ♦ 

F (c ,  <p) s=  m^m^ ....  TO^(pj».  (aa) 

Quant  à  l'amplitude  9^,  on  la  déduira  de  <p  par  la  résolution  des  équa- 
tions successives  :  .    '    —  /  ' 

tangi((p-HPo)=ï(»+'nOtai»g?#,  tsmgi{(f.+(p^)=i{i+mJ)Uing9c. y  etc.; 

ce  qui  n'exige ,  comme/on  voit,'  d'autres  données ,  outre  l'amplitude  (p  ,  que 
les  termes  de  la  suite  m^ ,  mo« ,  m^oo  y  etc.  Dans  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète, il  n'y  à  point  d'amplitudes  à  calculer;,  {MiiMifu'elles  sont  toutes  égales 
à  ^'TT;  on  aura  doço  simpleuient 

F*^  =  mjn^. . . .  m^.^trl  (a) 

Dans  ces  deux  cas ,  la  suite  tHo  ,'  mo, ,  etc.,  doit  être  prolongée  jusqu'à  un 
terfne  m^dont  la.difiSâtence  ayec  l'iimté  puisse  êtr#-négligéé/ 

Une  autre  valeur  de  la  fonction  F(c,9)  peut  être  obtenue  par  leciBJbul 
des  termes  croissans  m,  m/,  m...  etc.  On  a  en  effet 

F(c,  <p)=:lF(c„'<p,)i=--iliFC^„,  ç»J,  etc. 


7n     ^  *        mTfit 
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Sapposoos  que  la  suite  des  m  soit  continuée  jusqu'à  un  terme  m^  dont 
la  différence  avec  la  limite  3  soit  négligeable ,  alors  le  module  c^  sera  telle^ 
ment  près  de  l'unité,  que  le  quarré  de  son  complément  (^;<)',  qui  a  pour 
valeur  f  (3  — •  m^) ,  sera  aussi  une  quantité^ négligeable.  Mais  dans  le  cas  où 

b^  est  négligeable ,  on  a  F  fc ,  ^)  =  / -^  =  log  tang  (45®  *+-  î^) ,  pourvu 

que  ^  ne  soit  pas  trop  prés  de  90^  ;  donc  on  aura ,  à  cette  exception  près , 

et  la  valeur  de  ^^  devra  être  tirée  de  la  résolution  de  l'éqôation  tang7(9/  -f*  f  ) 
=  ~  (m  -4*  i  )  tang  (p  et  dés  autres  équations'  semblables* 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes,  on  aura  ^^;=7'7r  et  F(C|«,  9^) 

=  log  |;  =  iIogj-|^.  Donc 

r-  r-  ^ 

F'c== i .iiog5-ii_.  (25) 

•  •  •  •  •  »  •  • 

Ces  approximations  sont  encore  plus  rapides  que  celles  qu'on  obtient  par 
l'échelle  ordinaire  »  jet  elles  ont  l'avantage  de  n'employer  comme  élémens 
que  la  suite  des  valeurs  de  m. 

188.. Par  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  F'c^  on  obtient . l'équa* 
tion  suivante, 

13 

OÙ  M  désigne  le  produit  1  •  •  •  mooo^oo^c:^^,^,,*  •  •  «n^^  terminé  d'une  part 
au  terme  m^,  qui  entre  dans  le  premier  membre,  et.de  l'autre  part  à  un 
terme  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  .l'unité. 

Et  comme  on  peut  remplacer  m^  par  m,  en  supposant  que  m  désigne  le 
terme  de  la  série  qui  ne  diffère  de  3  que  d'une  quantHé,  négligeable^  on  aura 
plus  simplement 

'   '    ^"  '    log  5^;^^  =r: ^TOWomoo'Wooo*  •  i  ^  i   (26) 

équation  qui  peut  servir  à  calculer*  le  logaritlnne  d'un  nombre  quelconque 
.  au  ;moyea  du  nombre  coQQu  TT.  <,  .  j.  ../.'* 

Pour  cet;  effet,  prenons  m;de  iQ9uière^ qu'oa  ait  3 -7?.m c=q  i a^',  aélant 
un  nombre  entier  à  volonté ,  et  î  un  exposant  assez  grand  pour 'que  a""'  ap- 
partienne à  l'ordre  de  décimales  qu'on'  veut  nfégliger.  Si  d'après  la  valeur 
m  =  3  — ma""',  on  calcule  par  la  formule  (ai)  les  termes/de  latrie  dé- 
T.  I.  3o 


*°g  r=^;z = ^'*'  > 
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croissante  m, ,  m^ ,  etc. ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  qui  ne 
diffère  plus  sensiblement  de  Tunité^  on  aura  avec  une  exactitude  suffisante 

log  a  ss"^  (rnm^^^  •  •  •  •  0-  (27) 

i8g.  Les^focmules  pour  raj^proiiniation  ^es,faDcLion3 Kfie  deduicaient de 
réquation  (is),  appliquée  successivement  aux  diiFërens  termes  de  FëcheUe; 
mais  la  quantité  algébrique  U,  qui  change  d^une  équation  à  l'autre,  com- 
pKquera  les  résultats  quand  il  s'agira  ded  fonctions  incomplètes ,  et  à  cet 
égard,  les  formules  calculées  siu:  l'échelle  ordinaire  méritent  la  préférence. 
Le.m^e  inconvénient  n'a  pas  lieu  pour  la  fonction  complète  EU? ,  dont  la 
valeur  peut  être  trouvée  par  lesfonnules  (>i4)  appliquéesqpaçoesétvemeut  aux 
.BdtKlules  ^o>  ^eo, ;etG; 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  l'écheUe  des  modules  n^  •  .Coo,  ^ , 
c ,  c,y  0^^.  ..ly  formée  d'après  le  module  primitif  e j  mais  pour  conserver 
l'analogie  avec  l'échelle  jdejà  jcomnie^  .il  importe  de  considérer  aussi  la  suite 
des  modules  complémentaires  i»«  •  .«^oo)  'Ky  ^i  ^/^  ^„»  •  •  •o  formée  sembla- 
blement  d'après  le  module  primitif  é.  Les  propriétés  des  ^snctions  F  et 
E  ,  rapportées  soceessivement  «us  'modules  compris  des»  eetle  -seconde 
suite  y  seront  les  mêmes  que  les  propriétés  'observtées  dans  i'atltre  -suite  y 
mais  il  y  a  de  plus,  «ntre  le«  deux  suites  de  fonctions j^^quelipies  propriétés 
particulières  qui  méritent  d'être  remarquées. 

Et  d'abord  les  équations  nésérales,  pour  l'échelle  des  modules  bj  de- 
vant être  de  même  forme  que  celles  qtii  ont  lieu  pour  l'échelle  des  mo- 
dqles  c ,  -on  pourra  jupposer 

et  on  anra  ^énétdlementn :ss  —  ^  conformément  à  l'observation  d^  feite 

(art.  181).  Cette  même  relation -eiitre  )es  coefficîens  régulateurs ,  m  et  ft , 

aura  lieu  également  pour  deux  autres  termes  consécutifs.  K)n  tnouvera  on 

3  3  3 

effi^t,  par  les  formule^  de  l'art  186,  «^)s  — ^,  -0/i=. —  y  ^^c-  >  '•o  =  —  » 

3  •     .  * 

np^:^ — 9  etc.  De  sorte  qu'f^yant  déjà  calculé  paur.I'éobelle  4es  modales 


c  la  suite  des  termes  mooy  m^yrriy  m,y  77t^^,<«tc.  ,«f^n«n  'déduit  iMmiédiâte- 
unent  ks^^ennies  n^Sy  n^o ,  ^y'%9  9/i*  •  •  <pA  «ppartfenneat  «  Féèhelle  des 
modifies  *.  • 

Si  on  multiplie -ertftre  elfes -l€«  (feux  éqoatîbns  T(i&,'\(/)^=^  nF{b,y  ^/), 
'¥(&,  y  f ,)t:±5^m^l^c ,  ip)  I  on  tn  ^9ira 


CHAfirraB  xatxT.  035: 

on  aura  semblablement 


ainsi  de  suite.  tKoù  Ton  voit  que  le  &cteur  3  et  ses  puisscAices-  remplacent 
dans  la  nouvelle  échelle  le  facteur  2  et  ses  puissances  quî>oat  lieu  dans' 
l'autre  échdle  (art«  85). 

L'équation  que  nous  avdns  donnée  entre  les  fonctions  F  qui  se  râf^rtèht' 
aux.  deux  termes  £/&/ y  servii'a  également  à>  comparer  les  fonciiotifs*  qm- se- 
rapportent  à  denx  autres  termes  consécutif  de  la  même  échelle.  Les  fonc- 
tions E  se  compareront  de  la  même  manière  au  moyen  de  Féqùation  générale 

ou  la  quanttte  algébrique  ¥,=:=  ^ ^-^v,^,\^  jy;;:;.^),^^^  i  et. 

dans  le  cas  des  fonctions jcomfdètes ,  jon  ^ura  simplement 

.      E'^  =  ^  Ë'.5;-  ^»  -^  '^  ^^  ^  "^  F'& . 

Ainsi  dans  la  nouvelle  échelle  la  comparaison  dçs  fonctions  complètes,  tant 

pour  réchelTè  des  modules  c  que  pourcelTè  dé  leurs  complémens  by  p^ut  se 

faire  par  le  moyen  de  la  seule  suites •  •  moo%  ^oy  rn^  m^^  m^^....  calculée 

d'après  un  premier  tefitne  donné  m. 

190.  Nous  remarquerons  eilfîn  que  de  Féquation  (29)  et  des  équations 

semblables  prolongées  indéfiniment,  oqf  déduit  .pour  le  cas  des  fonctions 

complètes 

F'M  _  ^  F'c 

Donc  si  bp,.  est  de  l'ordre  des  quantités  négbgeablesv  auquel  cas  F'(c^)£± 
logr;  =  j  log  ^~y  et  P(5j.)  ^  {tt,  on  aura 


F*c   ^    '      I  1  la-  /»   V 


Cette  équation  appliquée  au  cas  de  ^=5,  dobnefa  T^exprëssiôn  de  ^  par 
un  l<^arithme,  savoir  ^  ;bc  --  log  -^^ — ^  oà  m^  dbit  être  un  ternie  ^loign& 

a  volonté  dans  la  suite  m,  m^,  m^^,  etc.,  calculée  d'après  le  module  primi- 

3o.. 
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tif  m^  qui  convient  à  c  =  sin  45*;  on  verra  dans  l'exemple  II  ci-après,  que 

ce  module  mr=v/(5  +  ai/3)  =  2Cosi5®j/3. 

De  même,  rëquation  précédente  appliquée  au  cas  de  c  =  sin  i5%  où  l'on 
a  m  =  v/3,  F*i=v/3FV,  donnera  pour  «tT  c^te  seconde  expression.... 

'îT  =  "^^  log  r^^l — .  Ces  formules  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons 

trouvées  dans  le  chap.  XX. 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  dans  quelques  exemples  comment,  à 
l'aide  de  la  nouvelle  échelle ,  on  peut  parvenir  directement  et  d'une  ma- 

nière  très  simple,  aux  résultats  contenus  dt^ns  les  trois  chapitres  précédens.  - 

•  •  •         ' 

.  Exemple  /.      .    ' 

191 .  Soit  m  =3=  v^3 ,  on  trouve  immédiatement  par  les  .équations  (5)  c  = 
en  1 5^  et  et  ou  C/=sin  76^,  ce  qui  est  déià  connu  par  la  table  de  l'art.  181.  Ré- 

ciproquement ,  étaqt  donné  le  module  ^=:sin  ï5%ou  c*=   ^      ,  on  trou- 

* 
vera  par  les  formulés  (17)  et  (i^),  o  =  sin75**et  /w=:v/3.  Cest  une  véri- 
fication qu'on  pourra  faire  sur  ces  formules ,  en  ol)servant  que  la  substitution 

des  valeurs  €^=:/a*,  cTs-;,  où  l'on  a  fiss  y^2  ,  donne  lieu  à  différentes 

réductions  telles  que  l/(i+/**-hA^^)=i  4-/*,  (A*-f- 0,V/(f^' — ,0=tï/3, 
après  lesquelles  le  radical  cubique  ^  disparaît  entièrement  du  calcul.   . 

Puisque  lé  module  c,  est  égal  dans  cet  exemple  au,  complément  du  mo^ 
dule  c,  on  aura^^  en  mettant  (  à  la  place  de<?A>  l'équation 

dans  laquelle  les  amplitudes  ^  et  Ci  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 
tang  i (^,  +  ^)  =  ï (/3 H- i)  tang  (p  =  Jv^a .tang  ^. 

V  On  peut  donc'^  par  cette  équation-,  exprimer  toute  fonction  F  dont  le  mo- 

dule est  &,  par  une  fonctipn  semblij^le  dont  le  module  est  c,'  et  récv- 
proquement. 

II  en  est  de  même  des  fopctions  E^  pour  lesquelles  on  a  l'équation 

On  a  ainsi  luie  démonstration  très  fuccincte  des  réraUats  obtenus  'pir  d^att- 
trçs  voies,  dans  le  chap.  XXVIIL  r 
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Exemple  II. 

192.  Soitcs=sin45*  =  v^ï;  si  oa  fait  pour  abréger  r  =,y/ (2  v^S  —  3) 
=  2  sin  i5^v^3^  on  déduira  des  formules  (17) 

d'où  Ton  Toit  que  les  modales  Ci  et  e^ ,  qui  suivent  et  précèdent  le  module 

primitif  c,  sont  complémens  l'un  de  Tautre^ilen  est  de  même  des  modules 

^«  6t  Coo  >  et  en  général  des  ioiodules  également  éloignés  du  terme  moyen  c. 

Dans  le  même  cas  on  aura,  par  la  formule  (19),  /w  =  i/(3  +  ^ l/3) 

=  2  cos  iS'^t/S  ;  et  de  cette  valeur  de  m  on  déduit  celle  de  /tIo  par  la  for- 

3 
mule  (21),  savoir,  i7io  =  — =v/(2|/3— 3). 

'  Gela  posé,  les  fonctions  F  rapportées  aux  modules  c^^  Cy  c^  ou  &09  seront 
liées  entre  elles  par  les  deux  équations 

F(i„(p,)  =  mF(c,(p),    F(c,^)=:/WoF(c.,(p,), 
auxquelles  correspondent  les  équations  des  amplitudes 
tangi  (î>;  +  <p)  =  i(m4- 1)  tang  <p ,     tang i  (ç+  <po)  =7  (!^o+ 1)  tang  (p^ 
Si  dans  l'expression  des  modules  c^  et  &« ,  on  met  au  lieu  de  r  la  valeur 

^«  ~    I  +  V/3   '    ''«—,  +  iTT* 

Nous  retrouvons  donc  dans  ces  valeurs  les  modules  désignés  par  c  etb  dans 
le  chapitre  XXDC  ,  et  les  proptiétés;des  $:>uctions  relatives  à  ces  modules 
peuvent  être  exposées  maintenant  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  di- 
recte, au  moyen  des  équations  précédentes  qui  ne  sont  susceptibles  d'aucune 
réduction  ultérieure. 

Ayant  obtenu  deux  équations  entre  les  fonctions  dont  les  piiodules  sont 
c.y  Cf  b^y  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  deux  de  ces  fonctions  à  vo- 
lonté. Ainsi,  par  exemple,  toute  fonction  F  (^09  9o)  dont  le  module  est  Cq 
se  réduira  à  la  fonction  F  (c,  ^)  dont  le  module  est  i;,  au  moyen  de  l'équa- 

tîon  F(co,  ^o)  =  —  F  (e,  ^),  et  en  déterminant  l'ampKtude  ç  par  l'équation 


f^    •»■ 
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De  même  on  poorra  réduire  Tune  à  raut]:e  les  deux  fonctions  F  (6« ,  f,)  et  - 
F  (c,  9),  au  moyen  des  équations  F  (6o> ^0=  'nF  (c, ^),  tang  l  (^/  +  ^) 
=  |.(/?i+i)tang^. 

Enfin,  s'il  était  question  de  réduire  rime  a  l'autre  les  deiix  fonctions 
F  (boj  9/),  F  (co,  9o)>  dont  les  modules  sont  oomplémeis  Vim  dé  Faiitte,  on 
aurait  pour  cet  efiet  l'/qu^tion. très  simple 

F(Jo,<P/)  =  3F(c„eO, 
et  la  relalioti  entre  Içs.  am^dinodes  (Pr^  (po  se  clédùirait  dès  deux  équations 

taôgf  ((p-H(Po)=?î  (/>io4-  0  tang^o 

La  possibilité  de  ces  réductions  a  été  démontrée  dans  le  chapitre  XXIX , 
mais  la  complication  des  formulés  n'avait  pas  permis  de  les  ejQ^tuer,  et  il 
ne  fallait  rien  moins  qu'une  théorie-fendée  ^tr4ès  propriétés  dé  là.  nouveDè 
écheUe  pour  fajre,  disparaître  les  difficultés  inhérentes  à  ce  genre  de  trans- 
formations. 

Au  reste  la  réduction  des  fonctions  E  se  fera  de  même  au  moyen  des 
formules 

E  (4.,  <pO  =  |e  (o,<p)-î^±4^:^F  (c,<f)H.U, 
E(c,^)=:l  E  (c,  ^),)~^"'-^  '^'.-"'^  F  (c^<).)  +  U., 

dans  laquelle  U  désigne  la  quantité  -algébrique*  •  •  •  • •  • .  • 

^■"^    *"* .  ,  I  w  y^^  "°^^^  , .       et  Uo  une,  fonction  semblable  de  ' 

ExempU  III^ 

■  193.  Revenons  à  la  valeur  primitive  c  =s  sin  iS''  qui  donne  v,  sss  sin  jS^ 
s=  bi  si  d'après  le  module  c  nous  cherchons  le  module  précédent  c^  et  ten  coin- 
'  ptément  &»,  b^  sera  en  même  temps  égal  au  module  c^/  qui  stdt  c^.  On  trou- 
vera Co  et  Jo  par  les  formules  (17)  en  faisant  c  s=  sin  i5%  ou  c*=.   "T^     ^ 

ce  qui  donne  6=  /it*  (  jia  étant  va  ) ,  \/(i  4i*  ^  +•  **)  ==  i  +  M* 

et  V^[3V/(i  +«  +  €•)  — 6^-3]  =jw  v/(a*%— i);  on  aura  donc  ^o*  •• 

=  —  ()tA  — ij  y/(;A»  — i);  et  parce  que  j5=a— v^3,  -  =s  a  +  /S  , 


Subslitaant  la  valeur  i/5  =  (^14.1)  v^(A(r'  —  i) ,  on  aura  plus  simplement 

Ces  y^leuFS -de  ^^«  .et  -i^  ^ft<^^i*dent  avec^les  Valeurs  des  modules  désignés 
par  k  et  i  dans  le  chapitre  !X!!XX.  Ainsi  nous. pouvons  présenter  de  la  ma- 
nière la  plus'simple^t  la  plus  directe  les  résultats  auxquels  nous  ne  sommes 
parvenu  que  par  une  voie  très  laborieuse  dans  ce  chapitre,  et  au  moyen 
des  propriétés  de  la  nouvelle  échelle  nous  pourrons  rendre  effectives  les 
eomparaisons  ou  r^uctions  dont  nous  avions  seulement  démontré  la  pos- 
sibUiié. 

Noos  coundissolis  quatre  termes  consécutifs  de  la  nouvelle  échelle,  sa- 
voir ^«^  Cy  h  y  &o;  fRtô  qattite  termes  donnerojat  lieu  aux  trois  équations  sui* 
^vantes  entre  les  fonctions  F,  et  à' trois  équations  correspondantes  entre  les 
amplitudes  : 

F(*o,  <Pj  =  w,F(4,  (P)y  tangK?,^  +  (?,)  =  f(m,  +  1)  tang  ^,, 
F(4,  ?,)  =  ni^Cy  <p)y  tangi(?,  +  ?)  =  î(/n  +  i)tang  ^, 
F(A,  (P)  =  wioF(co,  <po)>  tangi((p  rf-  <po)  =  i(mo  +  0  tang  4>o- 

On  observera  d'ailleurs  quelle  la  valeur»  W5=5^\/3  on -déduit  wi^sr.-^'  J^J^- 

3  3 1/3 

et  i7t«  ss  —  ss  7. . T  ^;>  Toiit'est donc  ccmnaulaiié  jpes^quations  qui  offrent 

les  moyens  de  coniparer  deux  à  deux  les  quatre  fobdtions. 

Si  on  veut  comparer  les  fonctions  F(^Qy,^o)^9  .^C^*»  .?/j)  à  la  fonction 
F(c ,  9)  y  on  aura  pour  cet  effet  les  équation^ 

Si  on  veut  coitaparer^éntce  dtte^  les  fonctioùs  F(co^  ^0)9  1^X^09  O  ^  ^^^^  ^^^ 
modules  f^mt  ooiqplémens  rup  de  r l'autre;^  ^on  mulèipliera  enkre  «lies  les 
trois  équations  précédentes  y  ce  qui  dooKieFa 

Quant  à  la  manière  de  déduire  ^,^  de  ^09  ou  ^o  ^  <Pip  on  he  peut  trouver 
rien  de  plus  simple  que  les  jkroîs  équations  des  ^aoipliAiides  0iiÇ  est  un  in* 
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termédiaire  qu*on  ne  pourrait  éliminer  sans  compliquer  beaucoup  Itt  rë-- 
sultats. 

On  comparera  semblablement  les  fonctions  E  qui  se  rapportent  k  nos 
quatre  modules  ^  au  moyen  des  trois  équations 

E(i,    ^,)  =  iE(c,   ^j  -  (i±41Lzi)F(c,  ^)  +  U, 

.      E(c ,  <p)  =  1e(c„  ^0  -  (î:^±il£ni2»>F(co,  ^o)  +  i., 


mo  2t7no 


'  où  l'on  connaît  les  valeurs  des  quantités  algébriques  U/,  U^  Uq. 

'  A  l'égard  des  fonctions  complètes ,  il  est  inutile  de  reproduire  ici  les 
valeurs  que  nous  en  avons  données  dans  le  cbap.  XXX. 

Nous  observerons  en  général  que  les  mêmes  formules  qui  établissent  la 
comparaison  des  fonctions  F  et  E,  dont  les  modules  sont  Co  et  b^y  tant 
entre  elles  qu'avec  les  fonctions  dont  le  module  est  Cy  s'appliqueraient 
également  aux  fonctions  dont  les  modules  sont  Coo  et  600  >  et  à  une^  infinité 
d'autres  comprises  dans  la  même  échelle* 

Exemple  IV. 

194.  Prenons  encore  pour  exemple,  le  modale  c  s^y/^x  —  i.  dont  noas 
avons  &it  connaître  les  propriétés  («rt.  87)  j  on  aura  pour  le  calcul  des  formules 

(17),  i^=2C,  «=  ^,  v/(«-.i)  =  i*,  ^/(n.«-f-6«)=-i-f-|/a;  donc 

et  par  ces  valeurs  on  obtient 

c,  =  c»(a  +t/3)«  =  i6c»8in*75S 

b,  =  A»[i  —  ic(iH-|/3)]'=i6*c»sm*37<'i, 

<?,  sr  c«(a  — 1/3)*  =  16c» Bîn*  i5*, 

J„  =  A»[i  —  ic(i  —  v/3)]»=  i6W8in*7'»i; 

on  ^ura  en  même  temps  J^ssac,  j/(i— /)=:c,  v^(i+J^+J^*)=2  — c, 
nis=st/6*-*c==:i4-8éc  i5*= ^Lï,m*— i=:3asini5*ân22*îC0S7**i, 

An  mo^en  dé  ces  valeurs  ^  on  aura  les  équations  .       .   ,  '  ' 
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F(<?«,  ^J  =3  m,¥(c,,  <p,),    tang  i(^„  +  (f)  sz  \(fn,-\-  t)  lang <p,. 

3     .  •  3  • 

De  même ,  si  on  &it  n  =s  ^ ,  /i^s=  --7,  on  aura  pour  les'modules  complé-* 
mentaires  ces  équ«tion9 .  .••••..:    ^     , 

F(*,  4).  ==  «F (*,,  4,) ,     tàïigi(4_4-4')  =  T(»'f0*ang4,, 
F(*„40  =  >»/F(4„,4J,    tàngi(4,  +  4,;)  =  i(i»/+  i)tang4„, 

les  sukes  des  unes  et  des  autres  pouvant  être  indéfiniment  prolongées. 

J'dtyservè  maintenant  que  par  la  propriété  particulière  du  module  c  on 
peut  réduire  entre  elles  les  fonctions  F(^y'4)^  ?t^>  ç);  on  a  pour  cet 
eWH  les-  équations 

F(c,^)  =  V/a.F(4,(p')  sîn  (2^' —  (p)  =  c  sin ^  1 

E(c,^)=^  V/a[E(A,^')+^F(A,^')]— csin^       tang  (ç  — ?';  =  £?  tang^'J 

On  pourra  donc  réduire  entre  elles  les  fonctions  F  (i,,  4/)»  ^  {pp  ^/)  ^^^t 
les  modules  sont  complémens  l'un  de  l'autre;  on  réduirait  de  même  les 
deux  fonctions  F  (c,^/^/j),  F  (i,^,  4/i)>  T^^  sbhf  dans  le  même  cas  et  une 
infinité  d'autres  semblables. , .  .    ^ 

Voici  les  formulés  à  employer  pour  la  réduction  des  premières  et  les 
équations  correspondantes  des  amplitudes .     ^    .  _  . . 

F  (c„^,)  =  »i  F  {e,<p),       tangi  (^^-f-ip)  =i  («+  i)  tang  ç>, 

F  (c,  ^)  =  j/3 .F(^,^0 j       tang  (^ — <P'  )'=  «  teng  <P', 
F(^4)=»F(*„4J,     langi(4  +  4,)  =  i(/»+i)tang4,. 

1 

Étant  donné,  par  exemple^  la  fonction  F(^^,  4/)>  ^^  déterminera  4  P^^ 
4,,  au  moyen  de  l'équation  tang  ï  C4+  4/)  =  •  C'?  H"  >)  ^ang  4/5  faisant 
ensuite  ^'  =  4  >  P^  déterminera  ^  par  l'équalioq  tang  (^  — -4)  =  c  tang  4  > 
enfin  9  étant  connu  on  déterminera  ^^  par  l'équation  ,taug^  (?/  +  ^)*  •  • 
£:s|^  (771-f-  0  tang  ^;  ensuite  on  déduira  du  produit  des  trois  équations  pré- 
cédentes 

ce  qui  donnera  l'expression  de  F  (J^,  4J  par.  le  moyen  drF  (c^,  ^J.  Pour 
avoir  en  particulier  une  équation  entre  les  fonctions  complètes ,  on  fera 
4,  =  -y  9r ,  ce  qui  donnera  4  =  i»  ^  =  ?^  9  =  "sr,^^  =  tf  ;  donc  on  aura 

F"  c,  = -I- F'A,  =  niF'c , 

et  on  connatt  la  valeur  de  c^  qui  donne  lieu  à  cette  équation. 
T- 1.  3i 
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195*  fîMtla^l^oniF^FaiBOii  à^  l^notioad  £<|tt  aura  «eadïUiUeawDt  hs 
trois  -^i^atiotiB 

•  •  • 


au  moyen  desquelles  on  peut  exprimer  le3  fonctfonji  £(d^,  f^^^  ^{Ç/n  ^Jp^r 
)e  moyen  des  fonctions  semblables  E  (c^^)^  F  .(^i^)^  ou  parle  luoyeck  des. 
fonctions  E  (b^'^}f  F  (^i4)'  On  peut  aussi  exprimer  la  onction  Ë  (^/y4v) 
par  les  fonctions  E  et  F  dont  le  module  est  c^  et  réciproquement  ^  ce  qoi 
est  un  nouvel  exemple  de  la  réduction  entre  des  fonctions  dont  les  modules 
sont  icomplémens  Vixa  de  l'autre. 

ï)ans  le'  cas  des  fonctions  comptètes  les  "formules  «6  sîmplififtnt  et  don- 
nent :  . 

% 
,     '  W»  .    21».  .  '  '  '^ 

'•3  '  •  '^        '         n 

Substit;uant  les  valeurs  a  se:  — ,  F'i^^  =:  v  ^^^^  1^  seconde  équation  devieht 

*■        m        ,    '        .        oiw  ' 

et  parce  que  les  valeurs  de  E'^^  £'3,  F'c^F'3>  peuvent,  être  exprimée»  j>m 
une  seule  de  ces  transcendantes ,  j>ar  exemple  jpar  F'^->.  on  exjuimera  de 
même  les  fonctions  E*^,  F*c^^  E'd),'F'3^. 

Pour  faciliter  la  vérification  numérique  des  deuxiquation^préoedentes^ 
on  peut  exprimef  les  coeflUciens  en  lignes  trigonométpqpes.^.de  cette  ma- 
nière : 

E'A  =  :i^'  E'i  H-  i .  Î5^  T'^ 

'  t^.  'IÏMm<ivols^rèl6ppe^(}âi»s  cerqut  précédé  les  pr&ptiétêâ  pfbîc^les 
qui  distinguent  la  nouvelle  écbellede  Vpikciànne.^  cependant  nous  devons  Sàire 
encore  remarquer  que  sr  lés  deux  échelte^*  sont  formées  d'après  un  même 
module  primitif  c ,  il  ne  pottrva  y  Mtnt  atténua  aiAre  iégme  botumm^  mtre 


les  deux  suites  c,  c\  (i'...^Cj  c^,  c^j  etc.,.  prdoagéès  dana  un  sent  o»  <kDs 
Tautre.  .  „  ,  ,    .  .  ,  _ 

Car  supposons  qu'on  eût ,  par  exemple  c^  ^=s  c^,  on  aurait  ëgalenftmt  le 
complémttife  hf^uttVf.  Mais  par  ka  propriétés  des  Ibnetions  complètes  on  a 

d'une  part  ^77*  s=  a*  jq^ ,  et  d'autre  part  =^  t=:  3'  jq-^  j  équations  qui  ne 

peuvent  s'accorder  entre  elles,  puisqu'on  n'a  pas  o?  =  3*,  ni  en  général 

Si  l'^sdité  eatre  -tfeuic  termes  des^eux  smtesne.  peut  avoir  lien  ^  il  n'en 
est  pas  de  même  de  l'égalité  entne  Je  Gcmp^m^i^t  d'im  m^utepri^  dapâ 
une  suite  et  un  terme  "pris  dans  l'uue  ou  dansJ'autre  suite.  Ainsi  on  pourra 
avoir  sans  sortir  de  Téchelle  nouvelle^  =  c^^  ce  qui  à  lieu  lorsque  c=sin  i5% 
puisque  alors  c^  s=  mrt  75*^==  5  5  on  pourra  avoir  semblablement  b  c=i  c^^^ 
mais  alors  on  aurait  i^^  =  c^  =  sin  45^ }  ^n  pourrait  aussi  avoir  b^c^^j 
mais  il  s'ensuivrait  b^  =  r^^,  et  par  conséquent  c^  c=  sin  i5*.  Tous  ces  cas  se 

réduisent  awvil»!*  ieuls  daskS  les<pi9l«  le  aa|)4xild^  pniDÎiiîf  est  ^m  1^^  ou 
sin  45*. 

Mais  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  cas  en  passant  d'une  échelle  à 
l'autre ,  et  il  en  résultera  tine  infinité  de  solutions  nouvelles  du  problème 
où  l'oa  ne  propose  de.  tnnureti!'  des  fimotioiis  doAt  les:  modules  mot  complet 
mens  l'un  de  l'autre,  et  qui  solent.jQéductible8JCiitoa^eUps:,4;«mite  ie  sont 
les  foncticma  qui  oaI  pour  modulea  sm  %&""  et  sin  75^. 

197.  Pour  en  dwiier  iw  âxieBipfe^  cWolumi»  la.  valeur  Ai  module  c  tel 
qo'oD  ait'^  7^UK^\  oà  fmxe  plus  de  cbir  ké  nous  faisozis  oujoi^.  L'éfuation  supposée . 

tlomie  i  =  -^—^  j  et  on  en  tire  8*  (î  •—  «*)  ^=  ^ctc ,  ou  i*ff*  z^  J^ac  j  sub- 
stituant les  valeurs  données  en  fowàofi^.de  m  f»ir  Içs  cq^ati^m  (5).,  on  iiw^ 
à  résoudre  l'équaÛQU 

(3-f  îwr— ?7^  »  8m(m^  +  27w  — 3). 

Soit  3  —  m*  =  3i7Mî,  on  aura  (i4-^)'î=4(^"~^)  ^^  a:r»  +  6ars=:3;  donc 
xss  — 3  +  2/3,  et?w  =  — ar+|/(^*  +  3)c=:(i+  i/3)<3— y6). 

Connaissant  le  r^ulateur  fit ,  «iden  dédi^r^  a  as  a,  =  ■  sin  i5^  et 

c.=  («I— - 1)  sin  i5®  j  ces  valeurs  peuvent  êt^  c;xprimé^  entièrement  en 
lijgnes  trigonométriques ,  et  par  cç  moyen  on  aura  immédiaten^Dt;  Iqurs  lo- 
garithmes comme  il  suit  : 

ms;z  16  sin  60""  sin  iS""  sin*  S?""  ?# ......  «  .0^1^354  ' i^S  8aa9^ 

Si.. 
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M  — >  I  a:  16  siu  i5"»  «in  7*  ~  8in-37'»  i,     .    . 

"*        :=:  16  sin  i5*  cos  7"  y  cos  37*  j, 

«  =  16  sin'  i5°  sin  7»  i  sin  87»  i,  S.gSoaS  7ii4o3  5i3o5 

c^=ssl6  sin»  i5"  cos 7»^  eos  37°  ^,  9-02584  76645  8 1985 

lie  module  c  étant  ainsi  déterminé,  on  aura  les  équations 

F  (<^n  <Pi)  =  '"F  («>  *)»     '  tang i  ((p^  +  (p)=i  (ot-H  i)  tang  ^ 

F  (*.  û».)  =  ï (»+c,)  F  («n  »)»    tang  («#  —  »') =c  tang  «'. 
De  là  résulte  en  faisant  ^:±a^^^  l'équation 

dans  laquelle  la  relation  entre  les  amplitudes  a/  et  Ç  doit  être'  tirée  des 
deux  équations  suivantes,  où  il  y  a  un  intermédiaire  û»  qui  pourrait  être 
éliminé  :  . 

tang I  (âi4-^)  ==  ï  ('»-+•  ï)  tang  ^ ,  tang  (a  —  «') s=  c  tang  «^  j 
sî  on  fait  a^'  :=z  j  ^  ^  on  aura  û»  =  ^ ,  ^  =  ^ ,  et  par  conséquent 

On  aurait  des  équations  semblables  pour  déterminer  E  (^,  »')  par  le  moyeti 
de  £  (cj  f  )  et  réciproquement. 

On  connaîtra  donc  les  {onctions  complètes  E*3 ,  F'^,  par  le  moyen  des 
fonctions  E'c,  F'c^  eiosuite  par  Féquation  des  fonctions  complémentaires^  on 
pourra  déterminer  E^o^par  F'c,  de  sorte  que  les  trois fanctions  E^Cy  E^b^Vb 
seront  exprimées  par  le  moyen  de  la  seule  trftnsceadai:^te  F'c.  Ces  résultats 
pourront  ensuite  être  étendus  à  toutes  les  fonctions  dont  les  modules  ap- 
partiennent à  l'une,  ou  à  Fautre  des  échelles  formées  d'après  le  module  c. 

198.  Supposons  pour  second  exemple  6  =  «t",  a  étant  mis  pour  c^,  on 
aura  c=:Ç'  '^  et  par  les  foijnules  de  l'arlicle  7.8. qui  ilonnent 

on  trnuy^ra    •  .  ;-      -       ;  .       .      • 

■::         ■■■:    -         .(  -   4^(^>  «' =  4  ^(^> 

/  ■  •  •  • 

eusuite  îa  condllipA  '«'*•+  ff'*=:  1 ,  donnera  une  équation  entre  a*,.^*,  c*,  &•, 
d'ahs  laquéllie  substitUàiit  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  de  m  tirées 
des  équations  (5)  >  on  aura  l'équation  nécessaire  pour  déterminer  m. 
'   La  solution  seraic  pénible  par  cette  voie;  il  est  plus  simplede  partir  d'une 
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valeur  supposée  de  c,  d'en  déduire  o'  ou  et;  ensuite  de  a  on  déduit  suc- 
cessivement cl'  =  -T-  ,  a*'  ==  -T—; ,  et  il  reste  à  voir  si  cette  valeur  a"  est 

^ale  à  6  complément  de  c.  Après  un  petit  nombre  de  ten^tives,  on  trouve 
(jue  la  valeur  de  a',  qui  doit  être  égale  k  b'  ^  approche  si  fort  de  cos  i5^, 
qu'il  y  a  lieii  de  croire  que  l'égalité  par&ite  a  lieu.  Supposant  donc  cette 
égalité,  on  aurait  a'=  sîn  75® ,  a  =  tang*  87^  1 ,  i'  =  cos  i5*,  c'  =  sin  i5*, 
c  :=  tang*  7^  ^.  Or  cesdeu^c  valeurs  de  ^  et  o^,  satisfont  à  l'équation.  • 

y/(ac)  +  l/(€*)  =  ï  •  Ainsi  les  modules  trouvés  c  =  tang*  7®  ^ , 

«=:  tang*  37^  l ,  sont  ceux  avec  lesquels  on  a  exactement  &  =  «'',  ou  c= C 
Il  reste  à  trouver  la  valeur  correspondante  du  régulateur  m  ;  or  comme 


on  a  en  général  -  =  — XT.»  ^^  qu'en  faisant  x5^  =  0,  on  aurait 

=  ^  ;  on  trouvera  aisément  . 

iii=(3-4-ai/^)  (3— 5 1/2)  =5  8 sin 6o*  cos*  i5*  tang* 32* |, 
log  m  =  o,o449-?  6804a  17553 , 

m  ==9  —  6|/2  +  6|/3— 4 v^6  =  1,10906  45^ooo  4i356. 

Il  est  inutile  au  reste  de  poursuivre  plus  loin  ce  calcul  qui  aurait  pour  ré- 
sultat d'exprimer  la  fonction  F  (i,  ^)  par  la  fonction  F  (c,  4).  La  possibilité 
de  la  réduction  n'est  pas  douteuse  puisque  le  module  e  fait  partie  de  l'é- 
chelle dont  le  module  c'  ^  sin  i5^  ;  car:  alors  le  module  b  fait  également 
partie  de  l'échelle  dont  le  module  est  b'  =  cos  i5^  ;  or  en  général  les  fonc* 
tions  F  et  E  dont  lemodule  est  c/*  peuvent  s'exprimer  par  de  semblables  fonc- 
tiQUS  dont  le  module  est  sin  1 5^;  pareillement  les  fonctions  F  et  £  dont  le 
module  est  bf*  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  semblables  dont  le  mo- 
dule est  sin  'jS^i  cela  résulte  uniquement  des  propriétés  de  l'ancienne  échelle  ; 
donc ,  puisque  par  le  chapitre  XXY III ,  les  fonctions  dont  le  module  est 
sin  i5^  peuvent  s'exprimer  par  celles  dont  le  module  est  sin  7$*^  il  s'en- 
suit que  les  fonctions  dont  le  module  est  ^  peuvent  s'exprimer  par  les  fonc- 
tions dont  le  module  est  h*  et  réciproquement.  On  aura  en  particulier* 

F'i  =55  2|/3  F'c^,  ce  qui  est  une  suite  de  l'équatiou  générale  ^^-z^x^^ 

puisque  dans  le  cas  de  c'  =  sin  i5*,  on  a  F'ô'=:  \/3  F'^/. 

199.  Appliquons  maintenant  les  formules  de  la  nouvelle  échelle  aux  fone- 

tions  de  la  troisième  espèce.  Soit  pour  cet  eflfet  IIss/ 7 — : — .  ,  .^, — r,  la 
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trwsfiDrmét  tu  ^  nra 


"=/3 


ea  &isant  D .=  (i  +  ^  sln'  ^Y 4-  ^  si^*  ^  (m  4-  ^  si»*  Ç)*. 

Le  polynôme  D  aura  toujours  uu  facteur  réel  i  *f*  ^  sin*  (p ,  de  sorte  ^pe 
nous  pourrons  supposer 

D  sc(i  4- /2:sm*  ^)  (i  4^/1' sin*  fl>  «4- f •^  siû^  ç), 

et  il  faudra  satbËiire  aiix  équations- 


Considérons  pour  plcsF  de  simpEcité  ttt  et  ti  eomme  les  deux  élémons  dM^ 
nés,  nous  en  déduirons  les  valeurs  des  autres  éLémeos  coaune.il. suit  :  . 

ensuite  la  fraction  sou»  le  signe. .éUoi  aiiiat  <i^compQaé8  ^  . 

D  i-i^ntun^f  ,  '    I  +i>  »in*  f •+  tf*  "»*  ♦ 

nous  aurons  en  uit^;rant  la  formule 

n  (r,«,#)  as  A  lî  (/»,c,«p)  -f  t , 

« 

P  désignant  Fiutégrale/jg^  .  r+/ri^-^+ysmi»-  ^^^»^  ^^^''  *^»^ 
Haut  quelle  est,  suivant  les  différens  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  P. 

200.  Puisque  dans  les  fonctions  de  la  troisième  espèce  un  paramètre  positif 
cot*6  peut  être  remplacé  par  un  paramètre  négatif  dé  la  forme—*  i  *f-£*sin*  8, 
nous  pourrons  nous  borner  à  considérer  les  valeurs  négatives  de  n^  savoir^ 
les  valeurs  plus  petites  que  c*  représentées  par  —  c'  sin*  9,  et  les  valeurs 
plus  grandes  représentées  par  —  i  -|-4*  sin*  0. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  soit  /s  =— -  o^  sin*  9,  on  aura  en 

,  même  temps  y  =s  ^m.  «*  'sisi*  A  ^  de  tdrte  que  les  deux  panmetres  n  «t  9  se* 

ront  de  la  même  espèce  à  laquelle  nous  a  vous,  donné  le  nom  de  Jogarithmi" 

que.  En  effet,  par  la.  siobstitutioa  des  deujc  valeurs  de.  A  et  de  x^  on  trouve 


sm  Aacs  '  '      '  r  ^  'j*"'»  a * 

I  4*  itsin'l       ' 
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de  sorte  qae  l'équation  entre  les  angles  X  et  0^  cBtfWtnWafcte  A  feqQation 
entre  les  amplitudes  û»  et  ^,  et  peut- être  mise  sous  la  forme  plus  simple 

En  vertu  de  cette  propriété  l'angle  A  augmente  avec  l'angle  8  par  degrës 
insensibles ,  et  ils  parviennent  simultanément  à  la  même  valeur  7  tt.  Donc 
toute  valeur  4u  pan»nràtre.ii>caB  «— c"*  sin^  6  «épondnt  à  une  valeur  sembla- 
ble du  paramètre  f  =  —  aè*  sin*  A  et  réciproquement. 

Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  l'intégrale  P ,  il  taut  connaître 
les  facteurs  du  dénaiimratear .  i  -^p^n^  f  -^^^'^ûi^^?  ^  ^^  désignant  ces 
fecteurs  par  i  -]-  n'  sm^ifi  et  r  4**  o'sin*  %  on  aura  par  le#  fomulm  préoé*- 
dentes  et  en  substituant  au  besoin  les  valeurs  connues  de  hy  k  ^  à^^  a*  en 
fonctions  de  m ,  ces  deux  équations 

« 

La  conséquence  générale  qui  résulte  de  ces  équations  est  que  les  para- 
métres n^  ^  n^  B&tùtït  imiiginaircfs  toutes  les  ihis  que  le  paramétre  n  sera  de 
la  forme  —  c^  sin*  ft;  alors  le  paramètre  v  sera  de  latnéttie  forme"  ePwn^A  y 
GMmie  nous  l^voes  ^éjA  prowé.  Il  n'y  a  «l^xMplion  que  lorsque  n  os — ^, 
et  jrasi*«-Hi^i,-alOT»  ks  daix  paramàtres  n\  >t'  sont  égaux  et  réels,  mais  les 
formules  oakttlées  jiour  ce  i^aa  particulier  ne  conduis^at  qu'ajoK  réfiuUab^ 
déjà  connus  pat  les  formules  (7)  et  (9). 

Dans  le  cas  général  Péquation  1t  (v^eb,  et)  =s  An  (n,  c,  ^)  4-P,  ne  donne 
l'équivalent  de  la  fonction  II  (y^  a^ûi)  que  par  une  expression  beaucoup  plus 
composée  dans  laquelle  U  feudrait  «ubalilHer  la  ^valeur  de  P  donnée  par  la 
formule  de  l'article  isti*  Alors  la  fonction  17  (p,  a,  oà)  serait  exprimée  par 
deux  fonctions  sembkdiles  H  ( '— K5*.sin* Ô,  c,  ip  J,  F!  (  —  c*  sin'fc,  c,  ^),  ou 
pour  l'une  des  dfoix  seulement  9  si  elles  éUi^nt  réductibles  entre  elles* 

aàx.  On  peut  .aussi  par  un  .prnoédié  iuyecse  diétecminer  i'iub^r^l^  P(9tÊn*^ 
posée  de  deux  fonctions  dont  les  paramètres  sont  imaginsâii^|.par.i'f^prassii>n 

P  =  n  (v^ct, a>),  ^^AUi^fi^jc^ |p)^ .i:ojDqposée  de dw%  fimotiops  dont  îe^jpwft- 

mètres  sont  réels  ^  ce  qui  fournira  une  nouvelle  ^lution  du  problème  résolu 
parla  formule  du  n®  121.    "       '  » 

Pour  parvenir  à  cette  nouvelle  solution  il  faudrait  détemiliief  tes;  éetix 
^t^**^iTft  iii  iQl)it  »pfir :k  jooyen  du  xlénon&Mtfw  1  dosaé  i  ^'p  ^^  p  *f* 
^  sin^  ^  que  nous  représenterons  par  i  ^h;  2r  cos  y  sin*  ç^t^mi^^.  .On  nsa 
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donc  à  résoudre  les  équations 

ar  cos  7^ s=s  aA  — 71 +— TT" . 

Soit  pour  cet  effet  m::^  i  ^2Xy  on  aura  A  =  :c*,  A:  =  ajc  +  JC*,  .... 
n  =  -r^— ; — ï — 7^ ,  et  1  équation  en  x  sera 

0  =  0:* +  2  (i— •r)a?^— iar(a+cos)^)  «•  — arx(i— r)  +  r*. 
SoitJf*  —  rsss^C/,  on  aura ^'^  2  (i  —  r)"^  — ar(i+cos>')  =0;  donc 

ysss^r — I  ±  v/(^+~arcos  j^4-i)j 

Connaissant  la  râleur  de  x  qui  doit  jâtre  positive  et  plus  petite  que  l'unité, 
on  connaîtra  m  =  a«  +  i ,  et  ^isuite  »  ==  —  — ^^^r — -^^ 

2r  —  y 

A  l'ëgard  des  coefficiens  B  et  C  qui  entrent  dans  l'intégrale  P ,  pn  les  con- 
naîtra ainsi  que  A  par  les  équations  A  =    ^J^     ~      1  ,>>Bg=^*^Ay 

C  -H/»B  =  2mk  —  aA/'  cos  y. 

aoa»  Examinons  maintenant  le  cas  oùl'ona  nsss— -i«f-  6*  sin*  d^alcm  on  peut 
prouver  que  r  doit  être  aussi  dé  cette  forme ,  et  qu'on  aura  y  ss -r- 1  -|*^*  sin*  ^. 

En  effet  substituant  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  y  =  ^  ^  ■    -^-- ,  et  ré- 

duisant  les  quantités  A,  A:,  6*,  C*,  en  fonctions  de  m,  on  trouvera  les  deux 
formules 

1  —  i(3  —  m)  (iit+  i)8În»e  > 
cos  A  —  ^  _^  (3— m)  (j»+  i)Bin*r 

ou  plus  simplement  encore  la  formule  tang  ^  (X  —  6)  =  ^  (m  -—  i)  tang  0 , 
au  moyen  de  laquelle  il  sera  facile  de  déterminer  l'angle  A  par  le  moyen  de 
&,  et  réciproquement. 

Soient  >^  et  o^  les  plus  petitis  des  angles  qui  satisfont  aux  équations.  •  • . 

sin  y  =  — -r— ,  sin  J^sss     *\?  ,  ou  cos ^^  x  — «in  >,  on  déduira  des for- 

mules  précédentes  :       .    ' 

.  i^.  Que  depuis  9  s=  o  jusqu'à  0  =  >>  l'angle  A  augmente  depuis  A  ss  6 
jusqu'à  A  :5s  i. 'TT  j  ...... 
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2^.  Que  depuis  8  s=  7  jusqu'à  6  sscT  9  l'angle  X  augmente  depuis  X=  7  ^ 
jusqu'à  A  =  7r;  .         .  .i 

3^.  Enfip ,  que  .depuis  9^J^  jusqu'à  6  =s  ~  ^^  l'angle  A  çqgmente  .encore 
depuis  A  =s  TT  )usqu'^  A  =5 1  ^.  .      v  .     » 

Il  y  a  donc  trois  valeurs  du.  paramètre  ;»  s=  -»  i  -f-  ^*  sin*  8  qui  donnent 
la  même  valeur  du  paramétre  r  ss:-~  i  +^*  sin*  A,  e(  çn^^oit-que  les  va- 
leurs de  8  seront  toujours  comprises ,  la  première  entre  zéro  et^y  ,  la  se- 
conde entre  y  et  cT,  la  troisième  entre  «T  et  ^  'tt. 

Dans  tous  ces  cas  la  valeur  de  A  se  déduit  facilement  de  celle  de  8,  non* 
seulement  par  l'éqûatîon  tang  ^  (A  -^  8)  =  y  (wi  —  i)  lahg  8 ,  mais  encore 
par  l'une  ou  l'autre  des  ^éc^atidns 

tang7A  =  tang^8cot  — ^  cot* — ; 

ce  qu'on  peut  vérifier  en  mettant  successivement  au  lieu  de  m  les  valeurs 
a  1  4*  ces/ 

U  est  visible  maintenant  que  si  on  désigne  par  8,  8',  8^',  les  trois  valeurs 
de  6  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  A,  et  qu'avec  ces  valeurs  oh  forme 
les  trois  paramètres  /i  =  —  i  +  J*  sin'  8  ,  /i'  =  —  i  -f-  ô*  sin*  8'^  •  •  •  •  « 
n'=:—  I  +  ^  sii^*  ^9  le  dénominateur  D  de  la  formule  à  intégrer  (art.  199) 
sera  le  produit  des  tfois  facteurs  (i  +1»  sin*^)  (i  +/»'  sin*  çi)  (i  +/i''  sin*^); 
car  en. prenant  pour  n  l'une  des  trois  valeurs  n^  n%  n'y  il  en  résultera  tou- 
jours la  même  valeur  de  A , .  et  par  conséquent  la  même  valeur  du  para- 
mètre V. 

Cela  posé  la  fonction  II  (y,  «,  »)  rapportée  au  module  et,  pourra  s'expri- 
mer par  trois  fonctions  semblables  rapportées  au  module  e,  au  moyen  de  la 
formule  générale     - 

n  (r,  «,  «»)  s=  An  (n,  c,  ^) + A'n  (»',  <?,  <p)  ■+;  A'n  (»",  c,  ^), 

dans  laquelle  les  coefficiens  sont  aiaû  déterminât  :  — 

k 

ao5.  La  formule  précédente  ne  peut  guère  avoir  d'autre  usage  que  celui  de 
transformer  une  fonction  donnée  n(y,  a^  a»),  dont  le  paramètre  9  est  de 
la  forme  — i-f*^*sii^*A,  en  trois  autres  dont  le  paramètre  est  de  forme 
T.  L  32 


iSù  FONGHONS  EtXtPTlQUES, 

àl?m]^lfley  ^t 'q^  mn,  pour  Module >€«ftittâ«ifl  ^r  lé*  «wim  «fe  btiMn^eUe 
échelle  immédiatement  infériem*  au  module  donné  cl. 

Ptmrttot'ëfl^y  il  ftÉodra  pfédrislMsMt  ^éâuire  4ilii*ttodttle  «'les  Valeurs 
de  c  et  de  m,  ce  qui  se  fera  par  les  formules  (T>7^  €tr(i^)v^'itiilftiite'déA»re 
de  l'angle 'ddbtié  A^\lefr-tr(H»-aBgks  0^  0^,  â'^^pàr;ia;9ÉMliitton)deraq 
iaBg7(A-«-4)ssi(jn~i)tiiàgid,rea.dMerMaft.4|^  Ms  fMigl«i  damml 
être  xenferméattntrc*  desîKmitflB^ fdétteriaÎBiéei  ^par  let»  iwnjlrs;  y;  gfe  îT* 

La  transformation  dont  il'  s'agit  pomra  lâbre  «nployée ^ tHROBie  )niojien 
d'i^rAximation^  si  le  modale  c  déduit  de  et  je$t  .assez  .petit  .pour  iju'on 
puisse  Q^^igeriles  termes  de  Vocdre  c^,  ou  au  moins  ceux  de  l'ordre  c^. 
Car  si  on  peut  n^liger  les  termes  de  i^onba  ^^,on  AonitMntplaiaent 

n(»,  Cy  9)'==^Jj^:^^  .tang4;=«sinfltang<pj  et 
si  on  ne  peut  négliger  quelles 'termes  de  l'ordre   c^,  on  aura 

n=/  ^^  7"*  .  1^  ■    ^^rTr2  +  r^i<P'**'r^1'  ™^w  on  voit  que  ces 

moyens ^^approxinuddoii  sont JxKSiés^  et  quetsioniprooâdait  à mesaounde 
transformation  y  la  fonction  proposée  serait  tiiÉBilbrmée  en  neuf  autres^  ce 
qui  entraînerait  une  trop  grande  complication. 

3o4*  Si  DU  exBttiinb  les  di£fêretftes  fetmider  par  lesquelles  fanglé  A  peut 
^re  dédiât  de  &,  on  ne  tnfflikqaerà  pas' de  remarquer  qu'il  existe  mie  grande 
analogie  éiïtre  ces  formuleset  oeHes  qui ,  dans  là  nouvelle  échelle^  donnent 
la  relation  entre  les  amplitudes  ey  et  f,  analogie  qnt  sembterlut  Tùdiquer 
une  troiâéme  éd&èlle  Afl^rèùtèr  des  deux:  autres. 

En  éflfet,  si'on  conkidèi^  A  comme  fpoctîoii  de  la  vamUe  ^8  onaora  pr 
la  différentratio'n  : 

femtiAe  tjui  étant  ^iitégtée  dmmerait  îmmédkrtearent  l^târtfen 
tang|(X— fl)  ==  i  (/»— I  )  tang  ô. 

Ensxdte fFéqttatk>n  r^s ^^^5^,^aîis laquelle tm-stS^âtuerales valeurs 

/i=3— i+^sin'ô,  ir=±—'i-4*'€*'8iû*X,  donne 

8Ïi?T* 


I  >      >    > 


i 


CHAPITRF.  XXXt  aSx 

G>mparons  maiotenant  cette  équation  avec  celle  qui  résulte  de  la  seconde 
écbdle)  aeoa  aMWi»  Mi  y  joignant  laa  «piatino»  dm  amplilndiWij  .  . 

F(C,  X)s=i«F(i,  fl),    tangi(A--fl)=K'»— Ot«°gfl* 
F(i,  «)  =  iî(C,.<p),    t,i^f(^m^<ft)^l±Jltang^, 

*  Soit  0=â#;  on  aura  l'équation  F(f)  X)=s3F(€,  f),   dans  laquelle 

le$  am|Ui>ud^>^ce^  ac.QRtexai^.eUe$J<r,x<^i^^  qw,dQiweraiçAt;p;uc  1 
mination  de  a»  lea  deux  équation^ . .  .    ' 

tangK^  — û')  =  T("»--Ota"'S®>    tM»g  i  (»  +  *)  = -~  *«"g*' 


DeU.oftXQit  9i.e  Téqaatioà  FC^^^  A)s;imF(£,  ^^i^n-'^est  qtt'opç.comb)pai«on 
de  féipa»âom¥( ^ «r>ea^ F( ^^f  >  «IraoéaipaD  k  «WMiaUt  «^ImAHi Me<% 

réquati(Hi  dé  la  trip]icati(Âi  4(ks  IbÀl^onï  F  d0ilt  h  module  tsIt^Sl  W'iff 
a  doue  dans  cq  résultat  rien  qui  é^Iisse  une  troisième  échelfo  de  modules^ 
mais  on  peut  en  déduire  une  conséquence  très  ramarquâHe  pour  lis  tirisec^ 
tion  de  la  Sanction  F. 

ap5.J!rau$  a^rQuavu  (art. aS) que  cette triseefian^'eonridMr^Jm'gétiénl^ 
dépend  d'une  équation  dancttvîhttiAyé$>la»fori»iik$y^ 
neat^done  la  fittiiîbé  -4e  rqduîrei  o0l|tQ  éqwdiop  i  d«L  meamsm^ld^SféJiiàmx 
du  troisième.  ' 

En  eâet,  pour  satisfiÔK  à  l'équation  F(^,  X)ms3F(é,  ^).où  l'on  con- 
naît le  module  ^  ai  l'arupKtlf4&,  3y ,  ifi&uli^^abça^^d^xtllij^  lie  régulateur 
m  par  le  module  donné.  Ç  ou  par  9QQ  complément  »,  ce  qui  se  fqra  par  la 
formule  de  l'art.  i86,  ensuite  on  délemuo^ra  û»  «par  l'é(^ation..  .•••• 
tang7(X«^e»)=:|(m-^^i)  tang^o,  c'esC-à-dir6|.  en*  fiiisant  tang^wsBBBa:, 

par  l'équation 

?7Wî— a:*  S5  (  I— nu:*)  taug  7  X. 

Connaissant  m  on  déterminera  «,fiaç ^'éqwtm jUmg.îC«RH^>nT -^  ^9^f^ 

qui  se  réduit  pareillement  au  troisièsiA  degré. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équatiop  4v>i)€V)^Âème  degré  est  réduite  à  celle 
de  deux  équations  du  troisième^  ce  qu'il  aurait  été  ,pwt7étrç  difficile  de 
découvrir  par  une  autre  voie.  '"  ^'        '   ' 

La  trisection  de  la  fnn^^tîhn  iriwipt&tA/  a^  »^i/|min|^  nssea  aisément  par  ces 
mêmes  formules  en  faisant  X=7r;  ce  qui  donne  oot^o^si//»,  mais  elle 
se  résout  encore  plus  aisénient  par  les  Ibnnulés^  (Sreeleb'  da  ïfi^  d4« 

3a.  • 
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•    .    .         .    , 

De  quelques  formules  générales  qui  peuvent  se  ramener  aua: 

fonctions  elliptiques. 

206.  MJL  A  nature  des  fonctions  elliptiques  étant  connue  et  approfondie , 
il  importe  de  ramener  à  ces  transcendantes  le  plus  grand-nonibre.<de.  for- 
mules intégrales  qu'il  sera  possiUe*  Comme  la  multitude  en  est  infinie  et 
aussi  variée  que  les  substitutions  qu'on  peut  mettre  en  usage,  nous  nous 
contenterons  d'indiquer  quelques-uns  des  cas  principaux  où  cette  réduc- 
tion a  lieu. 

I.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiquesl'intégrale/^^^^^^^  Cnj^\* 
dans  laquelle  P  est  une  fonction  rationnelle  de  x.' 
'  Car  si  on  fait  a:* â=»,  on  pourra  supposer  PosMfiHI^V^^y^  et  IM  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  s |  et  Pintégrale  proposée  deviendra 

dont  les  deux  parties  sont  comprises  dans  les  fonctions  elliptiques. 
•  •  •                         ^      '  p^ 
IL  Toute  formule  / -7 = ■  .  ■    kt  dans  laqudUe  P  ept  unt  fonction 

rationnelle  de  x^  peut  se  ramener  aux  fonctions  èlBptiques.' 

Car  on  peut  toujours  faire  PsM-f-ITxy  M  et  N  étant  des  fonctions 
rationnelles  paires  4e  4F.  CohâdéTolSs  Jb  fiartie 

Si  on  fait  j/(«-f-baf*+>'a:*)s=2,  ce  qui  donne 

il  est  clair  que  par  la  substitution  de  la  valeur  de  af^  Hxdx  ne  contiendra 
d'autre  radical  que  l/(Ç*-^  4*>  ^47^^)}  ^^^^  to^te  la  difficulté  se  réduit 


li 


'  <•  \ 
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1 

à  intégrer  une  quantité  de  la  forme 

dans  laquelle  Q  est  nne  fonction  rationnelle  de  zK 

Quant  k  la  partie  -x ,  sionMt  yXci'^€x^+yx^)ssxr^ 

!/(«  +  €*'+ y**) 
on  aura 

lyoïH  l'on  voit  que  la  transformée  en/  contiendia  une  partie  rationnelle 
et  une  de  la  finrcàe 

■       «^lu^  jm  »  ir.î.   *T       I    ■  I    II     ^ 

R  étant  une  fonctioixxatipçneUa  de^^  donc  la  formule  proposée  est  tou- 
jours réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

III.  On  résoudrait  absolument  de  k  même  manière  }a  formule .... 
fPdx  y  {et  +  &• + yx*)t  B,  «t^,  une,fcacti«B  tationiieUe  de  x. 

Ces  deux<:as  èomfnimmif  k'-fiitfMle^'/^  et 

aussi  la  formule  fQdjr{€t+Sjr  +  yf^f^^,  Q  étant  une  fonction  ration- 
nelle  dej^j  car  en  MsantX==^J^r«ette.4ernièrè  devient  un  cas  particu- 
lier des  deux  autres.  *  , 

IV.  On  peut  ré^duïre  aux  ibnetions  elliptiques  la  formule 

/P<ir(«+^x-f>^«»-f-^)^î;B  étant  une  fonction  rationnelle  de  x. 
Cette  réduction  peut  se  &ire  dé  j[>rusîeurs  manières}  et  d^ibord  si  on 
lait  l'une  ou  l'autre  des  suppositions         *         '  « 

i^(«t  +  ffjc  4- >«•  4- «ft*»)1afe     ^ei^s^ 

la  transformée  en  z  sera  comprise  dans  les  fonctions  elliptiques.  On  peut 
aussi  faire  disparaître  à  volonté  le  coefficient  «t  ou^e  coelBcient  J^  sous  le 


radical;  il  feut  faire  pour  eeIa-^^#7i^jr^*ou^.a 

povr  iw  upe  racine  réelle  de  l'équation  a+€mThjrm*+/ni^  =  o.  Supposons 
qu'on  ait  foit  disparaître  de  cette  manière  /^  aloirs  on  fiqra  a+Cx+yx''z=:z^ 


\ 
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ce  qui  donne 

»y  » 

et  en  substituant  cette  valeur  dam  iafonaulepropm^n  tpute.ladifficiditése 

réduira  à  int^go^ouie  diffiéreotielle  de  la  forme  ^f^_  ^  ■  jTIR  ^Q  ét^t 
une  fonction  rationnelle  de  z. 
y.  On  peut  réduire  aux.  fonclioB&  elliptiques  la  formule 

V/(,+C^  +  7*'+/^+>^  +  C«^ +«.>«)'  ^  ^'»^'  ^"«  ^°°*''^^°  rationneUe 
de  X. 
Car  si  on  &it  x*-f*  >  ^=^^^9  ^^Ke  formule  deviendra  d'abord 

\ 

ensuite  comme  onaxsss^isdbj  ^(s* — 4}  j  ^^^^  valeur  étant  substituée 
dam  P,  le  réit^t  sera  de  la  forme  MdlrNV(2f ^^4)9  ^  ^'^  ^^^"^ 
des  fonctions  rationnelles  de  z.  Déplus  on  ti 

Jc  +  1  =;  a:»  v/(z  +  2), 

Donc  toutes  les  substitutions  étant  faites,  la  formule  proposée  sera  composée 

i/TOf'  4J^^  '  ^  étant  une  fonction  ratioir- 
nelle  de  ;s^  et  Q  désignantle  polyucp^  a(^— •3?)H-C(z^ — ^H-^»-!^? 

i/rofg~   iT^^^  ft^Rt  ansn  nw  fonelîoli  rar: 

tionnelle  de  z.  Dona.la  vtransfonoéo.  ea  SvMoiJiitégKaUex  par  les  fonctions 
elliptiques. 

VI.  On  pourra  donc  intégrer  de  même  la  fonnulejf^^gj^.^^ 

P  étant  une  fonction  rationnelle  dej^. 

Car  si  on  fint  PseM-f^F^,  M  et  Notant  des  fonctions  paires  dej^, 

et  qu*on  appelle  R  le  radical ,  la  partie  -^  rentrera  dans  le  cag  précédent  y 
ep  faij^nt,«(3?Q  etji^  =  x/Uautrepartie -^    se  réduit  pareilleinent  à 


une  fonction  elliptique  en  disant  j^  =:  or. 


r         •       I 


jBRi^nBE'-CSXII.  aSS 

yil."  On  peut  ramener  aux  fonctions  elliptiques  la  fornmie  /    ..   ,  ^     — ;r , 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^  poorvu  que  ^ety  soient  de  même 
signe. 

Car,  en  feisant  >5s:  «m'^-etTrarrr^,  cette  -formule  ^se  bouvet  a  -eomprbe 
dans  le  H)as  précédât» 

VIll.  Soit  pooposé la  fonnule  Z  ==/77f ^ ^mm* 0 j ' Q ^'^"^' ^^®  fonction 

rationnelle  paire  de  sin  (p^etm  étant  plus  grand  que  Ponilé. 
JE^nlr  vraHiener  .cet^ .  fennile.  aux  .f(»^  eUJiptiques,  soit  ^'^bord 

m^=:-T-^— >  on  voit  que  a  doit  être  la  plus  grande  valeur  de  (p.  Soit  donc 


Q  deviendra  par  la  substitution^  une  fonction  rationnelle  paire  deâin^^, 
de  sorte  que  la  fonnule  proposée  sera  ramenée  aux  fonctions  elliptiques. 


SaanviB 


ijnelconque^  il  sHffiraift  poor  ramei^er  cette  quantité 


X.  Soit  proposé  la  formule  ^— /|/(/+^cS?4^Aâîny)>  ^"^^ laquelle/, 
^^  À  «oAt  ^descocmstant^v  et  Q  une  fonction  rationnelle  de  isin  4)  et  cos  ^. 

Qri  :$sca.  d'^boixl  ip  s9»4  4* '^f  '  ^  ^^  P^'^^'l'^^^ 
que  tang  m  =  -,  alors  la  tjuantité  jH-g^ cos  ^«f-^sici^'âenelidrft'de  la 


forme  /'dz^^jàn'  4 >  «t  oa  3>wa  Qi^=  (H  ^-H^  4  cos  4)<^>  -M  «<=  I^ 
étant  des  fonctions  paires  de  sin  4.  La  partie  rTTT^Tj^jÂ  P®"'  ^'^  ****' 
4kie.  jratiionneUe  en.&isant,  /'  à^^'  «in*  4  =s  «%  ^sft  U.  ne.  jiesjtera  à.  inté- 
grer qtiela^cBfiërenâelteTTrTri—^rWTv/'^  il«tiëvidqfcl  ifi»>«qtt«  inté- 
grale  ne  dépend  ^ue  des  JRmctions  élliptic^ues. 
XL  Si  Ton  a  plus  génécokment 


Q  étant  une  fonction  rationnelle  dé  sin^  et  coif  >^)D<^£MitMg^^=:2, 
ce  qui  donne  sin  Çz=  j-^jp^  <î^?==7i:7>  ^^^75o?*  «fcUîliBnsformée 
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en  z  ne  contiendra  qu'un  radical  sous  lequel  la  variable  ne  passe  pas  le  qua- 
trième degré;  elle  sera  doncgënéralement  réductible  aux  fonctions  eltiptiques. 

XII.  SoitZ=/^^^^^,^.^Q;^^^,^^,,^.^),  Q  étant  d'abord  une  fonc 

tion  rationnelle  paire  de  sin  ^ ,  si  on  &it  tang  ip  =  m  tang  4  y  ^  étant  une 

TU*  sin*  ^  cet*  ^ 

indéterminée ,  on  aura  sin*  <p  =  ^>  sm>  4^  +  cos' 4.  >  ^^'  ^  = /i^'rin'^^+co^'y 
dA  =     ,   .  ,  ,    , — -r^  ,  et  la  transformée  sera  Z  =  l—r^j  ^^^  laquelle 

^         m*  sin*  4^  +  c<>fl*  4^  •/      V  «• 

I 

R=[«(m»sin»4+<^s*4)+^''**^^*4][>(''**^^*4+^^*S)+<^''***"^^ 

Soit  am'4-Cm*  =  a,  ou  '»"  =  -x?>  on  auraK=  A  +  B  sin*45  AetB 

étant   des  coefficiens  connus;  et  l'intégrale  sera  réduite  à  la  forme 

/  /fAo^R*  »nL^  ^^^^  laquelle  Q  sera  une  fonction  rationnelle  de  8in*4>  ^^^ 

elle  sera  ramenée  aux  fonctions  elliptiques. 

Cette  solution  suppose  la  quantité  «  (a  +  0  positive  ;  si  elle  ne  Pétait 
pas,  non  plus  que  y(y'j*^)  qui  pourrait  la  remplacer  y  .on  fendt  tout  sim-  4 

plement  sin  <p  =zx,  ce  qui  donnerait  Z  =^/^,_^) .  t/(J+c^.) .  v^{y+ jy)  > 

et  cette  formule  où  Q  peut-être  supposé  une  fonction  rationnelle  de  a?,  est 
ramenée  au  cas  I,  dont  nous  avons  indiqué  la  solution;  on  peut  même  sup- 
poser que  Q  est  une  fonction  rationnelle  cjuelconque  de  sin  4>  et  cos  <|)  ;  alors 
Q  se  réduira  toujours  à  la  forme  0^+  Q^  ï/(ï  •~^)  y  dans  laquelle  Q'  et  Q* 
seront  des  fonctions  rationnelles  de  x^  et  on  aura 

« 

J  y  il — «) .  »/(* +f *•) .  t/(> + *^)  "**•/  i^(«+&»).»/(>+^**)  ' 

intégrales  qui  rentrent  toutes  deux  dans  les  méthodes  connues. 

207.  Nous  ne  multiplierons  pas  davantage  ces  exemples  de  réduction;  ils 
suffisent  pour  indiquer  les  substitutions  à  fiiire  dans  les  cas  analogues  k  ceux 
que  nous  avons  développés.  Nous  terminerons  en  réunissant  dans  un  même 
tableau  quelques-unes  des  formules  les  plus  simples  qui  se  rencontrent  fré- 
quemment dans  l'application  des  fonctions  elliptiques. 

J  à  ""     V  »  "/  V  formules  principales , 

/'dp        I  p.        c*  sîp  p  cog  p  • 
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.a.)7 


/ 


d^  sln^^ 


*  ' .  } 


/<fp  sin*  ^ 
dip  tang*  \  y  _ 

dp 


Sin  ^  oos  ^ 


i  F-^+?^ 


/ 


h 


Acos*ï^ 
fLdip  tang*  ^ 


ô*c*  V*-'  '  ■  •^  *y  -^^A   '   •    • 

,  <1±È^  E—  -  F  —  ^^iH*i2iî  ^a  J- o4*  JL  £^ 
aAlangï^4-F  —  aE, 

■    •  *  ■ 

2A  tang  i  (p  +  2F  -^  aE,  ^ 


J  cos* 


A  tang  ^-f- F  — E, 
A  tang^H-F—  aE, 


/' 


A^  olp  s=  -r-  A  SÎD  ^  cosÇ.  -f-  — ^^ — 


E 


2Lf 


Aoi^  sin*  (p  =:  —  5  A  sin  Ç  cos  ^  +  ■    -,     E  -+-  3-;  F, 
y*Ad(pco8«^.=4A8in<pco6Ç+i^'E -J-~F,  . 

»  "  ■  • 

toQtes,  ces  intégrales  sont  prises  k  compter  dé  ^  ss  o..    . 

208.  Les  formules  suivantes  font  connaîtreles  différentielles  des  fonctions  F 

.*  •  .'    •  •  • 

et  E,  en  faisant  varier  le  module  c.  et  celles  de  la  fonction  t]  s/t— «: —   .  ,     ■ 
en  faisant  varier' soit  le  modulé  Cy  soit  Je  paramètre  n. 

if».  . 

dF 


t   * 


«    •    •    •   •    • 


C  8in^  C08^ 


6*A  . 


«=(,+»)  (,+^), 


T.  1. 
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Relativement  aux  fonctions  complètes  F*,  E*,  on  donne  conmie  exettiples 
qui  peuvent  être  utiles ,  les  int^rales  suivantes  prises  k  compter  de  c  s=  o. 

/F»  cdc s=E'  —  A-F', 

/^=(.+c)F.-ES 

20Q^  Enfin  pour  passer  du  module  c  au  modiile  €f^^  et  léeiproquement , 
on  a  les  formules  suivantes  relatives  aus  fonctions  F  et  £  ; 

F(c,^)=:^^F(c•,r),c•=f^,tang(^«»-^)=:*tangf, 

E  (c,  ^)=rT?E(c«>,r)-(i^F(c-,4)')H-^-, 

F(C,r)  =  (i  +  *)F(c,^),      .        . 

É  (c»,r)  =  ~3  E  (c,  4»)  +  -^^F(c,^)-(,-6>'>ij2i5. 

Les  deux  premières  formules  peuvent  servir  à  yërifier  œi  résultat  dont  nous 
avons  &it  mention  (  act  3o  )  ;  eQes  donnent 

E(c,4>)~aF(c,<p)s=j:ij;[E(c',ç«)-^-ï(^>)]  +'S;^î 


sitive 

tout 

aura  en  général  E(c,  çî)  >  ,^F  (c^ ^)y  et  en  particulier  E'c^  ^F'c ^  ce  qui 

est  le  résultat  que  nous  voulions  vérifier.  De  plu^  puisque  f^f^  X  ^' 

>  fd^  cos*  f  ^9  ou  >  7  ^*  -^  ^  sin  2^ y  on  aura  en  génëral^ •••••• 

E(c,  ^)>  iF(c,  (p)  +  Ç*^  4.  -^^  (I  (po  4.  ^  fiin  a^-),  et  en  particulier 


CHAMtKE  XXXm,  aSg 


CHAPITRE  XX^lII. 


Dévehppfment  des  MffétjsM  cas  compris  dam  t intégrale 
-  r^kj  P  étalât  une  fonction  rationnelle  de  x  etO  un 
polynôme  de  la  forme  a,  ^^Ca^'^yx^-^i's^, 


ous  avons  déjà  fait  voir  (  art.  206)  que  cette  int^rale  peut  toujours 
être  exprimée  par  des  fonctions  elliptiques^  inais  4 1  né  sera' pas  inutile  de 
dévebpper  les  diffiérens  :cas  comprô  dqAs  cetlfs/orinule>.  conune  nous  l'avons 
fiait  (art.  6)  pour  le  cas  où  le  polynôme  ne  passe  pas  le  quatrième  d^;re,  c'est* 
à-dire  1  ponr  le.fils-Dè  iT.sàQi  l^ftW  çhtiendrans  àiftst  un  certain  nombre  de 
types  qui  faciliteront  beaucoup  les  àppïïbations  de  la  ^rmùle  proposée. 

Le  polynôme  Q  se  décomposera  toujours  en  trois  facteurs  réels  de  la  forme 
fi^^  ë-i  o^  ^  '^  Êctetir  réel  ^o:*  4-5"  et  deux  facteurs  imaginaires  for- 
mant le  £3icteur  trinôme  scf^f^^mx^  c^^l^w^. 

« — ■' 

Chaque  facteur  réel ,  dans  lequel  oïl  peut  omettre  tout  multiplicateur 
commun  positif  est  susceptible  des  trois  formes  a:*-f-a',  j:*— et',  a*— i*- 
d'où  il  parait  suivre  qu'en  n'admettant  que  des  bcteurs  réçls  dans  Q,  ce  po- 
lynôme serait  susceptible  de  27  formes  ;  mais  on  trouvera  aisément  que  ces 
^7  formes  se  rédu]3eDt'  à.  7  essentiellement  différente^. 

D'un  autre  côté  ^  s'il  y  a  des  facteiurs  imaginaires^  le  facteur  réel  qui  les 
contient,  pourra  se  combiner  avec,  les  trois  ibrines  qui  conviennent  au  fiic^ 
teur  réel^  ce  qui  fera  trois  formes  distinctes.  Ainsi  nous  aurons  en  tout 
dix  cas  à  examiner ,  et  dans  chacun  de  ces  cas  il  fandra  rés^mdre  separé* 

ment  les  deux  fonnules  11  ^^J'^/q  >  2/'  ^^^J^Tq»  d^^s  lesquelles  se  dé- 
compose la  formule  proposée ,  lorsqu'on  fiiit^  comme  cela  est  toujours  possi- 
ble ^  P  =  M+  N^  9  M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a^. 
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Cas  I",      Q=  (x*  +  a*)  (x*+  2mx*  cos  0 4-  m*).    Limites  (  *^^' 

an.  Pour  avoir  l'intégrale  Z'  =  f^^  >    soit  a:  =±  a  tang  %[/  et  ensuite 
sln  %}/==/,  ce  qui  donne  immédiatement  x*  =     _^  ;  soit  en  même  temps  : 

A  //A  m.       Al       «x  N        «•ces  6  —  jn      .       ^         *•  8În# 

A  =  j/(a*—  a/wa'  cosB  -|-  m*) ,  cos  aA  = j ,  sm  a  a  =:  — j — , 

on  aura  pour  première  transformée  r  =/^^(a V  +  ^A^ts ^.y+  m^ 
dans  laquelle  M  est  une  fonction  rationnelle  de^*.  Soit  ensuite  , 

I  I  < 

û^^ ; l__       d^ 


•     •  •  1 


°°  «"«  ^/(Ay  +  2a4' oosaA  +  ».')  =  WT^  •  t/(i-c'sia'f)-P'"'"^"'^P'"' 
la  substitution  de^*=:-T-tang'  -î  ^,  ou  directement  par  celle  dé 

jc*  c=  -r — '^    .  ,T^V î  la  Quantité  M  se  clianfi;era  en  M'  +  M'  cos  O , 

A  —  m+(A  +  7»)co8^'        ^  I  ^  ' 

M' et  M'  étant  des  fonctions  rationnelles  de  sin*  ç  ;  donc  on  aura  cette  trans- 
formée' finale 

« 

La  seconde  partie  s'intègre  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes  en  faisant 
/7  sin  ^s=  sin  01  ;  la  première  partie,  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le 
module  est  c. 

Au  reste  on  peut  observer  que  l'amplitude  (p  ne  croit  pas  indéfiniment , 
car  la  plus  grande  valeur  de^  étant  i ,  ^  ne  doit  pa^  surpasser  la  limite  dé- 


,     '  .  A 

terminée  par  l'équation  tang  •;  <p  =  v/— . 


Venons  maintenant  à  la  secondé  formule  Z'  =  /  — ^r-  »  nous  ferons.  • . 

J    VQ.^ 

x^ 'z=iy^  —  d^ ^  puis 

=  v^(<x*  —  awMfc*  cosB  +  /7I') ,  cos n^  = r ,  sm  ^/u = — r —  , 

Soit  ensuite  ^  =  /A  / tang  |  û>  ,  A  =  sin  )t£ ,  bu  it*  =  f  —  i^^^^^=£>\ , 
on  aura  V z=i     '  ^  .   / --.7 ..,  .  ,  >  :  et  comme  N  eiït  fonction  de  r*,  on 
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0 

pourra  supposer  N  =  Pî'  +  N"'ços  a»,  K'  et  N*  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  àn^  €t^  ce  i)m  <lotiu^ra  ,        '   * 

ji, I  r     •  y&r  ■      f         7^  Wdm  cos  i» 

La  première  partie  est  intégrable  par  les  fonctions  elliptiques .  la  seconde 
Test  par  arcs»  dëncef clé  et  par  logarithmes.   •        *     *      '    :.  ^ 

Remarquons  que  1^  modules  e  =,sifl À-^^^^.sîn/Et^  sooft  tels*  que;  •*. 
A  +  /t  ^  90^  +  t  fl  >  c'est  la  seule  relation  qu'ils, aient  entre  eux;  car  d'ail- 
leurs ils  n'appartiennent  p«'is  à  la  même  éçl|i^e^e.      '  \      i 


Cas.1I.   ;  '  :6:=(A^—a:^f(a:*  +  2^^  "' .  limites  l'"^'"' 

•212. Soila:=«sin4,onaura ^=^\r\;^    J. ,  V'*^**^*'^"\    •jV'l     n» 

I 

•  A^  =3c:  ot*  +  a/7ia' cos  fl  4- l>i'y      ,^  --^-^     l  '-',-'- 


•  .  » 


cos  2 A  =s r ^,  sm  aA  =  — r — . 


A 

•  *  "" 

Soit  ensuite  tang^  aàt/j  ••tOTgi.^/a»  ===«»•  A  .  îl£2î|±Jîî^ 

on  aura  la  transformée  Z'  s=:-~i~  /     ...  ■■'  ^.  ^  ^>  Et  comme  on  a 
x'  :?=^*  si>i'  4  =  '  /  .  ^^^InTw.  V"   'l^)  st  on  substitue  cette  valeur  de 

•        '         /îï  (i— oos^)  + A  (i +co»^j' 

or*  d^nsïMy^le  résultat  sera  de  la  forme  M  s  M^  +  M'' cos  .f| ,  M' et  M' étant 
des  fonctions  rationireites  de  sin!$ ,  ee  qui  damnera  finalement' 

La  première  partie  dépend  dés  fonctions  elliptique^'  dont  l4  module  este,  la 
seconde  est 'intégrable  par  arcs  de  cercle  et  par  logaridiïû'Jrs.  <jes^ intégrales 
s'étendront  depuis  or  pr:  o  jusqu'à  or  =  a ,  ou  depuis  fl>  =  o  jusqu'à  ^  =  9r  j     J 
par  conséquent  si  on  \eut  avoir  l'intégrale  complètCp  la  se(]onde  partie  de- 
viendra nulle  et.il  suffira  de  teqir  compte  de  la  première. 

Occupons-nous  maintenant  d«  lasecpnde  formule Z^^  b  /  -77^9  si  oi>/ait 
toujopiys  1^1=5  ot  sin  ^j^  o^  aura,poujr  première  transformée 

'  -  :!  -  !   -  -^^y  y  {té  sîn*/^  +  lûm^  cos  9  sîn»  4/  +  m*)*     ^  ^  -  -« 
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Soit  eusuîle  co.+=r,  ou  aura  l"  ^f  .^^—^^^^±—^^  ^ 

Soit  enfin  jr  =  ■*-— cot  j«,  ce  qui  donnera  dk^ct^ent  â:*s 

BiToifeit  kz^tkïfi^m  A*gsf +^  '^^^'^  >  Wœsfi'^TR'^cos^,  on  aura 
pour  dernière  transformée 

La  secondé  intégrale  ne  dépend  que  des  arcs  de  cerde  et  des  logarithmes, 
la  première  s'e}^>£ittiera  par  des  fonctions  ^lipjiq^e^  ddnt  |e  modùk  est  k. 
Au  reste  les  modules  cssinA,  Arscsin^e,  ont  entre  eux  tetts  relation 
X+fJi s=  ^  (^  4-  8) ,  oqipnpe  daQS  Jfi  o^^  I.  JA  ffLui  observer  aussi  que 
l'amplitude  €0  crQÎjt  depuis  la  ▼^le^r  -^^^ss.^  déterminée  par  l'équation 

tangjCsss'^^L-^  jusqu'à  «nss^.  . 

Cà5  m.  -^^s^X^^ùt^)^M^9^M^^^r^-^^ 


Vi'dm 


-MéoS^éM-^^  tfaisMif 


y  __ 

Cas  IV.      .Q;F(^7l-a*).(«'H-^>(J>î*4->*>     I^<P»{;pC*; 

ai3.  /]^U3^su|qposeronS'^e  Jes£icteuvs  sont  écritSrdbuatf  l'otdredeletir.graii* 
deur,  de  sorte >jGp»!on  ait  is.<€.et  €<>•  Soit  ^sPi^kw%^  et, ensuite 

9ak'\f=ijj  qxl^^MX  d'un  ooup  ^r*  sss  j^£-^,  on  aura  ^^=^3:  • .  • 

dy  ç_^  y  8În  »  V^  •*y*sm*y 

Et  comme  dans  ce  cas  M  est  une  fonction  rationnelle  dé  sin^^,  il  n^  a 
pas  lieu  de  partager  cette  intégràle^en  deux  autre^jim  remarquera  seule* 
ment  que  la  valeur  de  ^  ne  peut  s'étendre  que  depuis  ^p=o  jus^'à  la  valeur 

de  (b  qui  dc09ne  sih*0  a=     ^    ou  <508  ^  =  -. 
Tenons   maintenant  à  la  seconde  formule   2  =s^  --7^;   si  ,on   fiut 

«SB a tang  4»,  et  i^mle  cp84.ap  ^(^ ^  â«)  ^ **»  **°^y«_^>  "  *""»*' 


dans  kqaelle  N  qui  At  fonction  de  jt^  dcr^iendni  fimction  de  8in*o#  par  la 
substitution  ^3s&(«^-^iK*i)  tang^  «^*-^  «^^  Cette  neûtelle  int^rale  s'étendra 

iaçisiAiita^i»:^^^^  qui 

répcmdent  aux  Jimites  opsov^^abbod.     -         . . 

Soit  ensnite  tang -^^  ss  ^r^^^^^  to*g^-et .oS«^|Ç^^,  ce  qui  suppose 
y>^yOnaar»  -       . 

et  la  valeur  de  4^*à  sid^tuer  dsms'M  sera  jf*-gg:iL  ,    >■  '^^^ 

PoàràVoir  la  seconde'uti^nile  Z''c=  /  "j*^  011  %»  a;s=  ersin'^,  puis 

«»4=Sii^«.4,c^;î^,etonauHi  ^=°t;(?+7)/W»-S^' 
Mais  Mititne  tî\  coni^ea^  de^rei^dre  l'int^grale^positiTe^  on  jfe^a^., suivant  les 


oos# 


formules  connues,  sîn^as    .^  ^  ;  :  ^    .,  ce  qui  don)i9^dflMf!|ement..e. 
a?*  =  flt*  — ^         >    'w  ^f  et  la  Jrançfonnëe  fina 

Cette  int^rale  s'étend  depuis  la  valeur  de  m  qiu  donne  '  tang  a»  ss - 
jusqu'à  têzsz^TFj  valeurs  qui  répondÀPt^'atix  fimitës  («^^avo^jâPccree» 


ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  faisant  a:  =  -• 

Cas  Vn.  -Ki^^^àe^i^^t^Yi^ 

3i5.  On  suppose  que  C  eSC  lafSus  granâé  dès  deux  qMitttMs'  a^^er^^Cj'  et 
d^ipris'  %étte  sùpjfositiîbii  l'éfeàsidoé  de^  IHntégnde  tsompffcad'  deoxi'pofftf es , 
l'une  depuis  x  ^ss^v'^^^^m^ 


aura    :     .  , 

.  .  -m         * 
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Dans  la  première  partie  nous  ferons  a:  =  c^  sin  ^|. ,   puis  UDg  4  s=^ 

la  valeur  de  j6^  a  substituer  dans  M  étant  a?'  =  ^^ f '°*  r:--  Cette  inté- 
grale  s'étendra  depuis  ^=0  jusqu'à  (p-=si^.  --:.  '      :    / 

Dans  le  ;même  ,çqs  on  aur^^  =:'Vg?--^-^+^e^-tj^(i^t-l^>'-^'o«4)- 
Soit  cos4==^^^2li-l)cosÇ,_^-.^.^,,^^ 

la  valeur  de  a:'  à  substituer  dans  N  étant  a:*  =  a*  — (^*4-«*)  cos*^^. 
Les  limites  de  ^  seront  cos  ^s=i    l    !:»^^  ou*  fang  Ç  =s  -,  et  ^  =  y  ^. 

Considérons  çjqi  secpnd~4teu  le  cas  où  la  variable  x  s'étend  depuis  x^s^C 
jusqu  a'  ar=  oq..-  Spit  x  =  — r ,  ensuite  sm  %}/  =?  ■     /      >  coso"^  .  • . 

Pour  '  rendre  positiVe  cette  intégrale,  soit  encore  cos  tt  =  -—r *    .  ,    ^, 

on  aura  finalement ^     •   .'         •    v  "■ 

et  la  valeur  de  a^  k  substituer  dans  M  sera  or*  £=   >     >   ~  t  Jl^- 1\>»  Cette 

y*cos*# — ôvsin'^ 

intégrale  s'étend  depuis   ^  =  0  jusqu'à  la  valebr  de  ^  qui  donne.:.. 

Pour  avoir  Fautre^  iot^rale  x>xk^  fera  oc*  =:  C*  +  (  €*  • —  «^  )  tans*  e» , 
-; T  ^,  et  on 

yintégrale.Byànt  pour  limite»; û>i=.o,  «:;=  4^..  ^^  , 

.  ;  On  voit  que  les. modules'  c.  et  k  sont  les  coémes  ;49A8  les  deux  parties  de 

chaque*  intégrale  ^  etiles  formules  entièrement;  semblables. 


sin 


A:*=:-iï-!— s,  et  on  aura 
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Cas  Vni.  Q  ==  («•  —  «•)  (€•—«•)  (a:*  +  >») ,  hyp.  C>«t. 

3 16.  L'hypothèse  contraire  <e  >  ^  ne  donnerait  pas  une  forme  différente 
parce  que  alors  le  produit  (a:» — «•)  (ff*  —  ar*)  devrait  être,  remplacé  par 

Pour  avoir  Fint^rale  Z'  s=  /  — ^l,  soit  jc*  =  ■    .  :   *.  ^ — r-  , 

**  ~  ?*(»*+*•)'  **  ~  ?(>*+«')*  °"  ■""*  ^^  transformée 

OÙ  la  variable  ç  a  pour  limites  ^  =  o,  ^  =  f  'tt. 

Pour  avoir  l'autre  intësrale ,  fiûsons  A* sr-  ^"7  !L  •  JC*=  ^  "^^  >^'f  ^^  nous 
aurQiis 

V 

les  Umites  de  6i  étant  6i  =:  o ,  a»  =  -^  ^, 

Cas  IX.      Q=(a:*— *•)  (ar»  —  f»)  («:•—>•),      %p/A<C,  ff<7. 

217.  Il  y  aura  al(M*s  deux  parties  à  considérer ,  Tune  depuis  xzsset  jusqu^à 
xsszÇy  l'autre  depuis  x  =  y  jtisqu'à  x  =  00. 

Soit  !•.  ac*=  ^  ■  >^  .  /., — n)^  =  Â-^"i ^  >  on  aura 

les  limites  de  Ç  étant  ^=o,^=ïj'7r.  - 

Pour  la  seconde  intégrale ,  soit  j:*  =s  a'  cos*  4  +  ff*  sin*  «4/ ,  h  =;;^^^,; 
on  aura    i 

""•/   Ï/Q    ~  i/(y*--**)Jl/(i— >8m*4/)' 
les  limites  de  %}/  étant  encore  ^l,  =  o ,  4^  =  i  ^. 

a*.  Les  limites  de  a:  étant  jc  s=  > ,  j:=  00 ,  soit  d'abord  x  =  — ^  et  en- 

.,    .     I       V^Cy*— ^*^  •  •    /j- *        *    .         Cs.*co8*« 

smtc  sm  nI/  =     ^ ^  tanc  oi ,  ou  immédiatement  Jc'  =  ^   ^  ,  .  ,    , 

«•  =  1,  . 1^ ,  on  aura 

T.  I.  34 


•  •  ^ 
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les  liiHites  Ûé  «  étant  ^^  =i=  o,  sin  û>  =  *-• 

Pôur  avoir  k  seconde  intégrale ,  soit  ar*  =t=  >*  +  (>*  —  f^  tang*  ç , 
*•=-; ;,  on  aura 

les  limites  de  ^  étant  eûcore  ^  s»  o  ,  ^  ==s  j  tt. 

CasX.  Q  =  (a:*-.a*)  (a:*  — 6*)  (y  — ce»). 

ai 8*  On  suppose  a<é  et  f  <J^,  ce  qui  donne  lieu  de  considérer  chaque 
intégrale  dans  deux  différens  systètndâ  de  limites. 

Soient  I^leô limite» *=o, a?  =u»,  ou Qss:(«*— «•)(€'— 

on  fera  a:  =  a  sin  4»  P^»  t^^g  4  =  w/  «^^>n  ,  pu  tout  d'un  coup 

jc*  =    ^  ^   , — v-i  ^«eg>.;%  ■    rf,  et  cm  aura 

Soit  de  nouveau  a:*  =  «•  —  (>.•  —  a»)  cot'  a,  A*=    ^^ ,  et  on  aura  la 

seconde  intégrale 

„„  I  P         "Sdit 

/,     — **  .Il  11.      amt     m       f     m  .       "'   V^ 


Les  limites  de  ^  sont  cM  4d  =s  - 1  o)  =  ^  'TT. 

'^  «•€*(!  — c»sm*  4') 


•  fl  •  • 


Soient  a**,  les  limites  x  =:  C,  a:  =  j^,  on  feïa x*  =    ^t^^^^^i    > 
isz  w  j?^'T  u  9  «t  ^  '^ui^  ^  première  intégrale 

Soit  ensuite  or*  =  "T^TFa??^'  *^=  ^IT?»  ^"  ^^*  **  seconde  inté- 


grale ,     V      _ .,  ^      - 

^         ->- i__r_M__  (?="' 

aigi  Ayant  ainsi  résolu  les  difierens  cas  que  peut  préseater_la  formule 

r^,  dans  laquelle  P  est  une  fonction  rationneUe  de  x  etQ»H-p©ly»6me 
J  i/Q' 
de  la  forme  a  +  Car*  *|-  j-jc*  H-  ^x*,  nous  pofxyiHa  appliquer  ces  solution» 
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à  la  formule  générale  /-g-  dans  laquelle  R  est  un  radical  de  la  form^ 

\/{a  +  f a:  -f-  yj^  +  ^a^  +  er*) ,  sans  être  obligé  de  faire  les  transfor- 
mations indiquées  (art.  4)*  ^  effet,  si  le  poljnome  du  quatriène  degré 
«  +  fo  +  yx^  -+-  etc. ,  a  un  facteur  réel  du  premier  degré  f  -|*  gx ,  soit 
ce  facteur  y -f'S'*^  =^%  et  le  polynôme  exprimé  en  x^  n'aura  pas  de  terme 
constant.  Cette  opération  étant  censée  faite  d^avance ,  on  pourra  supposer 
tf  ss 0,  ee  nvi.  réduiJbR  à  la  £>mie  |/(&e -4- >^  *4- ^^'  4-<^^*  Mainte- 
nant l'int^ale  / -^—  devant  être  considérée  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 

on  pourra  supposer  pour  les  valeurs  positives  x  =a=  j*^  et  pour  les  valeurs 
négatives  ^Tm^'^jr*;  àtm  cas  qui  doivent  être  traités  serrement. 
Soit  a?  =5  ^9  alors  P  deviendra  une  fonction  de  j^,  ^t  en  JEûsant*  «  » 

Q  =  C  +  yj^  +  Jy*  +  ç^* ,  on  aum  l'intéçpile  /  4^  <I«i  s^**  comprise 

dans  Jktt  «d»  caç  dont  n^s  avens  don^^  ht  ipiulion.  H  ekt  t^rak  de  même 

de  l'intégrale  piise  davs  2^  $^ns  fixatif ^  ^ù  il  &u4ca  iaire  vr  i^  *~/*9  ^^  V^^ 
dépend  toujours  des  mêmes  formules. 

!aao.  Le  seul  cas  qu'on  ne  peut  traiter  par  cette  voie  est  celm  où  le  poly- 
nôme du  quatrième  flegré  soiv  le  radied  n^aurait  que  des  ftctéûrs  imagi- 
naires. A Ws  nous  f^ourron^  fiMj^msQr  &*  Qtv  {^*  +  SM?  cos  0  +  a^).. 
{€*  4-  atx  coiA  H-  ,%*). 

Dans  ce  cas  il  faudra  recourir  à  la  méthode  ordinaire  pour  i^ire  dispar 
raitre  les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical.  Soit  pour  cet 

■ 

effet  xs=z  ^-^"^  y  il  faudra  satisfaire  aux  équations 

et*  H-  a  cos  6  (;?  +  ^)  +  ^y  =  o, 

^cà  l'on  tire 

,       e^'^t^  ^^^  a£  jmtjMX^^C  c»si) 

Soit  pour  abréger 

/  =  ^'  4-  €'  .— ^ajj  cps^  -+-  X), 
^  =  «•  -H  iÇ»  —  aag  cos  (ô  —  A), 

■4"»  y^ 

on  déduira  des  équipions  précédentes  ^  — -  ^  =  ^  ■»  — '^^  »^- ,  et  faisant 
encore  et  cos 0  —  b  cof  A  =s  a,  on  aurn  -    ~   : 


^jr-^i9^  5r^    • 


34.. 
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Cela  posé ,  la  substitution  de  la  valeur  de  x  donnera 

à 

R'  (I  -hz)*  =  (M  +  Nz^)  ,(A -f-  Ba») ; 
Q|i  a  d'ailleurs  séparément 

(i  +  z)*  (*• -h aoue  cos  fl  H- a:*)  =  M  +  Nz' , 
■     (i+z)*(^*  +  2fd:  cosA-f-a:»)=5  A  +  Bz'; 

et  si  Ton  fait-  successivement  ^  ss  o  ^  z  s=  od  ,  valeurs  qui  correspcHideiit  à 
^  =  ^ ,  a?  =  y ,  on  aura 

M  =  a*  H-  2ftp  cos  fl  +  ;?',     A  =  C*  +  ^fijp  cos  X  +  /^, 
N  =  et»  -f-  2ay  cos  fl  -+■  7%  /i  B  =  C'  +  267  cos  X  +  y^, 

ce  qui  &it  voir  que  ces  quatre  coefficiens  sont  toujours  positifs. 
On  a  encore  soqs  une  autre  forme 

M  =  (^-f-a  cosO)  0^  —  9),     A  =  (/?H-CcosA)  (/>  — y), 
'N=(-^4.£t  cosfl)  {q—p)y     B  s=(7-+-CcosA)  (7  —  ;^); 
de  là  résulte 

MB  =5  — .  (;?  —-7)*  (f^9  +  P^  cos  X  -j-  ya  cos 6  +  ùlQ  cos  6  cos  A). 

substituant  les  valeurs  pq  =  — ^ j ' ,  ^  = y — --  ^ • . . 

(f  ss  "r,t{5.^  on  aura 

MB  =  i  (^— y)»  (C« +«' —  2«5  ces  ô  ces  A  sfc;^). 
Mais€«  +  a'— a«5cos9  cosA=i(/'+g*),  doncMB=i(;»— y)'  {f'àsgf. 

On  aura  semblablement  NA  =  {;  (^  —  (jY  (X^  SY' 

On  peut  prendre  à  volonté  le  signe  ambigu  provenant  de  la  valeur  de 
p  -^  q-^  si  on  prend  le  signe  supérieur,  afin  que  MB  soit  le  plus  grand  des 
deux  produits  MB,  AN,  on  aura 

MB  =i(;^- y)' (/+«-)•, 
AN  =  i(^-ç)*(/-^)*.       - 

f' 

TA 


-g-  étant  réduite  à  la  forme 

t/[(M+NO  iÉ.+  l^r  °°  ^^"  ^=  VR  •  *»°6»>r 

AN  _ 


<?•=  1  — ^=  1  — rC— *)  ==  T-;!^^-,,'A:=  Vtt^,  et  on  aurâenfin 
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j 1     r       2?d^ 


Il  convient  que  la  variable  ^  qui  remplace  x  croisse  en  même  temps 
que  X  ;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  ^  — -  ^  est  positif  ;  et  comme  nous  avons 

ç  ^^  pzss  -s j^ g ,  cette  condition  sera  remplie  en  prenant  pour 

C  cos  A  le  plus  grand  des  coefficiens  €  cos  A ,  a  cos  S  y  afin  que  la  différence 
C  cos  A  —  «  cos  0  soit  positive. 

/>  +  yt/g-tangf 

Il  restera  à  substituer  dans  P  la  valeur  x  =: ^ . .  ,  et  le  ré- 

ï+i/g.tangf 

sultat  sera  toujours  de  la  forme  P  =  P'  +  P"  tang  ^,  F  et  P*  étant  des 
fonctions  rationnelles  de  tang*  ^ ,  ou  de  sin*  ^  ;  on  aura  donc 

y  I        P        TSfâ^  ,      .1        /*  2P*rf<p  tang  » 

/+«^J  1/(1 —c*  sin**)  "*" /+^J  1/(1  -  c*  sin»  rt* 

La  seconde  partie  deviendra  rationnelle  en  faisant  i  —  o*  sin*  9  s=  x*  ; 
quant  à  la  première ,  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module 
est  c. 

La  solution  précédente  n'aurait  pas  lieu  si  on  avait  cos  0  =  f  cos  A  ; 
ùiais  alors  la  substitution  x^tt  cos  0  =  j^ ,  suffirait  pour  Ëiire  disparaître 
le  second  terme  dans  chaque  facteur  de  R*,  et  la  formule  serait  ramenée 
au  cas  IV  de  l'art*  6. 

.   Il  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  ici  un  exemple  numérique  où  l'on  trou- 
vera l'application  de  plusieurs  de  nos  formules. 

Exemple. 

321.  Soit  proposé  de  trouver  l'intégrale  Z=/^^^(,  ^^)  |f-?j,^)  ^3  ^^^^' 
En  supposant  d'abord  j^  positif  on  fera  jrz=z  x^^  ce  qui  donnera 

JvLii+x')  (2  +  ^)  (3+*')]^ 
cette  formule  se  rapporte  au  cas  lY  :  faisant  donc  a*  =  1 ,  f  '  =  2 ,  ^*  =  3, 

on  aura  c*a=sî,  A^ss^,  c=8in 60*^ ,  x^  = V".  ,  • ,    et  Jâ  transfor- 

*  '  *  '  '  a  —  3  8in*  ^  ' 

mée  sera 

.    y P  3  sÎD*  y        d^ 

j  a  —  3  sm'  f      1/  (i  —  o^-»iii*f 
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Il  se  rencontre  ici  une  fonctiûii  de  troisième  espèce  dont  le  paramétre  est 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité;  t;ette  fbnctian  devra  donc  être  transformée 
par  la  fiormole  de  l'art.  5a ,  et  on  aura 

«W  — tang*/       7(1  — i8m**)A 

Dans  cette  nouvelle  formule  le  paramètre  —  ^  étant  rq>résenté  par  —  «* 

8in»6,  on  a  sin*  0  =  I  =  ~;;-g ;  donc aFO :b F'«. Ponc par ia femnde do 
n"  55 

ê 

n(~i)  =  iF  +  iiogr^-^»^»V 

Ainsi  Fintegrale  Z  se  réduit  à  me  foaction  de  la  première  Mpéoe,  et  on  a 
simplement 

Les  limites  de  ip  sont  ^  =  o ,  sin  ^  =  j/f  ;  dans  cette  dernière  limite  qui 
répond  àar=:oo,onaaA  =  tang  ^  ;  ainsi  Z'  est  un  infini  logarithmique. 
En  second  lieu  supposons  j^  négatif  et  soit  j^  sa  —  x*,  nous  aurons 


2_.  /] ^*dx 


3 


dans  cette  inlégrale  il  faut  eonâdérer  fàoax  paitiet ,  IHme  depsis  jr  rr-  % 
jusqu'à  x  :=:  v^2 ,  l'autre  depuis  a:  =  ^3  jusqu'à  x  s=s  09  • 

Pour  la  première  partie  soit  x  =  ^^  et  sin  -^z  =  V'ï.sin  ^ ,  ou  tout 
d'un  coup  jc^  =  TZTi^j;^  >  la  transformée  sera ,  en  faisant  toujours  c*= 

2—3  /! 5 

iKcus  BûtovilKWS  ainsi  sur  la  fonction  de  troisième  espèce  II  ( 7)  qui  se  ra- 
mène immédîaÉemfeiit  à  k  pnannerc  espèee ,  de  alerte  qu'on  a 

Cette  mtégrtie  «'étend  depuis  xsss  1  jusqu'à  vr  «=  y^a  ,  ou  depuis  f  s:  o 
jusqu'à  ^  se  ^  ^  ;  dans  cette  xi«;nière  liÂute  op  aura  4^intfigHiJe  ^ouilèke. 
Z'=|F-c. 

Considérons  enfin  la  seconde  partie  de  Kntégrale  qui  s'étend  depuis 
j:  =  V/3  jusqu'à  X  »:  flo  ;  alors  la  quratâté  aous  le  radical  étant 
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(«•  —  1)  (jc"  —  3)  (jf*  —  3) ,  si  00  applique  les  formules  du  cas  IX ,  ou 
aura  c'  =  | ,  ar*  = ^  .  ^    ,  et  Fintégrale  cherchée 

ja  — 3nn*#     V^(i— c*8m*#)   • 

ou  ^^^/ï/Ci-c^rin-^)  "^^yi  — Iriu^i^  •  l/(i-c?îiui*#)  ' 

Par  les  réductions  dé}à  indiq[uées  on  a 

z*3F-n(-i)+iog.^±^:, 

et  enfin 

Cette  fonnnle  s'étend  depob  â»  ssa  o  jusqu'à  ain  di  sa  1/^9  ^  dans  cette 
dernière  limite  elle  devient  un  infini  logarithmicpie. 

222.  L'iûtégrale  proposée  se  détermine  comme  on  Yait>  dans  sef  diflërentes 
parties,  par  les  seules  fonctions  de  première  espèce  jointes  à  des  quantités 
logarithmiques.  Mais  je  remarque  qu'il  aurait  été  possible  de  trouver  cette 
int^ale  d^me  manière  beaucgup  plus  simple. 

En  effet  si  on  écrit  la  formule  proposée  de  cette  manière 

7_  r 3!^ 

on  voit  immodKatensent  que  peur  fiiiredisparattre  les  puiaaanees  impaires  de^ 
la  variable  sous  le  radical^  il  suffît  de  fidre^  =;•>  (x* —  S),  ce  qui  donnera 

ou 

La  première  partie  s'intègre  par  logarithmes  ,  et  la  «econde  par  une  fonc- 
tion de  première  espèce ,  de  sorte  qu'on  parviendra  tout  d'un  coup  au  ré- 
sultat que  nous  n'avons  pu  trouver  par  l'autre  méthode  qu'après  plusieurs 
réductions. 

Dans  ces  dernières  formules  il  faudra  considérer  deux  parties ,  l'une  de- 
puis a?  =  o  jusqu'à  x  =s  i^  l'autre  depuis  a?  =  3  jusqu'à  or  s=  00 . 

Pour  la  première  partie  le  radical  sera  |/[(i  —  x*)  (9  —  jc^)] ,  et  on  aura 
d'abord 


2'ja 
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3dx 


la  transformée  sera/*      __y^^    ,.  =  F  (C,  ^•).  Nous  indiquons  ici  par 

c**  le  modale  de  cette  nouvelle  fonction ,  parce  qu'en  partant  du  module 
c  =s  ^  v^3 ,  dont  le  complément  £  =  f ,  le  terme  suivant  de  l'échelle 

e»  ss  ^T  .  ^  î  î  oïi  aï"*  donc  l'intégrale  cherchée 

'008  9 


1  — & 

1+6 


Zs=F(c\r) 


.  ,0g  (S^*!+il> 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  ^*  i=  o  jusqu'à  ^®  =  |  ^ ,  ainsi  l'int^rale 
complète  sera  Z*  =  F"c*  +  j  log  a.  Cette  même  intégrale  correspond  à  l'in- 
tégrale en  jr  prise  depuis  jr  =:  —  |  jusqu'à^  =  —  i . 

Venons  enfin  à  la  seconde  partie  de  l'xntëgrale  prise  depuis  x  =:  3  jus- 
qu'à ;r  s=s  oD ,  alors  on  aura 

Pour    avoir  la   seconde   intégrale  /^/(^_,) .  v/(*«-9)>  '^^^  *=  ri^î' 

co  =  i ,  elle  deviendra  —  /^/(t  ^t»"»  sia'  4>)  =  —  ^  («**»  4)  4-F'c*i  on  aura 
donc  l'intégrale  totale 

Z  =  log(*^^''-')y<-^-9))+F(c»,4)-F'c»>. 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  j?  =  3  et  •^/Sj^sr,  jusqu'à  â:  =5  oo  et 
4"  =  o.  Elle  dévient  donc  encore  un  infini  logarithmique  dans  la  seconde 
limite. 

Les  expressions  que  nous  avons  trouvées  par  la  première  méthode  sont 
moins  amples  ^e  celles-ci;  mais  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'elles  ne  donnent 
le  même  résultat  pour  l'intégrale  prise  entre  deux  valeurs  donnée»  d^jr. 


M     *  S   é 


'.     I 


L   . 
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CHAPITRE  XXXIV. 


Sur  le  déi^eloppement  des  fonctions  elliptiques  en  séries. 

^^3.  JLl  peut  être  nécessaire  dans  plusieurs  cas,  surtout  dans  les  pro-* 
blêmes  de  Mécanique,  d'exprimer  par  la  seule  variable  ^  les  fonctions 
elliptiques  dont  ces  problèmes  dépendent.  Alors  le  développement  se  fera 
de  la  manière  ordinaire,  mais  les  méthodes  précédentes  serviront  toujours 
à  simplifier  la  détermination  des  coefliciens. 

G>nsidérons  d'abord  la  fonction  F=  A  ^,  et  supposons 

-i-  s=  A  —  aA,  ces  3^  +  4^,  cos  4^  —  6Aj  cos  6^  -|-  etc., 

il  s'agit  de  déterminer  les  coefficiens  A,  A|,  A.,  etc.  Pour  cela  soit 
(f^  =  — r-7 1  on  aura 

donc  si  on  fait  >  .         ^ 

on  aura  —  =  (i+c*)PQ.  Tout  se  réduit  donc  à  multiplier  entre  elles 

les  deux  séries  précédentes,  pour  former  successivement  le  terme  con- 
stant et  ceux  qui  contiennent  cos  29,  cos  4^9  cos  6^,  etc.  On  trouvera 
ainsi,  pour  les  coeiliciens  cherchés,  les  valeurs  suivantes  dont  la  loi  est  &cile 
à  saisir: 

A  =  (.  +C-)  (.+a)-co.+  (^J  *.♦+  Grly^'  +  etc), 
T.  I;  35 
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^'—  ^^  U.4       ^.'  •  a.4-6       ^  a-4  *  a.4.6.tt  '^    ^^  "'^V' 

A   —  '+^/^'-3.5     a        ,     '3.5.7     5        1.3      1.3.5.7.9  .^o,  y^.^\ 

^«—      3     V2.4.6^    ^••2.4f6.8^    ^2.4  •2.4.6.8.10^    -f-eic.^, 

A  =  '+cYi  3,5.7^^       ,^'g'5vv9^c>  t    1.3    1.3  5..»^^,        ^^^\ 
^  4'   \2.4.6.8  ■  *  2.4.6-   10       ^^  2.4*  2-4.6. .12        ^^         /^ 


etc. 

De  là  fitt  voit  (^  la  mito  A^  A,^  oA»,  âAj^  4^4^  etc»,  décrok  cooti- 
nuellement  de  manière  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  approche 
de  plus  en  plus  de  la  limite  c'^y  le  décroissement  étant  plus  rapide  dans 
le  commencement  4e  la  suile.  On  voit  aussi  qu'eu  appelant  N  le  co^- 

eîent   '  i'  V     ~^ 9 1^  valeur  du  coôificieni  À.  fiera  too)0«nrs  comprise  entre 

-3~  H^"  et  --î--  •  -rr-. 
n  no* 

L'usage  des  séries  précédentes  sera  d'autant  plus  avantageux  que  le  module 
secondaire  c^  sera  plus  petit;  et  comme  la  valeur  c^=^,  répond  à  un 
module  primitif  o=2y  v^2  =  o«^4^8;  on  pourra,  tant  que  c  ne  surpas- 
sera pas  cette 'limite!  employer  ces  mémea  sécies  pour  calculer  les  valeurs 
des  coefficiens.  Mais  si  c  était  plus  grand  que  la  limite  qui  vient  d'être 
fixée,  alors  c^  deveDaDi  plue  grand  que  f  ^  les  suites  seraient  peu  conver- 
gentes; voici  dans  ce  cas  le  moyen  qu'il  conviendrait  de  prendite  pour 
calculer  les  coeifiçiens. 

224*  Si  on  multiplie  successivement  les  deux  meminres  deFéqoation  sup- 
posée par  €£p,  J^cos2^^  €£pcos4^>  et  qu'on  prenne  de  part  et  d'autre 
l'intégrale  depuis  Ç=30  jusqu'à  ^  =  j^,  on  aura 

Ainsi  chaque  coefficient  peut  se  déterminer  en  particulier  par  une  inté- 
grale définie ,  et  toutes  ces  intégrales  ne  dépendent  que  des  fonctions  com- 
plètes F',  E',  qu'on  sait  évahier  dans  tous  les  cas,  arec  la  précision  nëc«t* 


Les  deux  premiers  A  et  A.  sont  ceux  qu'il  importe  de  déterminer 
le  plus  exactement;  ils  se  trouvent  par  les  formules  ~  A  =  F'c ,  et  -A. 

=  — (F'c  — E"c)  — F"c;  et  si  on  substitue  pour  F*  et  E'  leurs  valeurs 
données  (  n**  69  et  90) ,'  on  aur^ 
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A  — t/(j  *°.i*.***.  etc.), 

Ces  deux  premiers  coefficiens  étant  tsrotivés ,  on  pourrait  en  dédam  tous  les 
«ntres.  Car  en  diffiéretieiMnt  réc(ttati<m  -  sasA— 2 A  ,cos^+ cos4A,cds4^-*"  etc*, 


on  en  tire 


^  ^^V^^ s=  4Ag sîn 51^—  i6A^ $ib 4<> -f* 36Ai «infi^-* etc. 


au' 


Multipliant  le  premier  membre  par  -3-  et  le  second  par  la  quantité  équi- 


2 
? 


-•iH-*cû6af  ;  oomporant  ensuite  le  résultatavac  l'éq[naticm  pw^ 

posée  multiplxée^-pàr  sina^,tm  trouvera  tes  ^«atkms-sdltafites  entre  trois 
coefficiens  consécutifs 

ji3A,==;  ^(^-1)  — A,     _.     ^^ 

3.5As  =  i6A«  r*^>*^  I J  «^  I  ^SAi  ^ 

4.7Â;  =  36A,  (i  —  i)  '—  â:5À., 

5.9As  =  64A4^J  —  1)— 3,7A3, 
'■        etc:  '       ~  '  "   \ , 

En  général  A.  désignant  le  n"*'  ten»e  de  la  suite  At«  Am>  As»  etc«,  on 


aura 


•  /i(2/i— i)A.=(2/i— 2)*A.«..(^~i)— (/i  — 2)(2n  — 3)A^.; 

c'est  la  loi  suivant  laquelle,  chaque  CQoffi$;ient,  à  compter  de  As,  se  déduit 
des  deux  précédens.  ji^^qoefficient  A»  excepté  .de  la  loi  générale  ^.&e  déter- 
mine par  l'équation  6Aâ  =:  4A1  f  4  --<  1}  -— A,  ou  diroetwiant  par  la  ki^ 
mule 

—  =  £?••+(  I  +  c-0  (^-H — ^  4-  — g h  etc.  y 

Lorsque  c  sera  très  peu  différent  de  l'unité  i  on  déterminera  E^  et  F^  par 
les  formules  qui  contiennent  à  .ce  oas,  et  on  trouvera  les  coefficiens  A  et 

A,  par  les  formules  '  A  =  F*,  -  A,  =  4  (  F»  —  E'  )  —  F*  j   on  calculera 

^—  ij — A;  les  autres  se  déduiront 

35,. 
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chacun  des  deux  précédeos  par  la  loi  gënéi'ale  que  nous  avons  exposée^ 
laquelle  donnera  des  résultats  d'autant  j>lus  exacts  que  c  différera  moins 
de  l'unité.  Mais  Fumage  de  ce^  formules  n'est  plus  aqssi  sûr  lorsque  c  se 

rapproche  de  la  limite  o ,  parce  que  le  facteur  3  -—  i  qui  devient  de  plus 

en  pjus.grand',  donne-  lieu  aux  .erreurs  de  s'accumuler  et  de  rendre  de  plus 
en  plus  &utive  la  détermination  des  coefficiens.  Pfous  donnerons  par  la 
suite  les  moyens  d'ohvier  à  cet  inconvénient,  il  suffit  pour  le  présent  de 
remarquer  qu^n  évite  toute  difficulté  par  l'usage  des  séries  données 
ci-dessus. 

225.   Ayant  calculé  jusqu'à  la  liiîHte  convenable  les  coefficiens  A,  A», 
A^  etc.,  o&  aura  l'expression  générale  de  la  foncticm  F,  s^^voir  : 

F  =  A^  ~  A»  sin  2(p  +  A»  sin  4<P  --^  A»  sih  6^  -f-  etc. 
Pour  avoir  semblablement  l'expression  de  la  fonction  E ,  soit 

■ 

E=5  B^  -|-  Bi  sina  ^— B.sîn  4^  +  Bs  sih  6p  —  etc. , 
on  aura  en  différenciait  chaque  membre, .. 

V/(  I  —  c*  sin'  ^)  =  B  ^-  2B,  Gos  3^  — «  4^.  cos  4ç>  +  6Bj  cos  6^  —  etc. 
Différenciant  de  nouveau,  il  vient 

]/li'^t'^%)  ~ ^*^*  ^^^ ^^ "" 4'®'  ^^  ^9  +  ^*®» ^ ^^ ~ ®**^- 
Le  premier  membre  a  aussi  pour  expression, 

7c'sinji9(A— '2A»cosa^  +  4Aft  cos4^  — ôAaCOSôf+etc),  ,      -- 
ou^  en  faisant  le  développement,  "  \ 

,^f         A  sin  2^—   A,  sin /|^  +  ^  A«  sin  6^  —  3A,sin8^-f-etc.| 
*      l— ^A.  +3A,  --4A4  4-5A5  y 

Donc  en  comparant  ces  deux  expressions ,  on  aura 

B.  =  f(A-3A.), 
a»B.  =  |(  A.-3A,), 

3'B,  =  |(aA.-4A,), 

4«B4  =  |(3Â,-5A,),' 
etc.  t 
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A  P^rd  du  premier  terme  B,  il.se  déduit  immëdiatement  de  la  valeur 
connue  de  E^^  puisqu'on  a  E^s^B^^tt. 

Ainsi  on  a  en  quelque  sorte  parmi  même  calcul  la  suite  des  coefficiens  A 
et  celle  des  coefficiens  B,  ce  qui  permet  de  développer  aussi  loin  qu'on 
voudra  les  fonctions  E  et  F ,  ordonnées  suivant  les  sinus  des  multiples  pairs 
de  l'amplitude  ^. 

226.  Si  on  veut  développer  semblàblement  lafonctidn  de  troisième  espèce 

n  =  M^  —  Mj  siii  2^  Hf-M.  sin  4^  —  M,  sln 6^  +  etc. , 
et  on  aura  pour  déterminer  les  coefficiens  M/M^  etc.,  l'équation 

j-j^ — '.  ^  ^^  =  M  —  aM,  cos 2^  +  4M,  cos  4? ■—  6M5  cos6^  +  etc. 

Si  on  fait  ^  rs  ^  ^ ,  on  aura  n^  (/»,  c)  =  M.^^,  ainsi  le  coefficient  M  est 
détermine  par  la  fonction  complète  II'  (n,  c)  dont  on  connaît  la  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  On  pourrait  de  même  dé« 
terminer  les  autres  coefficiens  par  les  intégrales  suivantes  prises  depuis  ^s=a 
jusqu'à  (p  =  ^  ^  : 

TiM  2  C  — dlpC0S2^  j^  2    r    d!pC084^  om/f  2   P dç  COS^ 

*        9fJ  (i+n  sm*  ^)A'        *       «■  J  (i  +»8m  W^  «"J  (i  +  »8m*^)A ' 

Mais  quoique  ces  intégrales  puissent  aussi  être  exprimées  au  moyen  des  fonc- 
tions de  la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  elles  ne  peuvent  guères  être 
utiles  dans  la  pratique,  à  cause  de  leur  complication  toujours  croissante, 
et  parce  qu'elles  contiennent  comme  diviseurs,  des  puissances  de  plus  en 
plus  élevées  du  paramètre  n  qui  peut  être  très  petit*  Il  faut  donc  avoir  re- 
cours à  d'autres  moyens. 

Observons  d'abord  qu'en  faisant  a  =  Y/.    .  ^xT*^  »  on  a  l'équation 

.       '  a"  =  1  +  3* cos 3© -4- 2** cos 4Ç  +  aa' cos 6^  +  etc. 

D'un  autre  côté  on  est  censé  connaître  les  coefficiens  A,  A.,  A.,  A3,  etc.^ 
qm  satisfont  à  l'équation 

—  =s  A  —  3A,  C0S2Ç  4-  4'^«^os4?''— '6As  cos  6^ -+■  etc.  j 

il  ne  s'agit  donc  que  de  multiplier  les  seconds  membres  de  ces  équations  et 
d'égaler  le  produit  à  la  suite 
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A  (  M  —  aM,  cos  s^  H- 4^  co»  4?  —  6M«  cosôç -4- etc.  ) , 

dans  laquelle  k  =  )/(  i  -j-n).  Ce  produit  convenableiiient  disposé  donnera 
les  valeurs  suivantes  des  coefficiens  que  l'on  dberche 

AM  ==  A  —  mA,  H- 4*»A.  —  6*»A,  4- 8«<A4  —  etc. , 


f*(A:M+A 
l--aA.4- 


4aA,  —  6a* As  4-  Ba'A^  —  etc. , 

^      '      1+  4A.  —  6aA, + ^«•A4  —  10  ««A»  +etc. , 

6kM  s=  f **  ^*^  4-  A)  —  3ct*A,  -♦-  4aA. 
'      (.—  6A,  +  8« A^  —  1 0  a'A,  +  etc. , 

a*  (*M+A)—  aa'A,  +  4«»A.--6ciA, 


gLM  —  J**  (*M+ A)  —  a«'A,  +  4«^ 
*""l-t-«A4  —  lo  C1A5-4-  13  *'A, 


etCwy 


etc. 


La  loi  de  ces  expressions  est  très  facile  à  saisir;  d'ailleurs  connaissant  déjà 
les  coeffiâens  A  ^  et  la  ootistante  a  étant  tonjours  une  fraction  aase^  petite, 
il  est  clair  qu'on  pourra  prolonger  indéfiniment  le  calcul  de»  coefficient  M, 
sans  craindre  de  multiplier  les  erreurs  ;  avantage  qu'on  ne  ponirrût  peut-être 
obtenir  par  aucune  autre  méthode.  On  aura  donc  avec  toute  la  précision 
nécessaire  le  développement  de  la  Smclion  II. 

^37.  Remarque.  La  forme  sous  laquelle  nous  avons  mis  ci- dessus  (aaS) 
la  valeur  de  A*,  conduit  immédiatement  à  cette  formule 

log  ^  =  1(^  (  I  +  c**)  —  c*  cos  2^+j  c'»  cos  4^  —  j  c^  cos  6ç  +  ^te- 
ll en  résulte  que  n  étant  un  entier  quelconque ,  l'intégrale  fdp^  cos  2np  log  -^» 
prise  depuis  ^  =s  o  jusqu'à  ^  =ï  ^  ^ ,  a  pour  valeur 

Jd(p cos2»  <P log  ^  =  ^  (—  c*)«. 

Le  cas  de  a  ^o  ferait  exception ,  mais  il  se  résout  directement  par  la 
formule 

yk(plogi=^log(î4-c«); 

et  parce  que  les  puissances  paires  sin**  ^ ,  cos*"  ^ ,  peuvent  se  développer  en 
.cosmos  des  multiples  de  2^ ,  on  aura  ausai  les  inté^rs^  suiwnt»  priaea 
entre  les  mêmes  limites  : 
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/^co8*flogi=î[log(i4-c-)-£]. 

/rf^  sin*  ^  log^  =  J  flog  (i +C»)  +  £] , 

y^^  cos<?> log^  =  ^  [^3  log  (£ -f  c»)— 4  ^  4-  jj , 

/rf<psin*<p  logi=  J  [31og(i  +  <^)+4  f  +  j]. 

yiiç  cos» <p  log  ^  =  ^  Qi o  log  (  1  +  C)  —  1 5  I  +  6  ^  —  ■£] , 

ydlp  sin» ^  logi  =  ^  Qo  log  (i  H-C)  +  i5  I -H  6  j  +  ^3. 

etc. 
On  trouverait  de  même  la  valeur  de  Rntégrale  J  «ilp  sin"^  cos""^  log  ^. 


w»^»^»»^»^^v^)^»^»^»^/^^<»»»^^v»»^)^<^l^wwl^^^^w^<»^ww^»»»ww<^l^w^^ 
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■tf 

^ar  dwerses  suites  et  intégrales  définies ,  dont  les  valeurs  peuvent 

être  assignées  p€u:  les  fonctions  eUipiiques. 

Li  E  s  formules  que  nous  avons  rassemblées  dans  ce  chapitre  étant  très 
nombreuses,  noua  avons  cru  deimr,  pour  plus  de  clarté ,  les  ranger  «ians 
ime  table  générale  divîaée  en  tcîae  casea  qui  ferment  aotaDl  de  taUes  par^ 
culières.  Far  cette  dî^x)skîon  cm  aur»  Favantage  de  saisir  d^un  eoup-d'onl 
l'ensemble  des  résultats  et  de  retrouver  plus  facilement  les  formules  dont  on 
pourrait  avoir  besoin. 

CASE  I. 

339.  D'après  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case ,  si  on  fait 
sin*  ùê  ss  sin*  a  cos*  (p  +  s^^*  Csin*  ^ ,  on  aura  généralement 

/"^"'^'^^''^'^-^fi^  (siWit  €©s*(p4-sin*^sin*<p)-. 
BieHane  le  second  membre  sous  h  forme  sin*"^/2i^(i  —  k  cos*^)*,  dérelop- 
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pant  le  binôme  et  intégrant  chaque  terme  par  les  formules  connues,  depuis 
^=0  jusqu'à  (ps=:^7ry  on  aura  pour  résultat 

Le  second  membre  pourrait  encore  être  mis  sous  la  forme  -  X'  ,  X*  étant 
le  coefficient  de  or"  dans  le  développement  du  produit 

(1— •arsin*a)"'ï  (i  —  opsin'ff)""?, 
La  même^  substitution  donnerait 

/*  dtf  CCS  «f      ^___  /* cKp ^ 
MN  sin"-^       J  (sin*  #  cos»  ^  +  sin*^  «n»  ^)-^*  ' 

mais  celte  formule  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  débarrassée 
de  fractions.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  directement 

.    -  sin*  A  sîn*  C 

Sm*  û)  =  -r-; 1 ; .   ^^    .  l      , 

•8IQ*  ce  CO8  ^  +  sin* b  sm*  9  ' 

et  on  obtient 

l'intégrale  en  (p  devant  encore  être  prise  depuis  ^  ::=  o  jusqu'à  ^  =s  ^  ^nr. 
On  a  donc  généralement ,  quel  que  soit  n ,  cette  formule  remarquable , 

/•    dm  CCS  et      ___  I  /*d0  cos  «  sîn*""*"*  « 

MN  sin"-*-*  i»  ""  im^==^#  sin-+'C  V  MW  * 

■ 

CASE  IL 

339.  Les  formules  de  cette  case  sont  entièrement  semblables  à  celles  de  la 
case  I ,  ce  qu'on  peut  voir  d'ailleurs  a  priori ,  en  mettant  M  et  N  sous  la 
formeMss  v/(cos* a  —  cos* »),  N=  v^(cos*«— -ços^ff).* 

CASE  IIL 

a3o.  Cette  case  contient  six  formules  générales  fort  remarquables,  surtout 
dans  les  premiers  cas ,  qui  offirent  des  résultats  très  simples  et  très  él^ans. 
Et  d'abord  la  substitution 


sin*û» 


.« 


sin*«  sin 


in»C 


sin'flt  00s*  f  -f-  sin'C  sin*  p  ' 

'Widêf  008 


jionne  immédiatement  pour  la  formule  A"  =  /  — .  --»,?^—  9  cette  trans- 


CHAPITRE  XXXV.  aSt 

formée 

où  l'intégrale  doit  être  prise  de^=:o  à^  =  ^7r.  'Mettant  le  binôme  sous 
la  forme  sin*"T*€  (i  ^-i  cos'^)*^*;  développant  la  puissance  et  effectuant 
l'intégration  de  chaque  terme  entre  les  limites  données ,  on  a  ]a  valeur  de  A^ 
insérée  dans  la  case  III. 

De  cette  valeur  se  déduit  l'intégrale  B*",  par  le  seul  changement  desince 
en  cos  €  et  de  sîn  €  en  cos  cl. 

Par  la  substitution  sin*  cù  =  sin*  a  cos'  (p  +  sin'  S  sin*  ^  ,  l'intégral© 
fM^dû)  cos  01  sin'"^^  œ ,  désignée  par  C" ,  prend  la  forme 

C*"  =  (sin*  €  — •  sin'  tt)^  fdp  sin*  ^  cos'  <p  (  sin'  a  cos'  ^  +  sin'  &  sin*  ^)"*^ , 
de  sorte  qu'on  a  en  générât 

C"  =  sin'"-'  a  sin*—'  € .  A". 


A  l'égard  des  intégrales  désignées  par  D",  K"*,  H",  il  est  aisé  de  vé- 
rifier immédiatement,  sans  transformations,  les  équations 

D"  =  D'"-'  +  A",  R"  =  K'— '  H-  B",  H"  =  H'—'  —  C"  ; 

ainsi  tout  se  réduit  à  connaître  la  valeur  de  D^,  qui  est  la  même  que  celle 


de  R*  et  de  H*  :  or  on  trouve  aisément  D*  :=: cos  f^— .ce). 

Si  on  proposait  de  trouver  une  intégrale  telle  que 


/•    MNdâP  r 

-r—- r=r-  OU    /  - 
sin*"i»cos*'"*        J  SI 


sin**"^'*cos*'"'*"'*' 


il  faudrait  simplifier  son  dénominateur  par  des  opérations  successives ,  au 
moyen  de  la  formule  -t-t -r-  =  -r-r-  -4-  — r-.  Soit,  par  exemple,  l'in- 

tégraleP=  /-r-3 5—:  on  aura  par  deux  applications  djC  cette  formule 

J  sin^ i»  cos^m  *"^  J  sin 4t  cos* m^^  J  sin»  cos^ #       •/  sin^  •  00s  #  ' 

ou  en  d'autres  termes ,  P  =  K*  -j-  R'  +  D'. 

Nota»  Les  résultats  contenus  dans  ces  trois  premières  cases  sont  exprimés  en  quantités 
purement  algébriques,  et  ils  n'appartiennent  proprement  k  ce  chapitre  que  parce  que 
leur  usage  devient  nécessaire  dans  quelques-unes  des  cases  suivantes. 
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CASES  IV  et  V. 
201.  Si  Ion  tint  sin*  a=  -r-j> .^  ,    .  , — r-— ,  c'=i  —  -— ^--.   ou 

sin  y  '^.      ^  I  •!•  •       1.  1  C08  C 

C  =  -i-f  3  y  étant  un  angle  auxiliaire  tel  que  cos  j'  =  -'—  ,  on  aura  en 
général 

yMN8m'"â»  C08«81IlbJ     A    ^        ■  •' 

L'intigrale  eu  ^  devant  être  prise  depuis  9=0  jusqu'à  ^  =  j 'sr ,  on  voit 
que  cette  intégrale  pourra  toujours  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques 
complètes  F^  (c) ,  E'  (c) ,  au  moyçji  de  la  formule  de  réduction  que  noui 
avons  rapportée. 

La  formule  générale  de  la  case  Y  se  déduit  de  celle  de  la  case  ÏV ,  en 
mettant  ^  "tc  '^*€  au  lieu  de  «t,  et  7  ^tt  —  et  au  lieu  de  ^ ,  ce  qui  ne  chai^ 
point  la  valeur  du  module  c,  ni  par  conséquent  celles  des  fonctions  com* 
plètes  F"  (c) ,  E"  (c). 

Les  formules  de  ces  deux  cases  serviront  à  trouver  en  général  la  valeur 

des  intégrales  /tjjj  tang"û>,  /^jj  cot"a  et  aussi  celle  de  Fintégrale 

^^  .  „ '—  ,  puisque  ces  diverses  intégrales  peuvent  être  décomposées 

en  une  suite  finie  de  termes  compris  dans  les  cases  lY  et  Y. 

CASE  VL 


/i 


23a.  La  même  substitution  dont  on  a  fait  usage  dans  les  deux  cases  pré- 
cédentes donne  la  formule 

/cU  sîn**  é»  ^^^      8in**  a      p  d^ 

MN       "^  co6«  sinC  J  (i  —  c*  c(w*#  8!n*^)*A  ' 

intégrale  qui  doit  toujours  être  prise  entre  les  limites  <p  ss  o ,  ^  =  ^  v. 

Cette  intégrale  peut  en  général  s'exprimer  par  lea  fonctions  complètes 
F*(c),  E*(c),  n*  ( —  c*  cos*  a,  c),  au  moyen  de  la  formule  de  réduction 
rapportée  dans  la  case  YI ,  formule  qui  eçt  déduite  de  celle  de  l'article  9. 
On  peut  aussi  substituer  à  U  fonction  de  troisième  espèce  n\  sa  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  donnée  par  la  formule 
du  n*  T16;  cette  valeur  est  (en  supprimant  le  module  c  commun  k  ces 
fi^notioaa  ) 


iMrm 
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Si  on  observe  ensuite  que  d'après  l'équatitm  xssb  tang  (^ft-^i)  lang  € , 

on  a  (n'6o) 

F(i*  — a)  =  F'-.F(e) 

E(i7r  — a)  =  E' —  E (€)  H- «•co»«  sin C, 
k  valeor  de  II'  pourra  s'exprimer  ainsi  : 

n'C-c-  cos'a)  =  ^^P+'-i:^[E'F(C)-F'ECe)]  ; 
de  sorte  que  les  intégrales*  de  la  case  YI  ne  dépendront  que  des  fonctions 

,FsESF(^),E(ff}. 

!i33.  Le  cas  de  tf  =  o  mérite  d'être  développé.  Alors  on  a  immédiate- 
ment 

/Ar  8În*  #_^__  /•         dàsinif 
TÎN  J  t/(C98»#  —  cos»"?)* 

Soit  ces  «  =  ^^,  on  aura  la  transformée  l—^=s  ^  £  (        Î'^M,  dans 
laquelle  il  faut  &ire  ^  =  ^,  ce  qui  donnera 

Ce  résultat  se  déduit  également  de  la  formule  générale 

rf?!;i™!j:  ==  ?i^  F' +  E'F  (0  -  F'E  (Ç)  ; 

mais  pour  cela ,  au  lieu  de  faire  a  =s  o ,  nous  fefens  asite^i  désignant  un 
arc  infiniment  petit.  On  aura  alovs  c*=  i  -^€*  cot*^^  &=?€  cot  6, 

E(«)  =  sintf  +  54l±^^_|-.C. 

De  là  on  voit  que  F-^^  —  E(ff)jF*  s'évanouît  lorsqu'on  fail  3=so;  on 
a  en  même  temps  E'  =  i  et  F(e)  »  i  ^(^^'^- Ainsi  le  accoadmtobrc 

de  l'équation  précédente  se  réduit  à  t-^("-^--?)>  c«  q»i  est  ïe  résultat 
d^jà  trouvé. 

à34*  Lorsque  a  est  égal  à  la  quantité  infiniment  petite  (,  k  Sitmtioà 
ÏV  (— c*cos*a)  représente  l'intégrale 


Il   II  «   I 
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prise  depuis  ^=0  jusqu'à  ^  =  i  tt.  On  voit  donc  que  celle  intégrale  se 

réduit  dans  ce  cas  à  ^^^  JCQ      ^'%)>  formule  qjii'il  serait  assez  difficile  de 

vérifier  par  l'intégration  directe 

Ce  résultat  suppose  que  C  n'est  pas  lui-même  infiniment  petit  ;  car  si  C 

était  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  on  aurait  a'=  i  -^s>^=?f 

E  (Ç)  =  F  (^)  =  £ ,  et  la  formule  générale  donnerait 

ï/(8in»  m  —  sin» a).  i/(8m*  Ç—  sin»*  m)         ^^    ^^^' 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  eflfet,  puisque 
a  et  f  sont  infiniment  petits,  la  variable  o),  toujours  comprise  entre  ces 
deux  quantités,  est  aussi  infiniment  petite  ;  ainsi  l'intégrale  dont  il  s'agit 
est  la  même  que 

Soit  «•  =  a*  sin*  ^  •+•  b*  cos*  ^ ,  et  c*  =  i  —  ^  j  cette  intégrale  devient 

fQd^  V^{\  —  c*  sin'  (p) ,  ou  ffE  (c,  (p) ,  dans  laquelle  faisant  ^  s=  -j  ^ ,  on  a 
pour  résultat  ^E'  (c). 

CASE  Vit 
^35.  Considérons  la  double  intégrale 

z=rr  àpdq^mp     

J  J  cos*p  4-cos*  m  sin*  p  cos'  q  +  cos*  C  sin*  p  sin'y  ' 

dans  laquelle  les  limites  de  p  ,  ainsi  que  celles  de  q  doivent  être  o  et  x^^ 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  9,  on  aura 

fljp  8În/) 


Ui 


^^i^mm»- 


|/(co^p  +  ces*  *  sin*/)) .  V^(cos*p,-J-  cos*C  sin^p)  * 

Soit  tf  >  a,  et  cos  ;?  =  cot  f  lang  ^ ^  si  l'on  fait  c?*  =  i  —      ^g,  on  auca 
la  transformée  ^ 


a  cos  A  sin 
laquelle  doit  être  intégrée  entre  les  limites  ^  =  o ,  ^  =  f  ;  on  aura  donc 

2  cos  «  sin  C       V  '     «^ 

Faisons  maintenant   les  intégrations   dans  un  ordre   inverse ,   et  soit 
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pour  cet  effet  cos  pz=iXj  cos^a  jcos^g  -f*  cos*^  sin*  q  :^  cos*  cû  ;  nous  aurons 
d'abord  à  intégrer ,  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i  ,  la  différentielle 

dx dx 

...  -  _  .  •      . 

L'intégrale  est  en  général  -? arc  tang  {x  tang  cù)  y  et  en  faisant  :rss  i , 

elle  se  réduit  à  -: :  on  a  donc   — 

sm  m  cos  •  ' 

J  Sinm  C08<lr      

Mais  d'après  l'équation  cos*  a  =  cos*  a  cos*  q  *f*  cos*  C  siu*^  ,  on  trouve 
successivement  •  --  .      : 

(cos* a  —  cos* €)  dçsmq  cosq z=zdcù  siu 00  cos ûi, 
sin  ç  •  v^(cos*  a  —  cos*  b)  =  v^(sin*  ^  —  sin*  a) , 
cos  q  .  v/(cos*  A  —  cos*  6)  ss  V/(s\fi^  ff  —  sin'  ûê)  j 

^                       ,        dm  sin  #  0O8  « 
d!jr  =  — — -Lm — , — j. 


|/(sin*# —  sin*  •)  -  ^%m^C  —  8iii*~«) 

Donc  enfin  on  a     ' 


7_  f ^ 

J  ^/(sin*  •—  sin**).  V/(sin*e  —  sin'«r)  ' 


les  limites  de  l'intégrale  étant  û^  =  a ,  a»  =  ^. 

G>mparant  ces  deux  valecrps  de  S>  on  a  la  formule, Remarquable 

^(sin*  m  —  sin*«) •  ^(sin*C  —  sin*  •)  ""^  '  2cos  «  sin C     "  ^  '    ^  ^ 

c'est  la  première  de  la  case  YIL  . 

a 36.  Considérons  maintenant  la  double  intégrale 

dpdq  s\np  co&^p      — . 


^       " 


A 


^-//; 


*.  I  » 


<x>s*p  +  cos*  rt  8in*p  cos*  y  +  cos*  ff  8in*/>  sin*  q^ 

qui  aura  également  pour  limites  p  =  o^  p:ss^T)  ^=0,  ^:s:^^.. 
Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ^,  on  aura 

aj    \/(  cos*p  4.  cos*  m  sin*/>  1 .  |/(  CQS*p  +  cos*  ff  8m*/>y 
Soit  toujoùfs  €  ^  a'^^AM^tsscàtC  tang'P^y  on^aura  la  transformée 


ry ^        cot*C.  / rd^Unf^p 

K  "'      "*"  2  '  cos  «  sin  «y  A        ' 


t  « 


d'où  résulte,  après  avoir  fait  9=3^> 
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•iaC 


Revenons  maintenant  à  la  double  intégrale ,  et  faisons  comme  cî^leasus , 
co8p=iXy  cos*  «  cos*^  ^ 008*  €  siKt* ç'  =«  006* ûi,  notis  aurons  d'abord  à  inté- 
grer depuis  JC  =  o  jusqu'à  a:  =  i ,  la  différentielle 


x^dx 


cos*«  +  **iiii*»' 

L'intégrale  de  celle-ci  est 


cot«i  /  % 

:-^-  arc  tang(a7tang  «). 


-  -  •   • 
Faisant  x  s=  i ,  cette  quantité  se  réduit  à r-; ;  on  a  donc 


Substituant  la  veriettr-de  dç  tn  feacÔon  de  ty,  il  vient 

rp       /*         '  (i  — #cot#)<facol# 
'^J  ï/Csin^^f—  sln*  et),  v'fsin^e  — sm»#)' 

Si  on  compare  maintenant  le»  deux  valeurs  de  T^  on  aura  cette  seconde 
formule 

|/(sîn»#  — 5m**).l/(8În»C— sin«#)  ^  asin^-sinC  Lcos*  ""^^^^     -^  J* 
On  a  d'aillçiaicft  dan^  la  case  II  ^ 


/^ 


MN  asin^sin^' 

donc 

MN  asin^smC  vsm«         /      asujiainC     ^    '     >" 

r|=t ,  on  en  déduit 

/mdm       ir  /sin  C  \ 

MNsm*-^~        a«iB#riiiCVgbiii        V 

c'est  la  seconde  formule  (le  la  Cise  YII. 

337.  Si  on  prend  la  différentielle  de  la  quantité    .  ;,^,     ,  on  aura 
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sin'*  # 


'  MN 


(2»  «^  i)  (i  +  8m*<i  4"  8În*C)     #c?#        (2»—  2)  Mi« 


Intégrant  de  part  et  d'autre,  et  observant  que  le  {premier  membre  e^t 
zéro  aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  désignant  de.  plus  par  Z**  l'intégrale 


fl 


on  aura 


o 


(  2n  +  1  )  sin*  *  sin'  ^Z'***  s=  2/}  (  sin*  et  +  sin*  ^  4-  sin*  «  sin*  ff^  Z*" 

—  (2n  — i)Ci+8În*<«  +  sln»e)Z*—*" 
+  (a/i-^a)  Z*^*  —  A-, 

A**  étaot  l'iotégrale  f  — .  „^;  -^  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  111. 

Cette  formule  servite  à  trouver  Z^  paf  le  moyen  de  Z'  et  Z^,  qui  sont  les 
deux  premières  formules  de  la  case;  on  aura  ensuite  Z*  par  le  moyen  de 
X^,  Z*  et  Z*;  et  siiisi  des  autres* 

CASE  VIIL 

938*  Si  dans  la  aooonde  formule  de  la  case  VU,  on  met  î^-~â>,  j^— C, 
^^r-— a,  à  la  place  de  ev,  a,  ^,  respectivement ,  ce  qui  ne  change  rîrib  ati 
module  c,  on  atira ,  en  prenant  toujours  l'intégrale  depuis  œzsza  jusqu'à 

/*(i,r~#)d»_ir(eo8C  — cosii)    .  »         y.      x^^a) 

Mais  par  les  formules  de  la  case  y>  on  a 

I         r      dm         ^^^  ^  1?*  ^  ^  .1_        «''sinC        Pi  /  \ 

•'^jMMowy"  acoi-sittC^  ^^^'*"acof*co8»C  ^  ^^-'• 

De  plus,  les  angles  ^^«^-^^^^^^  satisfaisant  à  l'équation  ià=£  tàng(j^«r^)tioigC, 
on  a,  (art  60), 

E*  (c)  — E  (c,  i^r— *)=  E(<?,  f  )*-Cco8«sin  C. 
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De  là  on  tirera 

MNcos*#"~     2coi'#cosff       •'acosiiSÎnC     ^   '     '       a«©s«co8*C     ^    '     '' 

c'est  la  seconde  formule  de  la  c^se  YIII. 

:i39.  On  peut  trouver  cette  formule  d'une  manière  plus  directe.   Pour 

cet  eflPet,  si  Ton  diflTérentie  la  quantité' -r ,  on  aura 

'                                                             *                      8in«C0â«r' 
di-r }  =  -7 OOS*  et  COS*  b  .  TTÎS T" 

\8m«cos«/       8m«co8«  MNcOd*«    • 

+  sin* a  sin'^  .  ^^^  .  ,    +  (cos*a -f- cos*^  —  i) 55=. 

Intégrant  de  ^part  çt  d'autrie  et  observant  que  le  premier  membre  est  nul 
aux  deux  limites  del'intégrale,  on  aura 


/    • 


cos*a  cos*  b  Izrr^ — r-  =  / -: +  sm*a  sm*b  /^^^  .  , 

Substituant  les  valeurs  des  intégrales  données  dans  la  case  YII,  et  celle  de 

/-: —  donnée  dans  la  case  III ,  on  retombe  sur  le  même  résultat  que 
8m«  cos«  ^ 

nous  avons  déjà  trouvé. 
^^o.  PouL^tenir  les  autres  résultats  jde  la  case  YIII,  il  faut  difiërentier 

la  quantité  * — sr?r~  î  ^  V^^  donnera 

"+  2n  (co8*a  4-  cos*  ^  +  fcos*  «t  COS*  €)\j,^  * 


AM 


—  (2/1 —  1)  (i*4- cos' a -f- cos*tf) 


étdét 


MN  CD8"-»  «r 

\^^       V  MNco8"-4** 

'    '  '  •     '-  .    .  •-  '  .   ,T  . 

Intégrant  de  part  et-  d'autre  dans  les  limi tels  données,  et  désignant  par  U^ 

Tinl^mle  F'^rras — ^^p=,  on  aura  la  formule  générale'de  réduction  rapportée 

dans  la  case  YIII.  Cette  formule  donne,  en  faisant  n=  i  ,  la  valeur  de  U^ 

ou  /.^  " .    :  ensuite  on  obtiendra  de  même  U*.  L",  etc. 
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Si  Ton  fait  e»  =  o,  on  a  c^i  ,E(C)=9inC ,  F{Ç)=:ijC(j^^i 

tes  substitutions  faites  dans  les  deux  premières  formules  de  la  case  ^  4oppeiit 
les  deux  corollaires  qui  terminent  cette  case  ;  au  surplus ,  le  second  de  ces 
corollaires  sa  ^^ontredînctement^  au  mo^en  d«  l'intégration  ^^r  parties. 

CASE  IX. 

a4i«  G>nsidérons  maintenant  la  double  intégrale  suivante,  prise  entrt  les 
mêmes  limites  que  ci-ijessu3 

^  ^_     /y* Jpdq  sin/>  cos*^       * 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  i  p ,  puib  f»r  rafqiorlf  à  q^  on  tMuw 


cette  int^rale  étant  prise  à  l'ordinaire  depuis  a»  ==  a  jusqu'à  e»  =  f . 

Si  <Qii  £ût -le$  âfatiégvatio9SC  dans  Pordte  înver9ey  et  que  pour  iatégref  par 
rapport  à  ^ ,  on  applique  la  formule 

r  dqcos^q  _        i^       /  By 

J  A*cos*j  +  B»swi*y        A*— B'\         A/- 
qu'ensuite  on  fasse  cos^  =  a: ,  on  aura 

Y_.        i^       ,    /T"    dk       ;      rf^  y/Vx>3*g+^'8ip*g\"1 

8in*C — 8in*a  J  L-i  —  ;vap         i  —  jfi  *   y   \C08*ii+jF*sm*«i/J* 

Cette  tnt^rale  dok  être  prise  depuis  x=:o  jusqu^à  ^s:  i  ;  mais  il  faut  des 
précautions  particulières  pour  éviter  les  infinis  qtie  l'on  rencontrerait  en  in* 
tégrant  séparément  les  deux  parties  de  la  quantité  sous  le  signe.  Yoici  l'a- 
nalyse qu'il  convient  de  suivre  pour  cA  c^j^t ,  toaljne  qui  «al  d^ailleurs 
indiquée  par  la  théorie  des  fonctious  elliptiques^  i.  ,. 

Supposant  toujours  ^  >  a ,  sôît  c  =  co* €  tang^ ,  c*  =  ^  — #  ^^^  ,  ou 


-r-5 ,  on  aura 


tang' 


d%         //C08*  C  4-  «'  8in"  C\  cos'  C  d^ 

V       sin*  ç>r 


COi*C 


L'intégrale  de  cette  quantité  est ?— >  .  nf  — -v-r-i).  Mais  cette  fonction 

^  ^  cos  4  fin  %        \      sm*  6/ 

ayant  son  paramètre  négatif  et  |4uâ  f rjiod  que  l'unité ,  il  importe  de  la 

T.  I.  37 
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changer  en  une  autre  dpnt.le  paramètre  soit  plus  petit  que  c^  ;  c^est  ce  qpt 
se  (era  par  la  formule  du  n^  52  ,  laquelle  donne ,  en  faisant 

r  =  cot  b  CCS  >  •  — ^  , 

nf— ^V,)  =  F-n(~sin«>)H-^5«i  log  l^\ 

Multipliant  par r— a ,  et  observant  qu'on  a  cos  €  =  cos  a  ces  > ,  il 

^  *^      C08  •  sm  b  '  ^  ^  ^ 

vient 

Donc  en  appelant  Y'  Fintegrale  indéfinie, 

rr    da      _^      dx         //C08*  C  +  y*  rin*C\-| 
j  Li  —  «4r         1  — *«  V    \oos*«  -4- jp»  sin^ii/J  * 


on  aura 


,  r =1  log(i±^)- 1  log  (1±5+ cot  C  cos  ),  [- F  H- n  (  -  .in*>)), 

les  fonctions  F  et  II  ayant  d'ailleurs  le  module  commun  c  et  l'amplitude 
commune  (p. 

La  partie  de  cette  int^ale  affectée  de  Ic^rithmes,  peut  se  mettre  sOus 
la  forme  ^ 

d'ailleurs  en  substituant  la  valeur  de  r  et  celle  de  a?  en  f ,  on  trouve 

Donc  on  aura  indéfiniment ,  quel  que  soit  ^ , 

Mais  lorsqu'on  fait  xss  i ,  on  a  f  =  ^ ,  r  =  i ,  A  =  cos >,  et  la  valeur  de 
y  devient 

V'=i,^i4-sin*tf  — sin»a)  +  cotgcos>[— F(c,e)+n(— sin*>,c,C)]; 

cette  valeur  étant  trouvée ,  il  en  résulte  une  seconde  expression  de  Y,  la- 
quelle est 

V—  i  **  V^ 

8m*C— tin^d 
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Comparant  les  deux  valeurs  de  Y,  on  a  enfin  oe'rësultat  renuirquable  '' 

/««^v/dSëS)  =  j  ^(.  +  sio.  e-  si.- .) 

,   19  shk  y      -  cos  C 

OU  Ion  a  c  =  -T— y,etcos>  = • 

a4a*  U  ne  sera  pas  inutile, de  faire  voir  comnaent  on  peut  parvenir  à  ce 
résultat  par  une  route  fort  différente.  Pour  cet  effet,  appelons  Z  Tintégrale 
inconnue  9 

/'    -       //8in^#  — sin^4i\ 

prise  depuis  cùs=z  cl  jusqu'à  â)  s=s  Cj  on  aura  (  pareç  que  la  quantité  sous  le 
signe  est  nulle  à  la  première  limite  de  l'intégrale  ) , 


Cmdm  X  9r  sin  «  ti  /      â»\ 

sin  et  cos  A  /  -ttm  =  "^  — ^->  F  f  C,  b j . 
J  MN  a  sin  b      v  '    ^ 


tiZ  .    r^àm  X  9r  sin  « 


Réciproquement ,  Z  pourra  se  déduire  de  l'intégrale  suivante ,  prise  par  rap- 
port à  a, 

Z  =  -^>/—  ^  sin  «F  (c,  e). 

Il  s'agit  donc  de  trouver  l'intégrale  f —  d<t  sin  cl  F  (c,  ff)  que,  pour  abr^er, 
je  désignerai  par  IJ  \  mais  comme  F  (c,  f  )  lui  même  peut  se  mettre  sous  la 

forme  l  .,  \  .  ^  -x ,  pourvu  qu'après  l'intégration  on  Tasse  ^  ==  f  ^  on 

pourra,  dans  cette  supposition,  écrire  ainsi  la  valeur  de  Z', 

«, çr  —  i/f  Al  gin  •    '       rr  —  rf^asini*  cosa 

JJ  ^/(i— c*sm*f)       JJ  t/(co5*9  cos^ «  +  cot*C«ia*(p  sin* «)' 

Prenant  d'abord  l'intégrale  par  rapport  à  «,  on  aura 

/dyV^(co8* ^  cos* # -f" cot'C  sin* ç  sin'^) f^cosm.  ù^dç 
cos*f  —  cot*C8in*f  y  sin*^» 

'  .  •în*ff 

6În*> 

et  parce  que  c'  =  -7-;^,  cette  intégrale  devient 

•   cosa  sin*7F-4-cos«cos*>nr ^T^* 

Mais  j'observe  qu'à  l'intégrale  prise  par  rapport  à  «,  il  faut  ajouter  un« 
constante  O'  qui  pourra  être  fonction  de  Ç)  et  de  C  ;  ainsi  en  supposant 
f^d^  =0,0  étant  une  fonction  de  f  et  ^ ,  laquelle  deviendra  fonction 

37., 


\ 


:igig  tONOnOm  ELUPTIQUES, 

de  6  Mob  lorfqa'aii  fera  9  s=r  f  ^  il  vient 

2'  =  cos  *  »m*>^Fj^4:QS  a  cos*  j^IIp—  -^-Tg)H-  •• 
Substituant  la  valeur  de  Q  T— -  -^-i>J  doonée  dans  l'art,  a/^i^  on  aura- 

et  par  conséquent 

z  =  !!l^p — :^f2î!^n(-sin*>)+?^r— -^  +  r^ff 

Mais  on  a  J^(i^A  =  ;  -^(i  +r)  —  7^(f  —  r*);  d'un  autre  cdtrf, 
la  valeur  de  r  donne 

A^  ntr  b  006*^    ' 

et  par  conséquent 

■^yri—f^  — '   //'—«a'y^^'fN   >  «^  ^/ainf C ^ »in>y\ 
î-^'       '^^  4^ Â^ ;  +  4A  «in-CcoB^f  > 

Réunissant  la  partie  —  %£\    ,  ,7"^^^—) avec  la  fonction     T  >0,  comme 


ne  faisant  ensemble  qii'uoe  seule  fimelion  de  ^  et  de  Ç ^  laquelle,  après 
avoir  fait  ^  =  ^ ,  devient  une  fonction  de  €  seule  et  peut  se  désirer  par 
4  (C)  y  on  aura  enfin 

m 

ac  rrr?  F ;->  n  ( —  sm* >)  —  i£( i  +  sin^C  —  sm*  à) 

Pour  déterminer  la  fonction  arbitraire  4  ^  ^^  ^^  fm^r  d'un  ôas  particulier; 
or  lorsqu'on  fait  f  =  a  ,  fintégrale  2  prise  depuis  a»  =±:  dt  jusqu'à  a»  i=  ^^ 

doit  être  nulle.  Ainsi  on  voit  que  la  quantité  4  (^  +  -  £^  ^^  réduit  k 
xéro  et  qu'on  a  simplement 

—  7  /*( I  +  sin* ^  —  sin* a). 

Cette  formule  s'accorde  avec  celle  qu'on  a  trouvée  dans  l'art,  i^i^  car  elles 
flrtîi£mt  tontes  (ïeui  h  réqtrâtion 
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a43.  ConûaiMaiit  l'intégrale/  |g<v^  qwî  rcvieM  i  m^€j  -^"'j"'  jjjç     » 

OQ  en  déduira  la  valeur  de  cette  dernière,  eomnie  elle  e»t  imérée  âanM  la 
table. 

Si  on  désigne  ensuite  par  V**  l'intégrale  /  — r™ — ,  et  qu^ayant  diflTé- 

rencié  la  quantité  cdMN  cosof  sm^^'o^,  on  revienne  de  la  différentielle  à 

son  intégrale,  t)A  trouvera  la  fermnle  de  réduction  .•«... 

2/iV****  =  (a/ï— I )  (i  +3àn**+sin'Ç)  V"-t-etc,  domiée  dans  la  case  IX. 
Faisant  dans  cette  formule  n  =^  t ,  On  en  tire  Y^  ou 

/•-^^  =  i  (c  +  sln-a+sin-e)/î:^^ 

—  g  (sin  ^  —  «in  a)*, 

d^oii  résulte  la  formule  insérée  dans  la  case  DL.  On  connaîtra  eosuîtc  ka 
valeurs  de  V*,  V^,  etc.  par  la  formule  de  réduction. 

a44'  1^  *<^B^  4le  A  =:  G  fi)umit  plusieurs  œroUaires  rettar<{uables.  Alors 
on  a  e=7  i  y  y^^  € ,  A  =3  cos  ^y 

8În*  C  rr  dp  dp cosp      "1 

8in*C    ^i  +  sin  y\  sinC      ^^/i  HKwn^  8it>#\ 

2oos*C     \i — siuf/     '    2co?5      \i — sinffsin^/' 

Faisant  ^  =  6  ,  cette  formule  donne 

p         p sin^C     /o/HhfrafN  «nC^    ^/f  4'sin*g\ 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  j  Tzcodjûy  on  aura 

Cette  intégrale  se  réduit  à  *  .^^  lorsqu'on  fait  ?  =:=  -^  ^tT.  En  eflfet,  ,on  sait 
d'ailleurs  cpe  l'intégrale  l     T — -  ^  pràè  defnùs  a*  =s  o  ÎHs^a'à  »  as  |riir  ^ 


r 
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jûjà^doê^  qui  devient.  •  •  • .. 

/,,  \ ".    'v ,  cette  valeur  devient  indéterminée.  11  faut  donc  supposer 

C  r=^i  TT  —  € ,  €  étant  inâniment  petit;  mais  le  moyen  le  plus  simple  de 

déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  /  — ttt-t ^t-t—t  ,  est  de  remonter 

'  '        '  J  |/(8m*  •  —  an*  ce)  ' 

à  la  valeur  de  Y'  de  l'art.  !k^i  y  laquelle,  dans  le  cas  de  £^  7 9r ,  devient 

J  i—xx\  i/(cos* •  +  *•  sin»*V • 

Soit  X  =  cot  «  tang  ^,  on  aura 

y  8in«e+8in9  \i +taog^«tang^^/  ^» 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  a,  ainsi  en  fai- 
sant ^  =  a,  on  aura  V  =  ^(2  cos*  |  a),  d'où  résulte  enfin  la  formule 

TTr-r-i -rrr—x  =  -  ^(  I  +COS*).  {  / 

De   là  on  peut  réciproquement  conclure  que  dans  le  cas  où  Çs^tt— -€, 

€  étant  infiniment  petit,  ((qui  donne  c*=5 1  — €*tang*ft,  sin*  j^  =  i  —  — î-j-) , 
la  fonction  n(— sin*^^  c,  ^)  doit  se  réduire  à 

^log(i  4-oosa)  — 5^1og(i  4-cos*fl6)j 
et  par  conséquent  l'intégrale 

/ — , — ^ -. 

(co8*f  H —  sin*  ^ ) (/ ( cos' f  +  •* ^ng* «•  sin* ^ ) 

prise  entré  les  limites  ^  =:  o,  ^*==  r^r  —  «,  se  réduit  à 

cosalog(i  +COS  a)  — yCosalog(i  +cos'a). 
Nous  remarquerons  que,  d'après  la  formule  du  n""  ^34,  la  même  intégrale, 
prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  ^=f  ^,  a  pour  valeur  7  cos  a  ^(-^^-Y  ou 

cos  flft  log  (  I  +  cos et)  —  X cosalog  (  1  —  cos*a). 

Il  n'est  pas  étonnant  que  celte  seconde  valeur  sqit  plus  grande  que  l'autre, 
puisque  l'intégrale  est  prise  dans  une  plus  grande  étendue;  mais  ces  deux 
résultats  seraient  très  difficiles  à  vérifier  par  l'intégration  dir^cte^  et  ils 
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méritent  par  leur  singularité  et  leur  difficulté,  de  fixer  Tattention  des  géo- 
mètres. 

^46.  On  peut  néanmoins  trouver  assez  facilement  la  différence*  qu'il  y  a  . 
entre  les  deux  formules,  à  raison  de  la  plus  grande  extension  de  Tune  d'elles. 
En  effet,  pour  avoir  cette  différence,  soit  ^  =  |^^ — 6,  on  aura  à  intégrer 
depuis  6=0  jusqu'à  8  =:  € ,  la  difierentielle 

Soit  9  =  €  tang  atang%[/,  la  transformée  sera  _  'T^  »  ,j  >  et  son  inté- 
grale Tcosfl^^r  '  "T-^^^^I^Y  Faisant  à  la  limite  0  :=  €,  ou  4^=1^^  —  a, 
cette  int^rale  deviendra 

*  \I — cos*«/' 

résultat  qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  différence  que  nous  avons  trouvée 
entre  les  deux  intégrales,  l'une  prise  depuis  ^=0  jusqu'à  ^z=s^Ty  l'autre 
prise  seulement  depuis  ^==0  jusqu'à  (p^s^i^rc  —  i.  Au  reste,  on  peut  remar- 
quer que  la  formule  trouvée  art.  114,  se  rapporte  à  ce  genre  d'intégrales. 

CASE  X. 

347*  Considérons  la  double  int^ale 

dpdq  sinp  (  A  +  Bcos^jo ) 


f*f*       dpdq  siP 
•'•'  oôs*  p  +  sin* 


^\C0»*C  ^  CO^mJ 


dont  les  limites  sont  o  et  •^'TT  pour  chaque  variable. 

Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ^ ,  et  qu'ensuite  on  &sse  cosp  s:  x , 
il  restera  à  déterminer,  entre  les  limites  07=0,  â:=  i ,  l'intégrale 

Soit  Q^a  et  a;=s-r-^,  soit  en  même  temps  c=-T-^,on  aura, 

^—      asinC     J    aV    ^^S??/' 
d'où  résulte,  après  avoir  fait  ^^=z€j  l'intégrale  cherchée 

ZirCOSiiCOsff    AI?/        J»\     I     «"COSACOsC  Ti  rr«/        /»  \  r>  /        ^\-i 


'•* 


:mj6  fonctions  ELUPTIQIES , 

Faî^goi  maÎBteoaiit  les  intëgcatioos  dans  l'ardre  inverse,  et  pour  cet 
^ety  soit  cospzsix  et 

G08*b  CP8*«  COS*«r' 

nous  4njfOBs  d'abord  à  intégrer  la  diffiérenlieUe 
Son  intégrale,  prise  à  compter  de  or^^nso^  est 

si  ensuite  on  fait  JC  =  i  et  qu'on  appelle  V  le  reanltat,  on  aura 
y==--Bcot^ey  +  (Asin^a>  +  B)-ggJ-^/'f' "*"'!* ''Y 

'  '    ^  *       ^  asm*      M^-iui*/ 

Gela  posé,  la  valeur  de  Z  étant y^€£^,  il  fiindra  dans  cette  formule  substi- 
tuer la  valeur  de  déf  en  fonction  de  û»  :  or  de  l'équation  supposée  on  tire 
successivement 

( sin'ff  —  sin' a) sin*y  ss  ^j-^  (oos'  w  —  cos' €) , 
(  ân*C  —  sin* a) cos»^  ==  ^^  (cos*  a  —  cos'a), 

(  sin^Ç  —  sm' a)  ^  sin  y  cosy  =  cos*  et  cos*  6.  ^^  , 
,   ,^_  * 008 flt^ot^ .  rf»  taag# 

Donc  enfin,  si  on  ^t  pour  ak^er^  TM[=  v^(8in*  a  —  sin»«), 

N=</(«ï^'^— 8**^  «)>  Q  =  ^-^(,^8in*>  on  aura 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  «  =  «  jusqu'à  et=zC. 

a48.  Companat  eatte  eUes  le»  deus  vakvrs  de  Z ,  on  en  tire  ces  deur 
formules 

Ajoutant  à  la  seconde  formule  la  valeur  de y-^^donnée  dans  la  case  I, 
on  en  déduit 


J  \8m«r 


CHAPITRE  XXXV.  ^97 

Nous  avons  ainsi  les  deux  premières  formules  de  la  case  X. 

Pour  avoir  eu  général  la  valeur  de  l'intégrale  f  ^  ?^^  ,  que  nous  dési- 

gnons  par  ?•",  il  faut  différencier  la  quantité  .  ^^^  ,  puis  revenir  de  la  dii- 

férentielle  à  l'intégrale,  ce  qui  donnera  la  formule  de  réduction 

(an  -f- 1  )  sîn*  a  sin'  ffP*^*  =  an  (  sin*  cl  4-  sin'  €)  ?•■  —  etc. , 

rapportée  dans  la  case  X;  et  au  moyen  de  cette  formule,  on  trouvera  suc- 
cessivement les  valeurs  de  P^,  P^^  etc. 

Quant  aux  corollaires  qui  terminent  la  case,  ils  se  déduisent  sans  diffi- 
culté des  formules  générales,  les  uns  en  faisant  f  =:^^,  les  autres  en 
faisant  A  =  o.  Il  suffira  seulement  de  faire  voir  ce  que  devient,  dans  le 
cas  de  «s=o,  l'équation 


/( 


O  \£^COt« 

sin» 


0^=rsrâïî[''(°'«)-^(°'«» 


Alors  le  second  membre  prend  une  forme  indéterminée,  et  pour  en  avoir  la 
valeur,  il  faut  supposer  et  înCniment  petit,  ce  qui  rendra  de  même  c  infi- 
niment petit.  Or  on  a  en  général 

et  puisque  A  =s:^(i — c*sin*(p),  si  on  rejette  les    infiniment  petits   de 
l'ordre  c*  ou  a*,  le  second  membre  seréduità  c*J^sin'^=-  (jp — sin^cos  ç) 
donc  en  faisant  ^s=b,  on  aura 

(Q— s8in#)rfi>co$#  «• 


/ 


91U  m  J  am  eus  •  ^        t  P  •     P  P\ 

=5-r-o =  7-r-?>  (  b  —  SIU  b  COS  b  ). 


CASE  XL 

Ckim  cos  •  sin'"  m 


:249-  Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  Ç —     Mm""   ^^  que  nous  dési- 

gnerons  en  général  par  Q*"^  il  suffît  de  changer  le  signe~*de  n  dans  la  formule 
de  réduction  delà  case  précédente,  parce  qu'alors  P"'se  change  en  Q'*, 
et  l'on  aura 

(2»  +  i)Q*î+*'=  anCsin'À  +  sin»^)Q*? — (an — 1  )sin»  a  sin*  ^Q"** + Hr, 
T.  I.  38 


agS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

« 

H*"  désignant  Hutégrale  / .  '■  ■ ^,  dont  la  valeur  a  été  dbn^iée  dans 

la  case  III.  De  là  on  tirera  la  valeur  de  l'intégrale  Q*^,  en  disant  n  =  Op 
puis  celle  de  Q^  en  faisant  /ï=l,  et  ainsi  de  suite. 

Les  corollaires  offrent  plusieurs  formules  remarquabics ,  mais ilsM  déduisent 
sans  difficulté  des  formule»  générales. 

CASE  XII. 

:k5o.  Pour  parvenir  aux  &rmules  contenues  dans  cette  case^  considérons 
la  double  intégrale 


~'JJ       «      I     •  «    /co«*^   ,  «in^^N' 


datis  laquelle  la  desx  variables  ont  toujours  pour  limites  o  et  7  «r 


Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  p^  et  qu'on  fasse  — —  =  — ^  -|- 


coa^y  I  mm^q 


cos*«' 


on  aura 


V—    <^*^<^^^     rodé»     //sitt*o  ^-»»m*#\ 
*'^siii*T— «in*  «  J    G08«  V  \sin*f  —  si|i*W/' 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  6)=;;ât  jusqu'à  A^c^sf. 

Faisons  maijxtenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse  :  )'int^;rale 
étant  prise  par  rapport  à  ^,  si  on  fait  co$ pz^zza:^  on  aujca 

"^ 2(siiri--sîa* «) J  I  —  «i L  C0S4I  V   \i— «*8in'ff/J' 

Soit  pour  abréger  y 

TL=.f-J^    et    ^^ggiÇ/Lf^   /(»-*: '!«;^\ 

J    I  — jfjc  cos«yi— **v  ^î — «*sm*C/ 

afin  qu  on  ait  V  ==    .  .  .^ ^<rN  (2l — ^Y  j.  Si  ou  Eut  ^sss-j-?!  et  c  =:  -r-?, 

on  aura  d'abord 

■^ cos  C      r     àd^ 


cos  a  êîa€J  sin*  ^  ' 


ou 


.  »?  n   eof«9i»(«/    A\  ^^         ain^^J^ 

ce  qui  donne  l'intégrale  indéfinie 


I  • 


/ 


CHAPITRE  XXXV.  299 

Mais  en  disant  rsrcotCcos*.^^^,  oo  a,  comme  au  u*  ^^\  ^ 

donc  «  t  ..        f    , , 

oos«8inC     '  smC  ^  ./    •    •      \|— ,-/* 

et  de  là 

•      \i  — */       •     Vi-^v       eo»«tamb       '        sixr£  ^  .  '^ 

Mais  la  parlio  J  Xf  ■_;■  y  ""  t  -^  "~"  J^  rédlirît,  comme  ci-dessus,  d'abord 

à  ^f--^-")  —  ï  *^{  'Z}'^0^  ensuite,  par  la  substitution  des  valeurs  de 
X  et  de  r  en  fonction  de  f ,  elle  devient 

»  ■  -  '      si        . 

)usqaerlà  îl  ne  £^a^t  ^ue*  de  Fintëgrale  indéfiaieu 
Maintenant  à  la  linûte  de  Fîntégrale  on^  ars9 1  ^  ^  =:=f ,  r;?;;  i ,  A=cosa, 

^    — î^ 2:=si  »|-tang*flt-{-tang*f  ;  donc  enfin  on  aura  pour  seconde 

Valeur  ^  V, 

a(sm-C-.m..)|  +i  ^(1+ tang-ct  +  tang'ff)  ( 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  V,  on  aura  la  formule 

Ajoutaort  FéqfiutioB  /  ■    ify^^  ==*     T^F  (^,  C),  on  trw»ve 


yi 


Chim 


•  f 


c'est  la  seconde  farmuls  de  k  case  XU* 

o5i.  Pour  avoir  les  autres  formules,  dé^gnons  eu  gênerai  par  T****"  Tin- 

38.. 


3oo  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


tégrale/jj 


-  ;  61  on  dmérencie  la  quantité ^ — :"  j  ^'  *ï^^  ^^  ** 


dîfiférentielle  on  revienne  à  l'îptégrale ,  on  trouvera  la  formule  ^ 

m 

an  cos'  a  cos^ffT*"**''  =  (a/z  —  i)  ( cos'  tt  +  cos'  €  +  cos*  a  cos'  6)  T"~* 

—  (2n  —  a)  (i  +  cos'  ot  +  cos* 5)  T*"""* 
+  (271  —  3)  T'"-« + B" , 

B*"  étant  Fintégrale  / ,„^/^  " ,  donnée  dans  la  case  III. 

Si  on  fait  n  =  i  dans  cette  formule  ,  on  aura 

2  COS*  oc  cos*  €T*  =  (cos*  fl(  4"  CO**  ^  +  ^^S'  A  cos*  b)    /  wjy    ■    ^ 

^Qdêt  cos^  «  ^^  TT  (cos  #  —  cosC)* 
MN       *^      ^coBm  cosà 

L'intégrale    f  — ^^        est  donnée  par  les  deux  premières  formules  de  la 
case  XI;  ainsi  en  substituant  sa  valeur,  on  aura 

« 

/*     QdêÊ     w  (sin*  a  cos*  C  +  sîn*  C  ces*  m)        C08*flt  ^  cos*g  +  cos*  ^  coai*C  /*  Q^ 
MNcosfi  8cos^«co6^C  "■  acos*«toos*C  JMNoo 


/ 


MNooM 


4sinbG0S*«        ^    ^      ^  4C08*«C08*b         ^    '       '^ 


c'est  la  troisième  formule  de  la  case  XIL 

On  déterminera  ensuite  aisément  par  la  formule 'de  réduction,  les  inté- 
grales T^  T%  etc. 

CASE  XIII. 

252.  D'après  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case,  si  l'on  fait 

^  I  —  sin*  ff  cos*  4  '11 

cos*  cù  s= r ^,  on  aura  en  général 

cos*  *         '  ^ 

/rf«  sin  W  cos'""*"' i»  1         /•II/  ••/»        m   f  \»  ^4^  =  0, 

d'où  l'on  voit  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  0' 

De  même,  si  l'on  fait  cos*  cù  c=  —    .  ,/.  7->  on  aura  généralement 

de  sorte  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  A. 

On  peut  4'ailleurs  observer  que  S  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  sphéri- 
que  rectangle  dont  (tel  y  sont  les  deux  côtés ,  et  que  dans  ce  triangle  A  est 
l'angle  opposé  au  côté  y  ,  et  7^  —  fl ,  l'angle  opposé  au  côté  a. 


CHAPITRE  XXXV.  3oi 

De  la  dernière  foralnle  on  déduit  les  deux  suivantes,  qui  s'expriment 
par  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  c  =:  sin  f  : 

— Pô — =cos->.y2?H. 

Si  dans  ces  formules  on  fait  ce  =  o ,  ce  qui  donne  £  =  ^ ,  A  =  ^  "TT  , 
Q=s  sin  â»  y  P=  y^(sin*^  —  sin*  â»),  on  aura  les  deux  suivantes  : 

Ces  intégrales  seront  donc  toujours  faciles  à  exprimer ,  au  moyen  des  deux 
fonctions  complètes  F'  (c) ,  E'  (c) ,  où  Pon  a  toujours  c  =5  sin  ^. 

Si  on  observe  d'aiUeurs  qu'on  a  généralement ,  lorsque  ^  =  7  ^ ,  (^) 

et  que  dans  ce  cas ,  £  s=  cos  ^ ,  on  en  conclura 

c'est  en  effet  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  substitution.  ••••••••• 

sin  ûi  =  sin  f  sin  9. 

De  là  on  voit  qu'on  a  généralement 

/^      dm  cos"  m        ^_^        j,  /j  f  dm  

V/(sm*C— 8m'#)  —  ^^       J  co8"ir  |/(sm*C  —  sin*  ii)  ' 

ces  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  a»  =s  o ,  eo  =:€. 

CASE  XIV. 
253.  Il  suffit  de  la  substitution  cos*  ai  = ^^rirTZj  P^^^  obtenir  les 

I  —  sia^  sin  p    * 

deux  formules  générales  comprises  dans  celte  case. 

(*)  Cette  formale  a  été  démontrée  art.  i^S,  mais  on  y  parrient  directement  en  faisant 
tangf  =:^ cot 4^,  car  alors  /rs^  •  ponr tranformée  —  -^  /rf^'^*""' (+) ;  w   cette 
dernière  intégrale  derant  être  prise  depuis  ^=iw  jusqu'à  4  =  09  est  la  même  que 
T^-  /dipA"*"*  (rt  prwe  depuis  ç= o  jusqu'à  f  =  ;  vw 


/ 


3o2  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Les  intégrale^  en  f  s'étendent  jasqu'ji  ^  =  f^j  ainsi  elles  s^exprimeront 
toutes  par  les  trois  fonctions  complètes  F*  (c),  E*  (c),  II'  (  ••— c*  cm*  tf  ^  c). 
Cette  dernière  peut  d'ailleurs  s'exprimer  en  fonctions  de  la  première  et  de 
la  d€isxième  espèce ,  au  moyen  de  la  formule  dtt  o**  1 16 ,  ijui  donne 

Si  on  a  7  s=s  f  V ,  ce  qui  donne 

^=:a,     P=rCOSû>,     Q=:  j/(l — COS'fll  ODS*»)  , 

les  formules  précédentes  ne  |>euvent  avoir  Uea,  parée  €[ue  la  v«4<BttF  de  cos^û» 
ne  peut  plus  être  représentée  par  la  formule  supposée.  Alors  on  a  l'inté- 
grale 

rpa.  r  dêÊ  CÙS^"--' êÊ  t  tÊ=Z  o , 

"'^J  l/(  I  — oos'«  ces' •  )*  l#=}«", 

dans  lac^uelle  faisant  sin  0  =  tang  et  tang  ^  ^  on  obtient  la  transformée 

Celte  intégrale  ne  dépend  en  général  que  de  b  trangpendanj^  /"«  ^^>' 
dans  les  limites  données  ,  ae  v^uit  k  ^jC  f— ^ — —)  >  ou  à  log  cot  7  et. 

CàSBXV. 

r254«  U  s'agit  de  &ire  voir  que  les  quatre  int^ales  désignées  par  T,  Y, 
T',  y  y  peuvent  être  transformées  en  quatre  autres  d'une  forme  plus  sim- 
ple ,  et  qui  ne  contiennent  qu'un  radicaL 

Pour  cet  effet ,  substituons  d'abord  9  au  lieu  de  â» ,  la  suite  ^ 

tang  a>  —  |  tang^  û>  + 1-  tang*  cù  —  etc. ,  on  aura  la  première  de  ces  intégrales 

T  =y|Q  (  i  tang  (»  —  ^  tang*  a>  +  etc.). 
Soit  ensuite   tang  e»  :=  tang  7  cos  ^  et  c  =  -r-^ ,  on  aura  la  transformée 


T^^^féi^  (î  -  J  teO  cos"  {+  i  taiig<>  ces*C-  etc.). 

Supposons  qu'on  ait  déterasiaë  géaéraleinent ,  pour  une  valeur  «quelconque 
de  m  ^  l'intégrale 


CHAPITRE  XXXV.  3o3 

si  dans  cette  intégrale  on  fait  m  :=  tang  y.^  et  que  Z  se  change  en  Z' ,  on 

Z' 

aura  alors  T  :^  .  g^^  j-  J  ^^^  tout  se  réduit  à  trouver  la  valeur  de  Z.  Or 

eu  différenciant  par  rapport  à  /» ,  on  a 

Soit  <?  sin  ^  =  sin  >(/ ,  ce  qui  donne  A  ^  cos  %{/ ,  on  aura 

Avant  d'aller  plus  loin  ^  j'observe  que  la  valeur  de  m  qu'il  &udra  substi- 
tuer  après  les  intégrations  ^tant  tang^^ ,  la  quantité  i  —  -*~  est  toajoors 
positive.  Soit  donc 


1  +m* 

et  on  aura 

dZ  n^         r  d^ 

dm        c(ï  + 1»*)  J  cos*  4^  +  tt*  «în*  4  ' 

d'où  l'on  tire  en  effectuant  l'int^raUon , 

dL  nf 


Les  limites  de  ^  étant  o  et  7^,  celles  de  tang  4  ^Qt  o  etr ,  faisant  donc 


y  ^:s  tang  ^  y  on  aura 


»ry  jtrdm      ^ 

aL  :=:  -7— î — ir  ^. 


Mais  puisqu'on  a  ii  ss  *  tang  9 9  on  déduit  de  U, 


l' s^  s  (^  "^  sin*  ^^ 
Ainsi  en  substituant  la  valeur  de  m  en  ^,  on  aura 

Z  =  —  ^/9^<P»/(^— sin*^). 

Cette  intégrale  doit  ^re  ynsà  iiepi^  la  valeur  de  ^  qui  donne  m  =  o , 
jusqu'à  celle  qm  4lonne  mj===>  tang  y  :  dans  le  premier  cas  on  a  ^  e=  A,  et 
dans  le  second  ^  ==  0  ;  et  parce  que  X  est  >^  4,  il  convient  de  mettre  Z 
liMs  la  forme 


3o4  FONCnONS  ELLIPTIQUES, 

et  l'intégrale  devra  être  prise  depuis  ^  =3  fi ,  jusqu'à  ^  ss  X. 
De  là  résulte  l'int^rale  cherchée 

T=— !isi^/^V^(8in*A— 8in*(p)j  jj^j' 

c'est  la  première  formule  de  la  case  XY.  La  seconde ,  qui  donne  la  valeur 
de  y^  se  démontrera  d'une  manière  semblable* 

T^^.  Pour  démontrer  les  formules  qui  concernent  les  deux  ini^rales 
T' ,  y ,  il  faudra  substituer  au  lieu  de  A  sa  valeur  développée  en  série  ^  la« 
quelle  est  sin  û»  -{-  j  sin^  ^  +  i  sin'  f»  -{-  etc.  Du  reste ,  le  calcul  sera  entiè- 
rement semblable  &  celui  dont  nous  avons  donné  le  détail  dans  Fariicle  pré- 
cédent. 

Si  on  fait  sin  ^  =  sin  A  sin  4  et  sin  A  ==  c ,  les  valeurs  trouvées  pour 
T  -h  T'  et  Y  +  V  prendront  cette  forme 

"^  2  sin**  Av^yJ  4/(1  • —  e^aîn*  ^)  ^ 


où  les  int^rales  doivent  être  prises  depuis  ^^  =  a  jusqu'à  4^  ;^  |  9r«  On 
obtient  ainsi  pour  les  valeurs  de  ces  int^ales,  des  expressions  en  fonc- 
tions elliptiques  qui  se  transforment  comme  dans  Part.  a38,  et  donnent  les 
résultats  consignés  dans  la  table. 

a56.  Ces  mêmes  résultats  peuvent  être  obtenus  d'une  manière  plus  directe. 
Considérons  pour  cet  effet  la  doublé  intégrale 


.  ÇÇ         fl^/xi^sipp(A  +  Boos*p) 


>  +  sîn*^(^+eo.->.sin*çy 

dans  laquelle  les  variables  ont  pour  limites  o  et  -^  ?r. 

Si  on  exécute  les  intégrations  d'abord  par  rapport  à  Çy  ensuite  par  rap- 

port  k  Pf  el  qu'on  &sse  c==  A-^,  ou  aura  pour  résultat 

iroofl^ct   ,     woosAMaC 

risT&5;EA«in>-.Bco.*>]F(c,€). 
Faisons  maintenant  les  int^rations  dans  un  ordre  inverse^  et   soit 


L       asm**    '   asva^mguo^y     ^    '     ^J 


srcosd 


CSABrAE  XXXV.  3o5 

oos/ras  X ,  B»ui  aoron»  dlabtnii  k.  wAèfgnic  la  diffiireiijtieUe 

où  l'on  a  m*^  — ï^+  cos'j'rin*^.  11  faut  pour  cela  distinguer  deux  cas, 
selon  que  m  est  plus^^ijeto^  ou.plu3:peUtq[ue  Tunité.  Or  je  remarque  que 

depuis  sin  ^  ss:  o  jusqu'à  ain  7  ss  -r*?^  la  valeor  de  m  est  plus  grande  que 

»  ^       •  .  • 

rànîtë*,  et*  qu'on  peut  faire  toz= ;  mais  depuis  sin  ^s=:  ^i?-s  jusqu'à 

•  'i  , 

sia^s  i^  Qn4i  ^./<i>  et.il,:&ut'&ire  rnsscosar. 


1— jif'ain*# 


Intégrant  depuis  jr=:  o  jusqu'à  «=  i ,  et  appelant  P'  cette  première  partie 
de  la  valeur  dé  P,  on  aura 

?'= —  B  cot'ûP  4- (A  sin*»  +  B)  il  cot*». 

Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  partie  de  l'intégrale  Z,  désignée  sembla* 
blement  par  Z\  dont  la  valeur  est  f^^dq.  On  substituera  pour  cet  effet 
la  valeur  de  dq  en  fonction  de  ai  ,  et  on  trouvera  ^  d'après  les  dénomina- 
tions de  la  table, 

Z'ssAcosa.V'H-Bcostf.T. 

Soit ,  a*.       m  =  cos^ a»  =  — -^  -f-  cos*>  sin'  q ,  on  aura 
'  ces'  <t   •  *  '  ' 


et  l'intégrale  de  cette  quantité,  prise  depuis  jr=o  jusqu'à  x=  i ,  donne 
pour  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  F, 

P^'="r^  +  (A  — Bcof^)^-^: — . 


De  là  résulte  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  Z ,  Z'' =/P''££^ ,  dans  laquelle 
substituant  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  ai,  on  trouve 

Z''==Aco8A.V+Bco8a.T, 

donc  enfin  la  valeur  totale  de  Z  est 

Z  =  Acosa(V+V')  +  Bcosct(T+r). 
T.  1,  39 


3o6  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 

Comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z^  on  en  tire  les  deux  S^n^ules 
données  dans  la  table  pour  exprimer  les  valeurs  de  T  +  T'  et   V  +  V. 

Le  cas  de  7^  r=:  fl(^  où  l'on  acos  G  ss^  cos*  â,  mérite  d'être  remarqué, 
parce  qu'alors  les  quatre  intégrales  T,  T',  V,  V,  sont  prises  entre  les  mêmes 
limites  â>  =  o ,  a»  r=  a.  Il  conduit  aux  formules  rapportées  dans  la  table. 

Enfin,  le  cas  de  y  =|  tt,  où  l'on  a  €=  |  ^,  X  =r  -^  ^,  9  rs  J  ^  —  ot, 
donne  ces  valeurs  très  simples  de  T  et  T'^ 

où  les  intégrales  doivent:  être  prises  depuis  ^s=  j^— ^û6  jusqu'à  ^saf'^. 
Or  en  général  on  a      ^ 

y^rf^  cos  ^  =  ^  sin  ^  •+•  cos  ^  +  const. , 

f(\;7r  —  (p)  dp  cosip ^=  (-j '^  —  ^)  sin^ -^  cos^  +  const. 

Donc  entre  les  deux  limites  désignées,  la  première  de  ces  intégrales 
=:={-ît(î  — cosa)  +  flt  cosa^-sina,  et  la  seconde  s=: sîn ot  —  « cos A,  De 
là  résultent  les  deux  formules 

/*        (i  —  mcoti»)d0  jiF         ,    «cota  — I  J  ir  =  Oy 

sin«»V^(i  —  oos*aoo3*ir)''^  I +.coe«i   *"       sin^      *'  l  «sai^*. 
/"*     ( O  —  sln#  )  du  oosâi              I  «*-;  «  cot m  /  #:x=Oy 

8in*«  )/(8in*«  —  sin*âi)"~       sin«     ,'  |  «  =  #. 

OÙ  l'on  doit  remarquer  que  la  première  de  ces  intégrales  est  prise  depuis 
01  =  0  jusqu'à  o)  =  7  "Tr ,  et  la  secénde  depuis  û)  s=  o  jusqu'à  a»  =sflt. 

Ces  deux  résultats  peuvent  se  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  eflPet , 
on  a  indéfiniment 


/; 


(l  —  êÊCOtêÊ)dêÊ i»  ^/(  t  — .  C08*«  costal) 


4-  -r-T-  arc  sin  fcos  &>  cos  a)  +  C. 


sia« 


Prenant  cette  intégrale  depuis  â»  =  o  jusqu'à  ûi  =  |^,  elle  se  réduit  à 

I  -f-  cos«  sin  « 

On  a  de  même  en  général 

/*  (Q -^  sin  je)  dm  coat»     Q  V/(sin'<i— sin'ii)    ,    cosu  /008#\    ,  ^ 

sin^-r  \/(8ia*-*  — siD*-»)  — .  mf^iinm  *"  Hïs;  ^"^  ^^*  V^ST^ïy  "*"^- 

Prenant  cette  intégrale  depuis  û>=o  jusqu'à  a^ssa,  elle  se  réduit  à  ^  ~**^'' 
comme  on  le  trouve  a  la  fin  de  la.^ase  XV. 


since     * 


CHAPITRE  XXXV-  307 

CASE  XTt 

257.  Par  le»  foroMiles  des  cases  X,  11^  IV,  "S  et  YI,  on  peirt  coimaitre 

ea  génémi  k  valeur  ^e  Tintégrale  /^cos"â>sm"â»,  quels  quç  soient  les 

nombres  entiers  m  et  /»,  positii&  oa  négatifs,  pourvu  que  m^n  soit 
pair.  Les  formules  de  la  case  XYI  donneront  la  valeur  de  cette  intégrale 
lorsque  m  +  n  sera  impair. 

Soit  pour  cet  effet  sin*û^s=:sin*«tsin'Ç+sin*^cos'^=sîn'S(i  —  c*sin*^), 

^     -  8in*«  /    ,     I 

et  c*=  I        .  ,g,  on  aura  en  gênerai 


8in' 

dm  cosmsiv^m 


/U^  UU9  V  91U"     m  •«.«■  J»  0      mm •  .1^ 
MN =  ^^'^        ^A— '^<P. 

Cette  intégrale  deîra  être  prise  d^uis  (pc=to  jusqu'à  ^=:jsT}  ainsi  elle 
ne  dépendra  en  général  que  des  deux  fonctions  complètes  ^^{c)y  ^'(^)*  ^ 
en  sera  de  même  de  l'intégrale  générale 

et  ainsi  on  a,  quel  que  soit  n^ 

5iN«â»"  m  ■"  «in*»*  sln»»f  J  MH 

Par  la  même  substitution  on  trouve  -en  général 

/^        dm  I  r df _ 

MNco8»"-'#"^smCco8'»ffJ    (i +  c»tang*Caiii*^)"A> 

intégrale  qui,  étant  réduite  d'après  la  formule  j^r  de  la  case  TI,  pourra 

toujours  s'exprimer  par  les   trois  fonctions  complètes   F'(<?),   £*(x?), 
n'  (c^tang^^,  ^);  et  cette  dernière,  conane oi^  sait ,  peut  être expxîiaée en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce^  par  la  formule  du  n^  107. . 
Les  trois  autres  formules  générales  de  la  case  XYI,  se  déduisant  des  trois 
précédentes  en  mettant  {^K  —  ^  et|^  — ot  à  la  place  de  et  et  t. 


39.. 
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FONCTIONS -ELLIPTIQUES , 

TABLE  GÉNÉRALE  DES  FORMULES. 


i^ima^m,^^ 


Dénominations)  N  =  i/(8in»C-«n««), 


i  = 


$in*C  — 8În*« 


n^ 


—  C 


f 

f 


ducom  8m« 


MN 


i'^, 


ci?«cos«sm'«      9'/i.3  . 


MN 


et  en  général, 


/ 


ii!»cos«sin' 

SÎN 


;.ft»4-i 


=/rfif(8În**icos*^  +  sm*Csin*^)", 


Lim//  *=^ 


OU ,  en  effectuant  l'intégration , 
dWcosi»sm**"^'# 


*'   •  «-^/  »    I    .  »•»— I  ,.-   1.3  \ 


/ 

et  en  général, 

/^    dm  coèm J f* 


MN 

dWcosir  ^ 

MNsintf        28infle8inC' 

— ^,   .   ,     =  — r-3 r-T> ( 5 8m*«  +  \ 8m*b), 

MNsin^tf       2sm^#sin^C^*  •  *  " 


'   d«co8ii      I      ^Apco8«»sin**''''«» 

"  MN  ' 


CASE  II. 


Mêmes  dénominations  et  limitei^e  dans  la  case  I. 

008'#l C08*ff 


DepIns,  A  = 


C08*« 


dWsîniTCOStf 
dWsiniroos^tf 


i^, 


MN 


=  -  (|cos*C  +  4co8*«), 

2 
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/ 


dmsiamcos^tt        «r/i.3 


MN 


et  en  général 
cUê  sm«cos**'*'*# 


MN 

dmsiniÊ 

MN  oosv' 

£bsin« 


j  MNco8»--aoo.»Coo«'-^'**"^+'~**^' 


a  2.4- 


etc.  Y 


a  cosCcMtfi' 

3 


et  en  général, 
dm  sin  # 


/ 


MNco8*"*'#  ""  co?*^*^ 


co8"-^'«y 


d#sinir008**^'« 

ïSn       " 


CASE  III. 


i^ii^ 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  les  cases  I  et  II. 


!• 


_  rwsd 

J      sîn* 


MN^#cos« 


»+i^   ' 


A«»  = 


A»  = 


A*  = 


A«  = 


7  (sinff— sîn«)*, 
4 

rÇsinC— sinit)* 
4sin«8inC      ' 

y(sin*C— sin'^^)' 
i6  sin'«  sîn^C    ' 

-i-; r-r .    LA       (8in'«  +  Sm'b), 


et  en  général, 

^Psing  /i 
^   ~4sin»»-U\î 


yt  — a  .    1.3 
~îr^'4.6 


•'»  —  2./»— 3^    1.3.5 


1.2 


4768 


—  etc.  \ 


N 


B 


•• 


=/ 


MNd«  8in« 


oos 


•■••♦•i  ^  ' 


B**  =  2  (co««— cosC>% 


3 1  o  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


„4      ^(cos*  — cosC)* 

D*  =  — ^  .  '      «#         > 

4oos«tx>si» 


i6cos^«cos^?    ' 


et  en  général,     ^ 

«.-       ^A'cow  /i        »  — 2-    Ï.3,  n— 2.»— 3 -.    1.3.5         ^    \ 

^o  _.  «•  (  sinC  —  sinny 
4  sintf  sinff      ' 

C'ïs-îCsînff  —  8in«i)*, 
C4  =  ^(8În«C— sin*#)», 


C"=  8in*»-'«  8in»»-*î .  A»*. 


j  cos«»  sin*"'*'**»' 
D«»=^[i-co8(C-.*)], 

2 

j^,__»-sîn'(g  — #) 
4sîn«8inC   ' 
D4  =  D*  +  AS 


D""=  D**-*  +  A*». 


_  r      MNd0 


flp 


K«  =  "C»  — «w(^-**)]» 


2 


4oos«oosC  ' 


K."=K»»-*  +  B". 
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ipii  1»^ 


H 


ta 


=/ 


MNA  »in"-"« 


^■i^)B«B 


oos« 


H»  a 

H»  s 

H*  =  H»  —  C*, 


-[i--«.(C— )], 
-  (oos«  — oosC)*, 


H*»— H»"-^  — C»». 


CASE  IV. 


Dénommatioiis, 


M  et  N  comme  dans  la  case  J. 
Limites  des  intégrales^  idiin. 

y  angle  auxiliaire  tel  que  eos> 

Module  c  =  -: — 5. 

sin  C 

Son  complément  i  =  ^ 


cosC 

COS  m 


MM^^iMawi 


F'(0, 


MM  sm*  m       COS  »  sin  C 


P(c) 


sin^Msim 


J  MNsm^'tf       cos«smCJ    a 


/dp 
■^is-F*  (p)y /2u2f  =  E'  t?) >  on  connaîtra 

en  général  l'intégrale  /d'"^*  dp  par  la  formule 


CASE  V. 


Mimes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


yMN-oM-sinC^'^"^' 


MN 
dm 


/dm  1  !.. ,  N    ,       «nC     _, ,  . 

MNoos*».       oosMSinC      ^f      cos«co$ff      ^" 


3 1  o  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


„        ^(cos*  —  cosC)* 

D    =  — rs 3 } 


'4cos«cos? 
i6cos^«cos^ff     ' 


et  en  général, 

Trh^cosm  /i        »  — 2,     1.3.   n— 2.1»— 3 -.    i.3*5 


B 


vh^cosm  /i         »  — 2j     ï'3,   n— 2.1»— 3 -.    1.3*5  ^    \ 

=  7 — r;=775l  7 A-  7^^-l *  -Tirs  —  etc.  j. 


C*» =/MNû(W  008  m  8in**-«  âr, 
_  «^(sinC  — sîniiy 
4  sin«i  sinff 

(?  =  "7  (sînC  —  sin«)*, 
C4  = -^  (sin'C— sîn«#)% 


G*«=  sin*»-*  «  sin*»-*  î .  A**. 


MSdé 


i«r 

008  «  81 


8in*"'*"'  0  ' 


Do=l[l-C08(C-#)], 

45in«8mC 
D4  =  D*+AS 


D"=  D**-^  +  A*». 


J    il 


MNc£» 


8Înircos^**'#' 


K«»  =  -Cï  — «>s(C— -)], 


2 


4C0S«C08b 


K.*»=  K'»^  +  B". 
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H 


•n 


=/ 


MNdm  9in*»-'i» 


COS«r 


H*»=H*"-*  — C". 


CASE  IV. 


Dénominationât 


M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
Limites  des  intégrales,  idem, 

y  angle  auxiliaire  tel  que  cos> 

Module  c  =  -: — 5. 

sm  b 

Son  complément  h  =:  — S-> 

tang  Ç 

A=v/(i— c»sin*^). 


cosC 

COS  m 


MN       costfsinC      ^  *" 


cos« 


M^  sm^  #       cos»  sînC 


sm' 


«sinC       ^  " 


Connaisimt  les  deu^  premiers  ternw»y  ~ i=rF»  (c) ,  fAdf  =  E'  (c) ,  on  connaîtra 
en  général  l'int^rale  /A*"^*  c2p  par  la  formule 


CASE  V. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  cate  lY. 


F'  (c), 


/*     dm        ^^         i         VI  r  \   t       sinC  ,  . 

MN  cos*-r  ~  cos«8in(      ^7  +  Sfi^sî*'  ^^^ 


fi2f  1 

MN       oostfsinC 
d 


3io 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


B»  = 


B*  = 


7(cos«  —  cosC)* 
4oos«oos^ 
y(cos*< — cos'C)' 


i6cos^«cos^ff 


et  en  général,     ^ 
4cos'*-'C\4 


w  — 2-    1.3  ,  /i— 2.W— 3  ,.    1.3.5  \ 
^*  7^5  + A*.  ,  ^"^  —  etc.  ). 


jr  (  sînC  —  sintf  )* 

=:  "7  (sinC  —  AnmYj 


C"  =zfMSdm  co$0  sin"-«  #^, 


0  =  ^(8in»e— sîn«#)% 


€'-■=  sin"— '«  8in"-*î .  A*». 


D 


ta 


=/: 


MNcb 


cos  4»  sin"'*''  i»  ' 


l>>=j[l-C08  ((?-•)], 


jr5În*(tf  —  «) 

=rD«+AS 


D«"=D«-»  +  A". 


K- 


=/ 


MSdm 


tinm  cuf**-*  •' 


a 


_irsin'(C— «) 
4oos«cosC  ' 


K."=  K»--»  +  B". 
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3n 


TS5I5""S?^ 


H 


•R 


H»  = 

H«  =  H»  —  O, 


-[i-eo»(C-^.)], 

-  (005«  —  00sff)% 


=/ 


MNA»  8in"--'# 


iWi^B 


COS«r 


H*»=H»»-*— C". 


CASE  IV. 


Dénomma  tiOQi» 


M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
Limites  des  intégrales,  icUm, 

y  angle  auxiliaire  tel  que  cos> 

Module  c  =  -: — 3. 

sin  b 

Soncomplémeoti^^ 

A=  4/(1— c*  sin*  ^). 


cosC 
cos« 


MN~ 

/i 


oosMsmC 


i*w, 


<2v  I 


COS<t 


M^  sm^  «r       cos  »  sin  C 


.  r--  >  E'  (c), 
sjn^MSinC       ^  " 


J  MNsm^dv       costfsm&J    a  l  ^  =  Jv. 

ConniJMaat  les  dew  premiers  terme»  /  ^ ^ss-F'  (c) ,  /^lii^  =  £^(0)9  on  connaitri 

en  général  l'intégrale  /A*"*^'  d^  par  la  formule 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  lY. 


yMN~c6s«sinC^*^''^' 

JMNcos*4»       co8«smC      ^.       cos«co$ff      ^' 


sinC 


3ia 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


fM^^.'=^£^f^^'+^'^f^^y 


1  f  =Jir. 


Ces  formules  se  déreloppent  comme  celles  de  la  case,  prfeédente,  et  ou  peut  les 
exprimer  toutes  par  les  deux  fonctions  complètes  F'  (c),  Ë'  (c). 


CASE  VI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  TV. 


/du  _ 
MN~ 

/ 


F'  (c), 


'^^î  =  _iiBlî_  n- (-.»  co,».,  c)  =  2i^  F  +  E'F (C) -.  F'E  (ff) 


2  00S«  8111  < 


sinCsin^tf 

2C0S« 


P(.)-!î5i£2îî:E'(c), 


Pour  efiectuer  les  réductions ,  soit  i  +  ^^  sin'f  =  D ,  on  aura  en  4;énéral  la  formmle 


AD^^ 


2/71 

2m 


El-/: 


Ainsi  en  partant  des  trois  premiers  termes  connus,  pà  l'on  a  n=—  c*C08*«y 
/^=0  +  ?)^W-o-^'W- 

on  déterminera  généralement  l'intégrale  /■  "t^  prise  entre  les.  limites  ^=sO;  f:=2ir. 


COAOLULIBXS. 


/  î5^o«»= 7-3n*(  — <?*cos*«,  c) _^F*(c), 

J   N  cosMsmb       ^  costfsmC      ^'' 

y  ï  «i» = F'  (c)  E  (c,  C)  -  E'  (c)  F  (c,  C), 


CHAPITRE  XXXV. 


3i3 


Les  deux  dernières  se  Térifîent  par  Plntégration  directe  en  faisant  oos«r  =: 


#  =  o 


±=tf. 


cosw 
cos^' 


CASE  VIL 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


2  cosce  sm 


5F(c,C) 


5ÎN~ 

/*     itdit 8r(sinflC  — sînC)    . 
MNsin^tf  "^      2  8in*«8inC 


2  oos«  sm 


ëF(c,ff)  + 


srCOSfli 

2  sin*«  sin 


g  E  (c,  C), 


-h 


MNsin^tf  2  8in*«8inC 

/*    #(£#       «-(sinC— '8În«)*       ,    8În*«  +  5În*C  +  sîn*«8in*C  /•     «rcSv 
MN  sin^* 0  12  sin^«  sin^C    "*  ^  '  sin'*  sin*^  J  MN  sin*  ^r 

I  +  sîn*  €t  +  sin*  C  C  md-a 
sin'tfsin'f       j    MN" 

=rjt=— :— 5;— ,  on  aura  cette  formule  de 

rédaction^ 

(2»  +  I  )  sin*  m  sin*  fZ**"^*  =1 2/»  (  sîn*«+  **!**  ^  +  sin*  «  sin*ff)  Z*". 

—  (  2»  —  i)  (1  +  sin*«  +  sin*  C)  Z»*"» 
+  (211  —  2)  Z*»^^—  A»", 

A**  étant  l'intégrale  |   — r-r^.*; —  >  dont  la  valeur  est  donïiée  dans  la  case  III. 

^       J      8in***^'i» 


C0R0LLAIBX8. 


/ 


(  1  —  m  cot#)  dm  cosi» 
sin*^  ^(sin*C— 8in*«r) 

dm 

mdmco%m 


8in*4v  t/(sin*«r—  8in*«)        2  sin  m 


cos*C    -/i  +.sinff' 


w  srcos'C    ^yi  *f-sinb\ 

~  4ïm^~8su?tf  "^  \i  — sinff/ 


4' 


(  I  —  tàng  i  #). 


•»  =  0, 
#  =  #, 

\ 
t 


{:: 


CASE  VIÎI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  lY. 


/mdm 


*  v' 


^jj—  =  .  ■  ^  F(c,  tf), 

MN        aco8«smb 

mdm      ' gr(C03g  — cosat) 

MNcos'tf 


2oos*«coâC 


+ 


2  cbs  #*sîuC 


lF{c,€)  + 


jrsin^  * 


T.  1. 


40 


3i4 


FONCTIO^S  ELLIPTIQUES, 


/^    itdm       8r(oos«— cosC)*       ^    cos* flt  ^  ebs^C  +  CQS*  a  cos* 6  /*    md^t 


coi*^ 


,      1  +  ÇOS*«  +  COA^C    /'«c^ 


^  '  ÇOS*rt  co^^ 


mdm 


Eu  général^  si  on  désigne  par  U'*  F  intégrale  /  igTvr~~sr>  ^^  *^^*  ^^^®  formule 
de  réductioa  : 

(  3i»+  i)  co3*«C06'C .  U*''"'^=:rai»(ci»*«+cos*C  +  cos'#cos*C)  U*» 

—  (a;*  — i)(i  +cos**  +  cos*C)TJ"'^ 
+  ( 2»  —  2)  U»"-*  +  B*«, 

*MN  dm  sin  « 


B*"  étent  r 


/i 


C08*""*"*  «» 


,  dont  la  yaleur  est  donnée  dans  la  ca^  JIL 


C0R0LLAIB£S. 


fd^ 


sin  «r  ^/  (  sin*  €  —  sin*  m  )  ' 

#ûb  sin  « 
cos**  V^(sin*^  —  sin*«r)  :%cos*C 


48inC-^\i  — «inCy 
îr(i-*co8C) 


{ 


•     «^Oc 


=  C. 


^«I^^WtVWMB^i^Ni^ 


CASE  IX. 


«(•» 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  TV. 


MN~2cos«sin?^^^'^^' 
md^  sia*« 


/mdm 

MN 


2  cos  A  sin 


f''f'^''^-r^7^°^-'^'^"'''> 


-7^(«  +  8În»C-Mii»«). 


En  général  soit  V*"  r=  / 


MÎT"" 


,  on  aura  Ta  lormùte  dé  rêSucIton  i 


'2«V»"+»=(2»— i)(i+»in»«+8ra'0V*»— (an-2)(sin•-+8^l•ff+J^n•«8in•0V"— 
+(2»— 3)  sin'asm'CV"-*— C", 

O*  étant  l'intégrale /MN</«co8«8m*'~^«,  clontIaira]«wr68tâoinié9<btn8!a€«tellI. 

Nota.  La  fonction  n(  —  sin*y>  c,  C)  et  la  foac^a  A(<«r  «?ooa^«,  «e.^)»  qoi 
entre  pour  sa  talew  complète  dana  1m  feonoles  de  U  caMr  '¥1,  ont  eotce  «Ifea  la 
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itmmàm 


relation. 8aiTante>  tirée  de  la  formule  de  Partiiie  55  y 

8in*«n  ( — c*cos**,  c,  C)  -}-  co^lîn(*-8Îii'y,  c,  i) 
tin'y  y  ^     -. *sin'yceaii    ^  / 1 4-  rin^f  "^  »iii*<t\ 


OOROIXAIRÏS. 


/ 


—  «(Av  =      7  ^  (  1  +  sin'tf  —  sin* «t^  -| r-?  n  ( —  sin'y ,  c.  C) 

M  4        .  acosasinC     ^  *>    ^    / 


2  C08«  sini 


/T=  êtd0  =  —  7  y>(  I  +  sîn'tf  —  iîn*  a) ^'^  ■  .-  >  H  ( —  sîn'y ,  c,  C^ 


2  8111b 


riKf«8in#l/(8in»C  — 8in»«):r:gSÎri»C  — 2«**^^^ 


V/(8in*ff  —  8m*i»)      4  '      cosff      8  ' 

-— -r-T î-^-N  =î"*  •C('+008«),  ^  , 


CASE  X.     I  /   M  et  N  comme  ci-dessus, 

\      /If^  _  1    ^y  +  gJP  <»> 

Dénominations.  \^~J  coaêt~*  ^\i  —  sin  if/' 

11  sin» 

modale  c  =  -: — 3  • 
sm  b 

Limites  ded  int^.    #  =  a,  «  -=t  ^. 


MN  asinC*'^*''  ^' 


f- 

MNsin'ir  ~  îsuKTttSC  ■*"  asin'tfsinC     ^^'  -^      d sin*«  sJnC  *"  ^':' ^^  ' 

fOdtÊCOSm ^^  8in*<e+sin*g/^Q(f#coSi»       ^      '.      ^  PùdmCMm      <r8in*(C  — a) 

J  MN  sin*#~5*  sm^tfsîû^Tj  MN  8ln*#     Zfia^nûi^J      àlH         îîSSÛsu??*  : 

4^«  • 


3i6 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


En  général ,  soit  P"  =  /  jj 


û^  CÙSè 


j  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 


MNsin"^ 


D"  étant  1 


'intégrale  /- 


COSir  sin*"**"'  m 


7~  ^  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 


n 


COROLLAIRES. 


Clcùit  cos  4M     N       «-sio^   :  ^(sin'C  —  sîn^ec)  ^. 

stn'«r         M      ssinflt  2sin*ce  sinb  ^      ^ 

tldm  cos  a     M îrsîn«  ît       •pr     /.\ 

sin«-P      •  N  ~  ""Jiï^  +  ilb?  ^^""'^^  ' 


V/(sin'i»— sin'tf)       2     ^        '' 

V/(sÎQ*  «  +  8În*  «e)  = sinct  +  -  E*  (siri«)y 


w  sinf 
a  sin*» 

E(c 

f  -  =  «, 

sm'tf 


cidêt  cos  # 


2 


sin«y/(sin^C — sin*«)       2  '  sinC 

/•  (O  —  sîn  •)  c^(V  cosif  îT       -^        -    /•       /«x 

-r-= ,,  .  ,^ ;----=  7   .  ,^  (C  —  sin  b  cosb)  , 
sin^  a  v/(sin*C —  sin*»)       4  sm'  C 


{:: 


ff. 


sin#        4  ' 
J..  \8iB*     •  /  sm'»       8 


CASE  XI. 


t 

Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  précédente. 


/- 


S^idêt  cos  «  _^      %      _      ^ 
Cldm  cos  «r  sin^#       ir 


MN 


=  - (i  —  cosotcosC)+-sinCF(r,C) 8in(rE(c,C), 


Cida  cos  «r  sin^  m 

MN 


=  —  (cos«  — cosC)*  +  |(sîn*«+sîn*C)/- 
—  3  sin*«'sin*C  /- 


il(f#cos#  sin'i» 

mSî 


'ûd«r  COS# 

MN      ' 


En  général ,  si  on  désigne  par  Q*"  l'int^ale  /  - 


ficbroostfsin'li» 


MN 


,  on  aura  cette  for- 


mule de  réduction  : 

(2/»  +  I  Q  »+•  =  2»  (sin»  a.  +  sîn*0  Q»»-^(2»—  1)  sin*«  sin^tfQ^-^+M*^  , 

^MNcfW  sin»""'  m 


IP"  étant  I 


- 


cos«» 


y  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  111. 
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OOBOLLAIHES. 


Qdii  ooâ«r.r|=  —  -  (i — cos«c<>sC)  +  -sîiiCE(c,0, 


Û</«P008«r.  :j^=-(i-cos«cosC)  +  -^ r-g ^F(c,C)— -  sintfE(c,C). 

y*  Qd&  iinn  oog  m         w  ^  (#=ro, 

'     .  .    a r-r— r= f-  -  E'  (siDrt)  , 

/Ûdiir  i/(sm»#  —  sin^ce)  =  -  +  ï  cos»«  P(sin«)  —  -  E'  (sin*),         \  '^  ~  V 
J  K(siii*4m  — 8in*«)  \  sin*  «/       2 


CASE  XII. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  X. 


J       MN  2smC    ^      " 

rj= =  — T-»nf— 8mV,c,  ff)+7 ?^(i  +  tang*C-htang»«), 

MNoos#      2sinC     •  77/1   4cos«cosC*^  ^    •     .  °  ^    '^ 

/Qcb      «•(sin**co8*C+sin^Cco8V)^^cos*flt  +  cos*tf +  co8'flecos*ff  A*   Cid* 
MNcô?Â ~  8 gos'a 008^  ^  acôFicôâ??  J  MlTc 


«> 


— ,  •  !r    .  F(c,  c)  —  ■  *""^-r>  E  (c,  e). 

mule  de  réduction  : 

a» cos*# co8*CT"+»  =  (a»  —  i)  (cos»«  +  cos* tf  +  cos* «  cos» Q)  ï*"- ' 

—  (a»— a)(i+co8*ct+co8*C)'P»-H  (2/1— 3)T**-*+B=", 

B**  étant  l'intéerale  /         .,. . — .  dont  la  râleur  est  donnée  dans  la  case  III. 

^  J       C08**^'« 


COROIXAIBBS. 


006«r  V/( sin'C  —  8in*#)  "~  aoosC  "^ XcosC/  '  1  #  =  C. 


/] €idm%\x^m srsm'g   ,        ir  /    1    \ 

cos^irV'Csîn^'e— sin-i»)  ""  8 cos'C "*" 4 cos^C  '^KoosC/ 


3i8 


FONCniONS  ELUMtQCES, 


CASE  XIII.  ^^^^  I  P«  i/(«».. -co^y) 

I 

.      ,  ^.  •        J  fl...  taYig#rz:8in7Cot«,cos6  =  -:— 3,  sînfi: 

Angles  auxiliaires.  ^  °  '  ain  C 

tans  y  .  sin  y 

A...  tangA  =  — -ai,       smA  =  -:-^,  60IA^ 
^^         8in«  sinC 

Limites  des  intégrales. . .  «r  =  o ,    #  =  y. 


tangy 
tâng?* 
tangit 
tangC 


e 


eUf  sin  «r  cos  « 

PQ  cos« 

dêÊ  sin  «r  cos^«      / 1  +  oos*C 


J        PQ 

et  en  général, 
dm  s\nêt  cos**"***  et 


(i  +  cos^C  \  ^       sin  A  Bin  y 
rr-^  I  ♦-*   '■       ,-  ■  « 
2  008^  M    /  2  00S*« 


/ 


i»»-*-! 


/•^^(i  — 8in*eoo8*+)". 


l  4^  =  9. 


PQ  cos- 

Toutes  ces  intégrales  a^expriment  au  moyen  de  l'angle  9;  toutes  les  sotTantes  t'ex- 
priment au  moyen  de  l'angle  A. 

dm  sin  m  A 


/i 


PQ  cos  m      COS  y 
dm  smm        / 1  +  C08*C' 


/*dmsmm  /l  +  C08*b\       ,  sm^siny 
PQcos3#~\    àcos^T"/     "*"   2C08*y   ' 


PQcos 
et  en  général , 
dm  smm 


t57^ TïôrT  -  =  — ^ŒT-  /^  (ï  —  »ï»^  sin*^)' 

PQ  cos""*"*  m      oos'"^*  y 


1  ?  =  x 


De  cette  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suiTantes,  en  faisant  c=sinC  et 
V/(i  —  c*8in'^)=3A: 

dm  sin  m  i        ^ ._  /  f  =  O, 

(    0SA. 


/i 


PQcos'**      cos*"y'  ^' 


CO»OlI«AIBXS. 


/^sin«cos**«  ._      pdf 
PQ =  «>*"r^Â!» 

/  dm  CO^'0  .tmP   r '^     -^  /Vvu-t  JU 


{:: 


=  Oj 

=  y. 
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cUsinm  ï      «,         N 

(Av  sin  «»  cos*  «» 


— PQ —  =  Sïû*^^*'  *> — ^5?r-' 

1/: 


dW  I  «•  y    •  \ 

■     '    ■'  >  x'  =55  — 7^  6  (sm  y), 


/,..  .  , r-^r^  =  E*  (siny). 


«wvi^^r 


«■■^T"^ 


mn^mimmtmmÊitm' 


CASE  XIV. 


et  Kinite^  oomina  cUas  la  easf  précédente. 
8inc 


/: 
/i 


ÏQ—Sï^^'^*'^' 


^m       8inC       ^       '    008*y 


PQC08' 

et  en  général^ 
dm 


/pôê^;  =sïïrb=;/T<«^^-<^^'»-*^^-' 


PQcos* 

int^ale  qui  pourra  toujours  s'exprimer  a«  moyen  des  deux  fonctions  complètes 
F'(c),E'(c). 
De  la  mime  formule  on  tire 


/ 


dmcùs^m       co8*y     .^         .  ,        . 


et  en  général , 


/dé» 003*" 81 oos** y  p  d^ 


{ 


intégrale  qu'il  8era  toujour8  possible  d'exprimer  an  mo^en  des  troi»  foncions  com- 
plètes F'(c),  E'(c),  n"(  — 8În*y,  c).  D'ailleurs  puisque  sm*y  =  c*8in*C,  la 
troisième  fonction  se  réduit  aux  ffiurfîmii  de  la  première  et  de  la  deuxième 
çspèce^  par  la  formule  du  n®  ii6y  qui  donne 

n»(-sînV,  c)=:=P(c>^p^Cr(c>E(ir,O-E'(0F(^,  O]. 


3ao 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


CASE  XV. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  XIII. 


«  ' 


Intégrales  T  et  V  prises  entre  les  limites  #:ï=o,  m  =  y.  N 

•  .V. 

J  V'tsin'y  —  sin'ir).  k (i  —  cos^ct  cos*i#)  • 

y_  r ^^  ~. ^ 

J  V/(8in*v  —  sîn*â») >\^{}  —  cos* «  cos*« )* 
Intégrales  T'  et  V  prises  entre  les  limites  «  ==o,  «r  ^a. 

-V r (Q  — sino)  dmcoBm 

J  8in*«V/(sin"«fc  — sin*i»}.  V^(i  —  cosVoo6*#)  ' 

_-, P Gdm  COStf . 

J  V/(8in*ce  —  sin*ir).  V/(i— cos*ycos**)* 

Ces  quatre  int^rales  se  réduisent  aux  suivantes ,  qui  ont  pour  *  limites  ^  =  9» 

Ç  z^  A  : 


T=-r 


sinC 


sin*ct  sin'y 


fydp  y  (sin*  A  —  sin*f  ) , 


sinC 


T'=-^-f-r-r-/(i*  — *)û2pV/("n*A  — sin»^), 
sm*«sm*y 

I       /*  f^ 

^  ~  smlj  V/(8in»A  —  sin»^' 

sinCj  V^(sin»A  — sin*^/ 

.*. 

Il  résulte  de  ces  expressions  les  deux  formules  : 

T  +  r  =      ."^  "°f  ,    /rf^pV/(«in*A  —  sin«^), 
asm'^sin'y*'      ^  ^" 

V4.V'— — ^  r    .  ^^ 

■'"      "asinCy  V(sm"^  — sin*^)' 
lesquelles  peuvent  être  exprimées  en  fonctions  elliptiques  dont  le  module..  •• .. 

c  =  sinA==-; — >,  de  la  manière  suivante , 
smfc 

stnC 


jrcos^y 


2sm^«sm*y  2  smC  sm'y  asm'^ 

'  2smC     ^  ^     ^ 

COROI4LAIBXS. 

Des  valeurs  de  T  +  T'  et  V  + V>  on  déduit,  en  faisant  y==«,  et  par  suite ^ 

cosC  =  cos^«,  c=-: — 2,  les  deujL  formules  suivantes: 

sm  b 
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|.         2  8i]i«  8in 


9rCOS«      „,      ^.         irco«a 


Dm  Takursde  T  et  T  on.déd&it  encore  les  deux  formuler 

/*       (i — #coU)Af         îy  <ecot#— I  f  #  =  o , 

sin#V^(i  —  co8*«co8^i»)""  i  +  coi»**"      sin*      '  t  â»  =  iîr. 

/*    (O— 8ini»)cbco»i»     I— atoot»  j  #  =  o, 

8iii*4v  V^(  8i9*«  —  sîii*i»)^       8iti«     *  (   «  =  tt. 


CASE.XVI. 


_  M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
Dénominat. 


IM  et  M  comme  dans  la  case  1. 
Module  c  =  t/ fi  - '-iB^-V  &  =  îiî^l 


Limites  des  intégrales,  «>  =  «;  «r  :=  C. 


/*£bco8«r8in''«»         .    ^•«i/  ^ 


Â^.  =  riSî^f  "'(*'*  *^^  ' ''î  ' 


MN  oorf-'-'C"^  sinC oos'-C /  A( i  +  c»  tang^f  sito*f  )•*  '  t  ^  =  i  jr. 

Tontes  C9  intégrales  peuvent  i^mprim^r  par  les  trois  fonctions  complètes  F'  {c) , 
E'Cc),  n'(c»tangrff,  c). 

Si  Foi^.diàngB  dans,  ces  formules  sin«  en  oosC,  et  sinC  en  qoi«,  ce^qui  donne 

pour.c  et  h  les  valeurs  c  =r  t/(  1 ),  ô  =s ^ ,  ou,  suivant  les dénomi- 

'^  \  COS    •  /  C08  « 

nations  de  la  case  IV,  'c==sÎDyi  &  =  cosy,  on  aura  les  trois  formules  générales 
qui  suivent  :  "  ■ 

T.  I.  /|i 


3^3 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


/ 


fl^8ini>cos*'*4M 
dm  s'inm 


I 


MN  cos**« 
dm 


.Sllli 


C08»C08""C''  ' 

î       r ^ 

J  A(i  +  c'cof«sm*^)'»' 


/  ^ 


J  MWsia*"""*      oos  <e  sm**  « 

Toutes  ces  intégrales  peuvent  donc  encore  s*exprîmcr|arie»  trois  l{>Mli<MM  eohè- 


plètes  F»  (û),  E»  (c),  n»  (c*  cot**^  «> 


—  t 


*»  «f 


%  " 


Addition  au  Chapitre  XXII.  ""  ■ 

♦ 
258.  On  a  vu  dons  l'article  96  tjùe  lorscjue  le  paramètre  /ildè  la  fonc- 
tion proposée  II  (/ï,  c,  <p)  est  négalîT  et  de  la  forme  —  ïr+i*aiji*fl^  le  pan- 
mètre  n^  de  la  première  transformée  II  (n^,  c**,  ^°)  est  positif,  ainsi  que  tous 
les  suivans  n*^,  n^^  etc.  Cette  circonstance  ne  nuit  en  rien  au  succès  de  la 
méthode  dont  l'objet  est  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  fonction 
n(n,  Cy  <p).  Cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voit  ebmmefti^  a  ]1ar« 
tir  d'un  paramètre  d^nné  n  de  la  forme  —  i  +  6*  sin*  8,  on  peut  e?;priiner 
successivement  la  fonction  FI  (n^  c^  <p),  par  des  fonctions  semb]i|)Ies  dont 
les  pai^amètres  sont  de  la  même  forme ,  et  dont  les  modules  se  aoûûèdent 
toujours  dans  l'ordre  décroissant  c^  c",  c**,  etc.  -  » 

Nous  avons  déjà  trouvé  (art.  68)  qu^en  faisan  tain  ^  ===  ■  ■  7~  v!a.>  >r>>  ^^  ^ 
F  (c,  ^)  s=  (i  4-  <^)  f  {"^t  4')-  ^°  déduit  de  la  liiéme  substitution.. ..  :>  . . 

(j  +  c»)  E  (c,  ^)  =  3E  (c«, 4)  —  ^" F.<c%  4)  +  Y,  .  -\  .:\ 

>    19  17        2c*»A(c*»,4/>sîn4'COs4'  ^  I-      I  ^     uv 

où  Ion  a     ;  V  = V  o  '  i\ ^  =^ ^^ «» J.  ç^iZL .  ^'l_     \ 

CesWmulés  lit;  diffitetit  '  pas' esiifciïtieltéfitieiit^ 
données  pour  exprimer  les  fonctions  F  (<?,?),  E  (c,'Ç>)  ptft»' le  moyen  âes 
fdtteftiiî^M  F(c^,  ^),  E  fe%  (^%  Où  trit  seulemeat  ici  qm  l'émfditiiae  ^ 
de  jdQs  premières  formules'  est  remplacée  pàf  Vtuuplitude  4i  rt  Ja/^l^t^on 
ent^e  ces  deux  variables.se  trouvera  en  éliminant  <p  des  deux  équations.. 

sm  ^  ==       ,    o  .  ,-r- ,  sm  (2^  —  ^•j  =  e*  sm  <p* ,  ce  qui  donne  ? 
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i— sm*4' +^***™^4'         ' 


ou  plus  BÎmplemeiit  tang  1  ^*  =»  tang  4  V^(^  —  ^"^^  **^*  4)-  ^'^^  ^"  formule 
ordinaire  de  duplication  qui  satisfait  à  l'équation  F  (c*,  ^'*)  =  aF  (c^,  4)- 

.  L'amplitude  4^  a  la  propriété  de  croître  continuellement  avec  l'ampli- 
tude ^ ,  et  de  coïncider  avec  elle  dans  toutes  les  valeurs  multiples  de  ^  7r  ; 
c'est  pourquoi  nous  désignerons  4  P^^  ?«»  suivant  la  notation  de  la  seconde 
échelle,  et  par  ce  moyen  on  ne  coafondra  pas  ^o  ^^^c  l'amplitude  <p^  de  la 
première  échelle  y  laquelle  croit  suivant  une  autre  loi. 

Noua  remarquerons  d'ailleurs  que  de  l'équation  sin  ^  ;^    v"!^  -^T     ?  ^'^ 
déduit 

Ainsi  on  pourra  prolonger  à  volonté  la  suite  des  amplitudes  f,  ^^^  ^««,  etc. , 
après  avoir  préalablement  calculé  suivant  les  formules  ordinaires,  la  suite 
des  modules  décroissans  c^k^^  c*%  -etc. ,  et  t;eSe<le  leurs  complémens  b^ 
b%  *•%  etc. 

359.  Si  on  applique  maintenant  la  même  substitution  à  la  fonction  de 

troi^We  espèce  fl  (71,  e,  ^)'zsf  v  ^"-  \^  •  ^  >  ^™  *""*  ^  transformée 

et  on  voit  que  le  développement  de  cette  formule  produira  deux  fonctious 
de  trcttsième  espèce  que  nous  désignerons  par  Cl  (o»,  c%  ^o),  H  (m,,  c%  ^0)  y 
et-doat  ks  paramètres  /}«,  m^y  se  détermineront  par  les  équations 

Soit^lonc  As=—  j  +6*  sin*^;  si  on  fait  en  même  temps  /io  =  —  1 
4-^*'8iB*A  et  /?toS=^— i  +  ^^'^sin^ft,  on  déduira  dfs  équations  précédentes 

sin*X=  H» +  *  ^»"^**)  +  T  cos«  i/<i  — *'sîn*ft), 
8in>;=  1  (i  +isin*fl)  — ^  cosfl  V^( i  —  *•  sin* fl) ; 

d'où  l'en  voit  que  les  angles  X  et  fi  sont  toujours  r^els  et  qu'ils  satisfont  à 
la-condition  i  «se*  tang  A  tang^^  ou  F  (4%  A)  +  F  (b%  fi)  =  F'i*»  On  pourra 
donc  exprimer  la  fonction  n  {riyC^  ^)  par  deux  autres  fonctions  de  la  même 

41  *  • 


k 


p 


34  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

espèce  rapportées  au  module  c*,  et' dont  lés  paramètres  n^^  m^  sont  de  la 
même  forme  que  le  panmètre  /i..  Mflfis  cobaiixie  ces  paramètres  n^^  m^  saiis^ 
font  à  la  condition  n,/7to  s=  c""*,  les  deux  foaotioB&  pourront  se  réduire  à 
une  seule. 

En  effet  par  la  formule  du  n*  49  >  on  a ,  en  &isant  pour  abr^er.  •  •  •  • 

,         (i— c*»)8În9tangfo 

lang  4.. = i^ 2 ' 

^o  *  (i  +  /ïo  »»u*fq)  (i  +i»o  ain^^o)         (i  —  €•)  smi^ 

» 

prenant  donc  à  volonté  le  coefficient  A:,  on  aura  la  formule 

dans  laquelle  on  peut  faire  disparaître  du  dénominateur  le  facteur.  •••••• 

I  -f~  ^«  ^1^*  9o*  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  A:  par  Féquation 

(i  -f-  A:)  c*  =  (i  —  h)  m.y  ce  qui  donnera 

alors  la  formule  précédente  se  réduit  à  cette  forme  très  simple  ' 

Une  équation  semblable  donnera  l'expression  de  XKji^^cf^y  çj)  parle  moyen  de 
n(/î^,  c**,  ^.,),  et  ainsi  successÎYementVytis^u'à  ce  que  le  module  de  la  der- 
nière fonction  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  son  carré.  Arrive 

à  ce  terme  la  fonction  II  (/ï|,  c',  ^i)se  réduira  à  /  .  .       .  ,^  =,y/    ■     v  ^rc 

tang[v/(i+''f)tang^i].  On  connaîtra  donc  la  iraleùr  de  IT  (n,  c,  ^)  avec  nn 
degré  d'approximation  qui  a  pour  mesure  le.  report  de  (cj)*  à  l'unité. 

260.  La  pratique  de  celte  méthode  se  réduit,  oomme  on  voit,  à  calculer  1*.  la 
suite  des  modules  décroissans  c*,*  c^%  etc. ,  et  celle  de  leurs  complémens  &*, 
£"*%  etc.;  2^.  la  suite  des  amplitudes  (p. y  ^«o  etc.^  selon  la  formule  qui  a  été 
donnée  pour  déduire  9o  de  ^  ;  3^.  l'angle  A  ^ui  détermine  le  paramètre 
/io=:— '  I  +^**sin*A,  et  les  angles  semblables  qui  déterminent  les  autres 
paramètres.  Appelons  par  analogie  60  l'angle  A  qui  détennine  le  paramètre 
n^y  comme  l'angle  â  détermine  le  paramètre  n,  la  formule  qui  donne  sin'A 
en  fonction  de  sîn  Opourra  se  met  tre  sotis  la  forme  mn  (a9o*t*  6)=s  —  ^siofl, 
très  propre  au  calcul  trigonolmétrique.  On  voit  par  cette  formule qùé  2fl«  +6 
sera  toujours  compris  entre    180*  et  ^70*;  appelant  donc  ot  lé  plus  petit 


/ 

OD  déterminma! de.miS»i«)A.£pfur  Ô4  «*  Wpa  suwaepiyement;       ,.,./,,, 
I)aiia.leL>caftidcSffim«tiMiA)«OffipIMe».oa.^t  4içpensë  <J[u  q^lcol  des  am- 
plitudes, puisque  elles  sont  toutes  ëga}es  à  |  -ir,  Aloi?  la  formcde,  générale 
déviait  ;       . 

n> (», c, <p)  =  ^-ijp, ,  i» ^  ( I  +*)  F'c -a*  ( I  +  c«)  n'  (»., c«) , 

1 

et  on  en  déduit*  toutes  les  .tEUitres.         .... 

Nous  remarquerons  qu'on  peut  obtérfir  uTiCf  seconde  solution  du  même 
problème ,  en  fiilsant  disparaffe^  le  fecteur  i  -f-  »,  sin*  ^o  au  lieu  du  facteur 
I  +  '«o  sin*^o-  H  faut  pour  cela  cliâtager  le  signe  de  k ,!  ou  prendre 

A:=: —  ,  ^  '  J:  on  laissera  subsister  la»  déiiomîqatiop'de,;j,pour  représenter 

/lîo,  et  celle  de  B^k  la  place  de /ti./ et  on  aura  Técjuâtion  sîn  (â0;— û)=5ésînfl, 
pour  calculer  successivement  les  angles  Oo^^oo)  etc.,  qui  servent  à  déterminer 
les  paramétres  n^,  n^y  ejtc.  Oniob^en^ra  ainsi  i^ne  t^ecoi^de  formule  générale 
de  réduction-  entièrement  semUable  à  la  première  et  qui  aurait  le  même 

usage.  '  •  .'.''"''•''  '^  ' 

-----       -      I 

I    Additioïi^  au  Chapitre  Jf  XX/,  ' 

361.  En  vertu  de-la  premi^e  écbelle  de  modules. loûtc  fonction  de  pre- 

py^))  dçnt  leniodule^et  r^^pj[i^i^  ;sc^t|  donnés,  peut  être 
transformée  en  un«  autre' donV  le-  modple-îera  .pris  ji  ^volonté  dans  la  suite 
infinie... c®%  c%  c,  ç',  c^'....»  foiîmée  suivant  'uue  loi  connue  d'après  le 
module  primitifs.  En  vertu  de  là  seconde  échelle  des  modules,  la  même 
fonction  peut  étretramfinriiiéie  MttUaUement  ^  de  5pite<|ijies€>n  module,  soit 

.un.  tet^me  quelconque  de  ;b  suite» «vc,,^  ^«^x^v  <>}%:  <^/^v  «>*/*  fonaée^ûvai^t 

iipe  autr«  loi  d'apcèi»  le  Xûètm,  module (poiw^ifc  ;  )et>  ^<>v^,a,vqas  reipajrqué 

que  ces  d^ux:  suitç9^ne.p0aireiit.a¥oir  .antui»  autre  teriqg  cpooimun..        r 

,  Imaginona  que  cto  de w  Jign^  de^moduM  soiep  t  d^po^^  k  angles*  (}roIts , 

leur  point  d^intenifOtÎQli  étant  le  Keu  du  .module  primitif  ç;^t  supposons 

'  que  les  difierens  termes  dfi  cbfique  suite  soient,  placés  à.  desinte^^lles^ux 
sur. leur  ligne  respective^. Si  k'^n  40r^si4^e  uia.  terme  quelconque  de  )a  pre- 
mière ligne  (qMe  nous  .sppposçrona  horizont^q  ))  p^r.eyernple.c'',  oa  pourra 
par  le  point  coriresp<iin4%qt  &ir9.ipi4^rf;V|n/eJsgne.v^rtic^^„.  dans  Iaqu^)e 

.  on  placera 9  toujours 9  des^ intQrvfdles  égMx,Jcs;difieren^  ^rmes  de  la  sér^e 

.  des  modules  calculée  suivant  la  loi  de  la  seconde  échelle,  d'après  je  module 
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ptîfciUfV'.=CBRfe  sèiîé  poùrtà  ètrfc  àéàtgttée  pâi». ,  .c^„.,  «".^ ,  </', ,  «j", 4/^; 


^^/^  ^///;  etc.  Ht  tette  tcotistruction  répétée  pcmr^^que  terme  de  la  suite 
hiômontàlë,  résuhé  le  tiableau  stiitatit^  farmant  wné  sorte  de  dAiîiîer  dont 
tés  dliheàHicmè  àofat  iûd^nies  et  qui  contieiit  dans  «es  cases  tous  les  modidis 
déduits  du  module  primitif  c. 
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262.  MAinteDaiA  il  est  iBeicile  de  voir  ^que  ies  transformations  4e  la  fono- 
iioii  F(^,  ^)  peuvent '^tr0  failea  «a  géoéral  d€  chaiiiere  qu'on  passe  du  mo- 
dule Cjkun  modale  qnelôbnqvia  contenu  dans  ce tablean a  deux -dîmettsioDs. 
Veut-on  j  par  e^etti^'le ,  {)asset<  >  nki  mod^ile  ^  au  module  cZ  ;  on  suivra  les 
formulés  de  la  preiiuère  éidhfelte^pdûP^pâsser  du  tnodtde  c  |au  module  (/"^ 
ensuite  de  celtfi-ei  on  passera  âu  module  cl,  pai*  les  formviles  de  la  seconde 
édtelle.  Cèst  sans  doute  \ùï  résultat  très  remarquable  que  cette  maAtitude 
infinie  de  transformations  qu'on  peut  fidre  subir  à  la  même  fooictioû  V(cj(fl)y 
sans  changer  sa  nature  et  en  conservait  le  même  rapport  eirtre  la  ibnctioii 
et  sa  transformée  pour  tocAes  les  valears  de  Pémptitude;  bn  chercberait 
N'ainement  dans  la  variété  infièie  des  transcendantes  Un  second  exemple 
d'une  fonction  qui  se  rèproduiraH  sdus  tant  de  formes  difl^rentes  et  à  laquelle 
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on  pfffîirait  qgplifiier.  plus^  pste^qi^  t  (^]^  la  spirale  jfogap^miqfie^  Ja  <)^vû? 
que .  lui.  avait  «Jownàs^^  ;  Jacqiiqs  Beropulli  ;  {Eatkm  mutafi^  ^^urgif.)^ 

11  e»t,umtile  d'ajou^f  que  la  fonctû^u  de  9ecoadç  e^çe  £  (^^  .9)  part^gf 
W  mqioe^  propriétés  avec  la  fonctioa  F,  mai3  à  un4ni{îmdre  degré  ,.à  caus? 
de ;la  complication  qu'introduit  dan»  |es  résultats  1$(  ^uautffaé  algébrique  (x>m*- 
prise  dao^  chaque  formule  de  réduetxou^ 

363,  11  re^te  maiotenant  à  examiner  $i  dans  la  formation  du  tableau  gé^ 
niral  on  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  dbangeant  l'ordre  des  opé- 
rations ^  de  rborizoulale  à  la  verticale  j  c'est-shdire  si  en  parlant,  par  exempt 
du ,  terme  CJ^  conaidéré  comme  module  primitif^  on  trouverait  par  )e&  formules 
de  la  première  échelle,  la  même  série...  C//%  ^t/"^  c„y  c'tiy  c'f^.  • ,  qpe  dour 
mot  1^  ré^uUata  de  la  première  opération  «  Or  à  cet  égard  l'aifirmative  eft 
aisée  à  démontrer,  ... 

£^  effet  tout  se  réduit  à  £iire  voir  que  le  terme  <^^  déduit  de  c,  par  Içs 
formules  de  la  première  échelle  ^  est  le  même  que  c/  déduit  de  e^  par  les 
ip^mules  de  la  seci^ude  échelle.  Sqit  c;;:7fiip  6^  .i?^!=9âin.6^^  on  aura  par  h^ 
propriétés  de  la  première  échelle  à"  :^  tang*  ^6,  c^^  ^^ug'  j^By.  Il  faut  cn*- 
suite  que  les  termes  consécutifs  c,  c^  soient  assujettis  à  la  loi  de  la  seconde 
échelle  qui  donne 

V/(sin9  sin  6j  +  l/(cos  8  cos  flj  =  i  ; 

il  faut  pareillement  que  les  termes  c^^  c*,  soient  assujettis  à  la  même  loi , 
ce  qui  donne,  en  faisant  sin  A '=  tang*  f  9,  sin  A^  =s  tang*  j  fl^, 

V/(sîn  A  sin  A^)  +  v^(c6s  A  ces  A^)  =  i . 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  sin  A  et  sinA^,  on  aura 

*         I  û  A         I  â      I    \/{cosê  COStl/) 

tang-1 9  tangi  fl,  +  ^-p^  =  .  ; 

cette  dernière  donne  v/(cos  ô  cos  fl>)  =  cos  (7 6  +  i  9/) î  donc  v^(cos  9  cos  9,) 
=  ï  +  îCos(fl  +  9,)  =i(i  +cosfl  cosô,  — sin9sin9j,  sin  9  sin9,= 
I  4-  cos  9  cos  9^ — 2  v^(cos  9  cos  9/)  et  enfiu  v/(sin  fl  sin  9^)=  i  —  v^C^^s  9  cos  9^) , 
ce  qui  s'accorde  avec  la  première  équation.  Donc  il  est  indifférent  de  for- 
mer le  tableau  complet  en  calculant  les  séries  verticales  qui  répondent  aux 
différens  termes  de  la  ligne  horizontale ,  ou  en  faisant  l'opération  inverse , 
et  le  résultat  est  toujours  le  même. 

26^'  Dans  chaque  ligne  horizontale  du  tableau,  formée  suivant  la  loi  de 
la  première  échelle,  il  y  a  toujours  un  module  compris  entre  sîn  9*  Sa'  et 


\ 


\ 
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An  80^  7V^iniités  qui  résultent  du  module  moyen  sin  ^5*:  Donc  comme  il 
j  a  une  infixiité^de  ces  lignes,  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  la  première 
ligne  contenaiit  le  module  primitif  Cy  il  s'ensuit  qu'on  peut  transformer  la 
fonction  donnée  F(c^  ip)  eu  une  infinité  d'autres  dont  les  modules  seront 
compirb  entre  sin  9^  ^2'  et  sin  8ô^  ^^  Il  parait  même  probable  que  la  trans- 
formation pourrait  être  dirigée  jde  n^anlère  à  obtenir  potir  la  fonction  trans- 
formée un  module  aussi  peu  différent  qu'on  voudra  d'un  moduie  donné; 
'  Nous  remarqueil'bns  enfin  que  tous  les  modules  compris  dans  le  tableau 
général,  sont  nécessairemënit  différens  les  uns  des  autres.  Car,  s'il -existait 
dans  ce  tableau  deux  termes  égaux,  ils  ne  pourraient  appartenir  ni  à  une 

même  '  colonne  lidriÀoùtale '\3ont  tbus  les  termes  croissent  dans  un  sens  et 

•  •  •  .  , 

décroissent  dans  l'autre  avec  là  même  rapidité,'  ni  à  une  colonne  verti- 
cale oh  les  différences  d'un  terme  à  l'autre  sont  encore  plus  sensibles; 
ils  seraient  donc  ceâsés  déduits  l'un  et  l'autre  '  du  module  situé  à  l'iuter* 
sectioÈi  de  la  colonne Kbrizôntâle  de  l'un  avec  la  colonne  verticale  de  l'autre; 
or  siiivant  ce  qui  a  été  'dékapntré  ^Ârt.  196)  il  est  impossible  que  ces  deux 
colonnes  contiennent  deui  termes  ég^ux!' 
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APPLICATION  A  LA  GÉOMÉTRIE. 


milHIÊMIt^tMIU^/¥lltMlim0t^M^t^f*l'^ÊItttlÊ0lkl^Mltl0M^ 


SECTION  PREMIÈRE. 

Surface  du  cône  oblique. 

365.  ViONSiBiaONS  d'abord  le  cÔDe  oblique  à  base  circulaire.  Soit  S  le  som*  Fîg.  n. 
met  du  cône,  G  le  centre  de  la  base,  SO  la  perpendiculaire  abaissée  du  som* 
met  sur  le  plan  de  la  base,  SAB  la  section  faite  dans  le  cône  par  le  plan 
SCO.  Si  on  fait  le  rayon  CA  =  r,  la  hauteur  SO  =  A^  la  distance  CO  =/*, 
et  l'angle  variable  QCSà.  =  (»  >  Faire  ASM  correspondante  à  l'angle  cù  sera 
eiprimée  par  l'intégrale 

Z^f^rdoê  |/[A*4-(r— /cas»)*]. 

Pour  réduire  cette  intégrale  à  la  forme  ordinaire,  j'observe  qu'en  appelant 
a  et  a!  les  apothèmes  SA ,  SB,  on  aura  a*= A'  4-(/— r)%  a''==  *'+(/+  r)*j 

soit  donc  lang  >  =  (y)*  tang^  (p,  m  =  ^^,  c'  =  i  —  (c^^^-)\ 
on  aura  la  transformée 

^— («+«')•  y  (i+iiicos^y  • 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  (  i  -—  m  cos  ^)%  et  faisant 

n  s=  -^^;  =  cot' 8,  ce  qui  donne  m  =  cos  fl,  et  \/(p)  =  tang  ^ 0 ,   on 
aura 

soit  tang 4/  =  v/(/i-hc*).-^  =      ^^'a  ,■  a ^,  on  aura 


Asin6 

se 


/z^c9s^_  ^_^           "^^  ■    rr  (  4^+  -  sin  a  -4^  ).  L'autre  intégrale 

trouvera  en  développant  la  différentielle  de  — *^°  ^  ^^J  j^Qf^  j'qq  déduit 

Donc  on  aura  l'aire  cherchée 

T.  I.  42 
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Pour  avoir  l'aire  entière  du  cône)  il  faut  faire  (ù  =  yff^  ou  ^  ss  vtt^  ce  qui 

donne 

Z".=  2r  v/(a*0  [E'c  — F'c  +  (i  H-/i)  n'(/i,c)]; 

formule  où  l'on  pourra  substituer  la  valeur  de  FI'  (n,  c),  donnée  par  l'é- 
quation 

(i+»)n'(«,c)_Pc=:^j[i5r+FcF(i,e)--F'cE(M)-E'rF(4,0)], 

de  sorte  que  l'aire  Z'  ^era  entièrement  exprimée  par  des  fonctions  elliptiques 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 
^66.  Leparamètre  n^y^oxA^^  estdéterminé  par  le  rapport  d^sapothémes  0  et 

a! ,  puisqu'on  a  tang  ^9  =  yj -ny  quant  au  module  c,  si  l'on  fait  ^ sss  sin  A, 

l'angle  X  sera  égal  à  j  (ASO+  BSO) ,  c'est-à-dire,  que  cet  angle  est  celui  que 
fait  la  perpendiculaire  SO  avec  la  ligne  qui  divise  en  deux  également  l'an- 
gle ASB.  En  eflfet,  si  on  fait  de  l'autre  côté  de  SO,  l'angle  OSP:=  OSA, 
et  qu'on  appelle  aX  l'angle  BSP,  le  triangle  BSP  dont  les  trois  côtés  sont 

*>  tt',  P/T,  donnera  cos  aXss»  -~ï- — r-*^,  or  «•  -f"  *^*=  iA*  +  2/*-Har*} 

donc  cos  aA  =  ~^  ,  et  par  conséquent  sin*  X  =  ^  —  T — — — -p-^^t 

ce  qui  est  la  valeur  de  c*.  Dç  là  on  voit  qu^  les  quantités  a,  ce',  c,  8 ,  qui 
entrent  comme  élémens  dans  le  résultat  Bnal^  se  déduisent  immédiatemaot 
du  triangle  SAB^  section  principale  du  cône. 

lious  ne  BOUS  arrêterons  pas  à  faire  voir  comment  ou  pourrait  comparer 
diverses  portions  de  la  surface  du  cône,  de  manière  qu'une  portion  sertit  à 
en  mesurer  une  autre ,  soit  exactenoteat ,  soit  avec  des  difiëscBce^  di^ermina- 
bles  algébriquement  ou  par  arcs  de  cercle.  Ces  propriétés  sont  communes 
à  toutes  les  quantités  «^piipeuTeùt  s'expriœr  par  le&£mctioB&  cjUiptiques  ; 
mais  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  si  on  appliquait  aux  foQCtioxis 
E ,  F,  n ,  coB t^iûea  dans  l'expression  de  Z ,  les  transformations  pair  lesqn^tes 
on  change  le  module  c  QO  UA  autre  terme  de  l'échelle  c,  c^,  c^,  etc. ,  on 
ramènerait  ainsi  le  cas  diA  cône  oblique,  à  celui  d'un  cône  de  plus  en  plus 
rapproché  du  cône  droit.  Car  lorsc^ue  c  serait  asses  petit  pp^r.  être  néglifia, 
on  serait  cei^sé  avoir  atteint  la  limite  du  cône  droit)  et  les  fonçons  F,  £9 IT, 
se  réduiraient  à  l'amplitude  9. 
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S67.  Si  on  déreloppe  là  surbce  du  c^mt  stur  un  plan  ^  îl  en  résulte  un  secteur 
dans  lequel  l'angle  du  sommet  que  nous  désignerons  par  O  y  se  déterminé 
par  la  fimnole 

et  au  lAojen  des  mêmes  «ubetkutiaiis  on  a  la  transfidniiée 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  f  s=  o  jusqu'à  f  =  2^,  on  a  TuDgle  total 
du  secteur 

On  peut  remarquer  que  si  dans  l'eipreision  à»<bf  oa  fait  ç  =s:  ^  tt,  ce  qui 
donne  m  x^%y  la  va^r  de  O  devient  égsJe  au  quart  de  Tangle  total  4\ 
Donc  si  e»  détermina  le  point  M  de  Usinière  que  l'angle  Ad&I  =s  â  ,  L'an^ 
produit  par  le  développemeiftt  du  Itecteiw  courbe  ASM  ser«  le  qiMPt  de  celui 
que  produit  le  développement  du  cône  e&tier. 

GmnaissatTi  n  ss  cot^O^  et  c  =c=  sin'A  y  le  rapport  j.  m  qui  entre  dans 
l'expression  de  O ,  peut  se  déduire  des  équations  i(rf  =:  o/^— -  a*  ^  ..«•••• 
4/'*=  «''  +  «'  —  aoa'  cosnA,  tang  ^  fl  =  y^  ,  qui  donnent 

r^_ cptQ  //y>('+»)\ 

268.  L'expression  que  aeiiAavotis  trouvée  peur  l'angle ûsdéfini  4^^  folu*nit  un 
moyen  fort  simple  de  construire  la  fonction  de  troisième  espèce  II  (/i^  c^  9)  ^ 
dans  laquelle  le  paramètre  n  est  positif  et  représenté  par  cot*  fl.  On  a  en  effet 
pirt  eette  é<]pailims 

^  éUiM  Taagle  sn  scoMùet  du  cône,  décrit  sur  m  sorfaoe  cenveae  pr  Tan 
pethème  mobile  qui,  partant  ém  poitft  A,  se  meitt  SM^eiDr»  ckme  le  iaémé 
sens  le  l6ng  de  1«  cirecmCérence  de  la  bMc,  fitsqu'è  c«  qfl^îl  ail  parcouru 
Farc  Ali  «^  m^  déterminé  par  l'équation  tMi^  ^  #  ââs  itmgi'd'  tang{>f^.  Cet 
z^^m  ceàLi  oonlkiàcAkiiieM  avee  l'ampâtude  ^  et  s'accorde  aree  ^  dans 
toutes  les  valeurs  multiples  de  ^  ;  on  vett  d'silieQft  que  l'an^  ^  est  une 
fbncttco  révdulive,  Co«i«ie  lea  fàoétîons  F,  fi,  H,  laspielle  «tott;  indéfi- 

4^  •  • 
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CASE  ÎV. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  XIII. 


«  ' 


Intégrales  T  et  Y  prises  entre  les  limites  m:szù\  »^=y.  \ 

^ r (l  —  m  COt#)  cUtOOtm   ^^_^ 

J  V^(«în*y  —  sin*«).  v(i  —  oos'et  cos*«)  • 

y  _    r ^'^     ^. ^ 

J  |/(sîn*y  —  sîn*#).  \/(i  —  cos*«t  oos*«)* 

Intégrales  T'  et  V  prises  entre  les  limites  «r  =  o ,  «  t=  « . 

^ r (Q  —  8in#)  dêfcosm 

J  8in'«V^(sin''«i  — sin^«).  ^/(i  —  cosV oos*«)  ' 

J  v/(sin**  — sin*#).  V^(i  —  COs'ycos*«)* 

Ces  quatre  intégrales  se  réduisent  aux  suivantes^  qui  ont  pour  > limites  ^  =  0> 

f  r=  A  : 


T=^ 


sinC 


sin*«sin'y 


fydp  v^  (sin*A  —  sin»^) , 


sinC 


sm*« sm'y      *  t/^  v  \  tj? 

sin  Cj  V^(sin'A  —  sin»^)' 

sinCy  \/(»in*A  — sin*^/  ... 

Il  résulte  de  ces  expressions  les  deux  formules  : 

T  +  T'  =      .""""f  ,    fdip^i 8in«>  —  sin**), 
asm*«sm*y         '  ^" 

*  2smCy    l/(sin*A  —  sm'^)' 

lesquelles  peuvent  être  exprimées  en  fonctions  elliptiques  dont  le  module. 

c  =  sinA  =  -; — >,  de  la  manière  suivante* 
sm  C 

2$m'«sin*y  asmCsmV  asm*» 

^  ■  ■•  ■    ■  ■      ■  ••'.•.. 


2Smb        ^  '' 


coaoixaihes. 


Des  valeurs  de  T  +  T'  et  V  +  V',  on  déduit,  en  faisant  y=:«,  et  par  suite; 


sm  « 


cosC  =  cos'«,  c=:  -T — 3,  les  deux  formules  suivantes  : 

sin  C 
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|/(oot*«~cos*«).v/(i  — co6*«co8*«)      asinC    ^  '    ^* 


^F(c,0- 


2  81II«  61Q&        ^  '      '  2  8m*«* 


De*  Taleurs  4e  T  et  T'  oo.  déduit  encore  les  deux  formules 

/*  •     (i — mcotm)dm         jw         ,   <ecot#— i  r  #  =  0, 

/*    (O  — 8in#)dWoos#     I— <tcot#  j  •  =  o, 

8În*#  V/(  8ip'«  —  sin*»  )  ""      bIua     '  (•  =  <«. 


CASE.XVI. 


{M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
Modale  c  =  1/  1  i ;— >  ) ,  6  ^  -t-tt. 
\         sinC/  sm(> 

Limites  des  intégrales^  *  =  !*;  «  7=  C. 


/ 


MN    "sintf*  ^'^'' 
dl»oo8«f  sin** 


MN 


=  stnC£'(c), 


ïiCSl5S?;""i5??J  A^  ""iin*-sinf  *'^''^' 
J  MRsin"* ~  Bin**^*?  J  A»»"*"        sîn  C  sin*-  «  ^  ^ ' 


MNcos#      smCcos'C      v      -*^     1    /> 


/A>         _    ,     I       .    r  dé,      ;_  f  ^  =  0, 

BBNf  cos-'-'C ~  sinC cos*»C  f£^{i  +  c* tang*f sito'ç^)»*  l  f  =  i ». 

Tontes  c^  iotégr^les  pemr^nt  s'iexprim^r  par  les  treif  fonctions  complètes  F'  (ç) , 
E'(c),  n'Cc'tang'ff,  c), 

Si  Foa.chingB  dans,  ces  formules  sin«  en  cosC,  et  sinC  en  oosci,  ce; qui  donne 
pour.c  et  b  les  valeurs  c=  |/0 r^  )i  *  = ">eu,  suivant  lesdénomi* 

nations  de  la  case  IV,  'c  =  siDy,  £>  =  co8yi  on  aura  les  trois  formules  générales 
qui  suivent  :  !  • 

T.  1.  /|» 
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Premier  cas.  Soit  h^/*t^t*  (A»  4-*»)  ;  alors  la  formule  à  întëgrèr  ttt 

^  SI  i  4^  V/C«**'  +  «•*'  —  aai*/sin  f  H-  4v  sin'  ^] , 

et  iL  arnvecfae  b. quantité  amis  la  signé  est  un  qaarré  parfiàty  àt  aorU 
qu'on  a  £0;  s:  i  4^  [ov^(&*#-  &*)•—£<}  ski  ^] ,  et  en  iut^rânt 

■        Z  =  ia(p/(Î»4.A«)  — i5c(i  — cos^). 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  4>  =:  o  ;  si  on  l'étend  jus^'à  ^  s=7r, 
on  auta  la  partie  de  la  surface  da  côoe,  séparée  par  le  petit  axe^  du  même 

côté  que  la  perpendiculaire»  Cette  partie  que  nous  désignerons  par 

U  ^:s^ia7t  V^(ft'  +  A')  -—  bc^  Si  eu  partant  tou)ours  de  ^  =  Q>  on  £ut 
croUre  oontinudUemekit  9  jusqu'à  <^ss.;i9ry  on  aura  la  surface  totale  du  cône 

die  est  ^fi^le  à  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  â  Fellipse^  multipliée 
par  la  moitié  du  petit  apothèmCà  •  7  . 

.  On -voit  ça  même  temps  que  la  partie  de  la  surface  du  cône  qui  est  sé- 
parée par  le  petit  axe  de  l^autre  coté  de  la  perpendiculaire ,  étaàt  nom- 
mée 71' y  on  aurait 

ainsi  la  différence  des  deux  parties  séparées  par  le  petit  axe,  savoir.  •  • 
71'  — •  Z'  =  2bc ,  est  égale  au  rectangle  formé  du  petit  axe  ^h  et  de  l'excen- 
tricité c.  Elle  est  la  même  pour  touà  Tes  cônes  en  tiomBte  itifini  qui  satisfcmt 
à  réquatiooL  b^f?^  cri:  e^A*  +  o^b\J^H  k  étant  les  coordonnées  qui  détermi- 
nent le  sommet  de  chaque  cône« 

Etant  donné  Pellipse  qui  sert  de  Base  au  cône,  sî  on  détrit  danâ  le  ptsn 
de  cette  ellipse  une  hyperbole  telle  que  le  fi>yer  d'une  de  ces  courbes  $oit 
le  sommet  de  l'autre,  comme  dans  la  figure  i4î  si  énâûite  on  fait  tourner  le 
plan  de  l'hyperbole  autour  de  l'axe  CA,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  peipoidScU'^ 
larr e  au  plan  de  l'eHi|i5e ,  i^hifpef bolé  «mi  tracée  sera  le  lien  de  tooa  les 
sommets  des  cônes  quarrables^  et  chacun  de  ces  cônes ,  dont  le  sommet  est 
déterminé  par  les  coordonnées  y*  et  A,  aura  pour  surface  vra  V^C^+^X 
Ces  propriétés  des  cônes  à  base  d'ellipse  sont  curieuses  et  B^avpiaBt  poînt 
encore  été  remarquées.  /ixL  reste  le  cône  dont  il  s'agit  n'est  antre  chose  qu'un 
cône  droit  à  base  circulaire  coupé  par  un  plan  incliné  convenablement  à 
sa  base  r  et  comme  la  même  section-  peut  être:  :feite  éans  difiretes  rcènes 
droits  y  il  s'eûsttir  que  potkf  tuie  même  bsM  elUptiqtie  il  y  a  une  iâfiaité 
de  sommets  qui  déterminent  autant  de  cônes  quittTableSr  En  appekuatl  Hn*- 
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diaHUoo  de  k  btsa  circulaire  mc  la  btise  eUiplique  >  et  ir  l'ingle  que  fait 
rapothème  du  cône  droit  avec  son  aie ,  on  aurait 

Ain»  on  construira  fSaicilement  le  cône  circulaire  par  le  moyen  du  cône  el- 
liptique ,  et  réciproquémeht. 

a'j^.  Seècmdcas.  Soit  iy^<  0*^*4-^^  :  da&frce  càs  la  scmunet  du  cône 
est  situé  hors  de.  rtmro  de  Pbyperboie  qui  eftt  le  liéu  de  tou9  les  sommets  des 
cônes  quarraUes.  Alors  le  polynôme  a^b^^^h^-^  2ab^féïn  (p + {B^f^  *^  t^h^ 
sin*  9  se  partage  en  deux  ftcteuré  réels  (A^«^B  un  ^)  (A  «^  G  sis  ^)  dont  les 
.coeffiçiens  sont 

A»<iV^(é' +  /»•)> 


JJ—  ^  , 

C=: j 

On  observera  d'ailleurs  que  B  et  G  pris  positivement  sont  toujours  plus  pe» 
tits  quQ  A;  car  puisqu'on  a 

4i'A*  co&*^ 4- A-if  sin*  4>  +  ^^  (a —/fiin  f }•  «  (A i--iJ  fife ^)  (A--^ 

le  premier  membre  étant  toujours  positif  et  jameis  nul  9  le  second  doit  être 
aussi  toujours  positif^  oe  qui  n'aur^t  pas  lieu  si  A  n'était  pas  plus  grand 
que  B  et  G.  - 

Soit  maintenant (p^^\nc-\r a^'^  on  aura 

dZ=ii>|.i/[(A~B)cos->H-(A+B)sin*43.  l/t(A4-C)6«s•4^(^-ffC>in•^J.} 
Soit  tiiflg^j^m  tangiï.,  et  ettsui^e  m;^!^,  1-=  JA^^(A+^^'- 
I  —  A:*  5=  *''=^  r  A  Zln\  IaXcI  >  ^^  ^^^*  la  ^transformée 


\  1 

•  v     .-I 


y^ mi«eAr.i/(i  —  ^ sin* m\        wMm  |/(i  -- **  «m' *»> 

dans  laquelle  on  a  fait  «  s»  V^fi*  +  (f'^^Yly  ^  n.sŒ:?ii^-*Ki  cat»^-  r^^rp* 

Cette  valeur  dju^paramètre  /i  éstjpiijours  n4gaftiYÇrX°>ai^  il  &tit  savois^si  elle 
est  de  là  forme  -^  t  +  ?  sis*  fl ,  ou  de  la  forme  —  ^  sln'  Bi  La  première 
ai^A  UeiA  si  B}es4<positi£^  mi  si  ^en  a  À^^  >>  <:^i^%  et  là  Mqt)iide  sif  Q  est:  né^ 
gstifrou  si  ^  ^J^-\<i,  ^^  Entoe  ees  lieux,  cas  îl  y  en  a  lidr  troÎMieîé  où 
l'on  aurait  Iff^  =  <^h^  y  par  conséquent  B  =s:  o^  usas  i  et  ff  â»  ««-  iK 
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273.  Ce  dernier  cas  qui  est  le  plus  nmple  de  tous,  se  résout  immédiate- 
ment par  la  formule 

dZ  s=  f  i(p  v/C^'*'  +  a*^'  —  ^obch  sin  ^). 
Car  si  on  fait  ^  =  s-vj/ — 1 9r ,  on  aura  dZ  =  d^  ^ {a^l^'{^^h^'\'2abch  cosa^) 
ou  dZ  =  bafd'^  ^{\  —  A*  sin*  4) ,  en  faisant  A:*  =.  i ^ ,  a'  et  ci  étant 

mm 

toujours  le  plus  grand  et  le  plus  petit  apothème.  Donc  on  a2A^dA'E(Ay  4)  i 
cette  aire  commence  à  compter  de .  *^  =c  o  ou  de  ^  s=  «^  ^  «tt  ,  c'est-^à-dire  - 
a  l'extrémité  du  grand  axe  de  l'a]atre  côté  de  la  perpendiculaire  A  ;  si  on 
&it  ^|/  =  «^T,  on  aura  l'aire  entière  du*  cène  Z'  =s  2bafE*k. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  bfz=:ch  entre  les  coordonnées^  et  A, 
est  celle  de  l'asymptote  de  l'hyperbole  qui  passe  par  tous  les  sommets  des 
c6nes  quarrables  ^  cette  asymptote  passe  donc  par  tous  les  soomiets  des  cônes 
dont  l'aire  ne  dépend  que  d'un  arc  d'ellipse.  Ainsi  une  même  construction 
très  simple  donne  à  la  fois  la  ligne  des  sommets  de  tous  les  cônes  quarra- 
bles par  un  arc  de  cercle ,  et  celle  4^8  sommets  de  tous  les  cônes  quar- 
rables par  un  arc  d'ellipse. 

374.  Supposons  maintenant  hf^chy  on  pourra  faire  /i=  — iH-i*ân*0, 

et  on  aura  sin*  8  s=  .  ~^^  quantité  plus  petite  que  l'unité,  puisque  B  est 
positive.' Il  s'agit  alors  d'int^er  la  différentielle 

dZ  = 7 — r^ r-r-rr '  l 


c'est  ce  qui  se  fera  aisément  par  les  réductions  ordinaires  ^  d'où  l'on  tire  y 
en  mettant  V^(.r  H-  »)  au  lieu  de  pi  ,  .       ■ .     ' 


r"âl — '""^TS*  ^^^  fiirmule  donne  la  valeur 

de  l'aire  à  compter  du: point  où  ai  ==  o ,  et  ^  s=';^  9* ,  c'est-à-dife  à  compter 
de  l'extrémité  du  grand  axe  la  plus  proche  de  la  perpendiculaire  j  si  en- 
suite on  fait  eù^s^rTTy  on  aura  l'aire  entière  du  cône 

t 

valeur  qui  se  rapprocbe  beaucoup;;  d^  celle  que  donne  le  cône  oblique  à  base 
circuJUire ,  car  le  paramétre  n  qui  est  de  Ia>  forme  — «  1  --f-  i^«in*  6,  se  ^Bmèîle' 
aisém0i)Lt^'  l&rforme  ft.-^»  qoi'  4.  ;  i  '    .  -  "     *  ' 
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375.  Sttppôeons  en troisiènie  Ueu  bf^ck,  oe  qui  rendid  quantitëB native, 

alors  on  devra  faire  n  =  —  A*  sîn'fl  et  on  aura  sm*fl=  j^ — g^,  quan- 

tilë  poâtive  et  {Jus  petite  que  l'unité,  puisqu'il  en  résulte  cos*  6=  "T^Hb* 
Au  reste  l'intégrale  sera  toujours  de  la  même  forme,  savoir  : 

et  on  aura  l'aire  totale  du  cône 

276.  Troisième  cas.  Soit  b*J^  >  c*A*.+  JV  j  dans  ce  cas  le  sommet  du 
cône  est  situé  au-dedans  de  l'hyperbole  déjà  tracée ,  dont  le  contour  ren- 
ferme tous  les  sommets  des  dônes  quarrables.  '    '  ' 

Alors  la  quantité  sous  le  radical  a'i'  -J-  a*  A*-r-  ^ai^sin  ?>Hr(Ay*—  c*A*)sin*ç 
n'est  point  décomposable  en  &cteurs  ^péels  de.laforme  (A — ^Bsin^)  (  A--Csin  9); 
elle  le  serait  en  facteurs  de  la  forme  [A  —  B  an  (^  +  ô)]  [A— B  sin  ((p — ô)]. 
Mais  il  n'en  résulterait  pas  plus  de  facilité  pour  l'intégration  de  la  formule. 
Soit  donc  comme  ci-dessus .^l=s  ^TFrjr^'i^^  ou  sin^  ;=n  i  -^  ^.^*4'>^ous 
aurons  ■  _  » 

dZ  s=  ^V/(A  —  aB  sin' 4  +  C  sin*4)/. 
A  =  **A*  +  A*  (/— «)•  =  *•«%  A— 3B  +  C  =  **«'% 
B  =  aiy  —  2c^h*  —  aa**/, 

et  on  pourra  faire 

dZ=d-^  cos'  4  |/[A*<f  +  a(A  —  B)  lang» ^  +  *'*'•  tang* 4J. 

Soit  ensuite  tang  4  =  y^î-tang^,  m  =  ^,  A'  =  |-  (^0' 
on  aura 

Cette  différentielle  étant  entièrement  semblable  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  pour  le  cône  à  base  circulaire,  le  résultat  de  l'intégration  sera  le 
même  en  mettant  A  à  la  placé  de  r. 

"A  -—  B 

A  l'égard  du  module  A: ,  si  on  fait  A:  =  sin  A ,  on  aura  cos  2A  =  -r: — >~  , 

"      .  •  '  b*ûiût 

ou 

suï  aA ^i^ . . 

T.  I.  43 
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Ainsi  efl  regardant  lès  élënrens  à^  àt\  A  ^  oônune  les  méoMS  daiiâ  ks  d«uz 

cônes  I  là  surface  totale  du  cône  elliptique  sera  à  celle  du  cône  circulaire 

Il  2b  i  Hf.  Les  parties  correspondantes  aux  mêmes  amplitudes  seraient 

dans  le  même  rapport  ;  d'ailleurs  le  diamàtre  sr  '»  déduit  des'  données 

du  cône  elliptique  par  la  formule 

J^  —  #* 

t  '  t 

Du  Cône  à  base  et  ellipse  où  Von  mfcs:  o. 


27J.  Aloi^  il  ib'y  é  obliquité  ^pk  dans  1^  sehs  d\i  ie6o»d  âM  «eulMent, 
et  le  plan  qui  passe  par  le  sommet  et  le  second  axe  divise  le  CÔhe  en  deux 
^bttie^  égales  et  temblables.  Là  fbnUulé  à  intégfer  èàt  dàïis  6è  ôa» 

dZz=^\d<p  \/\a^b^  4-  b^h^  —  2a^bg  cos  ^  +  (a'g*  -f-  c^h?)  oos'^J , 

dÙ  U  &ut  reifiâi^def  t(uè  k  qua^^iW  ioUk  le  sî^e  nW  point  déocmipMable 
eh  deut  fabteàrs  niels  de  la  forme  A  «^  B  oôs  ^  ^  «I  qu'a  pluB  iott»  niion 
elliè  ne  peut  dereàii-  un  \eBSiH  parfait.  OesX  poctrqudi  il  faut  la  oofisidémr 
daiiB  toute  sa  gëtiéit^litév 

Soit  A  «  a»** •+•***%  Bfct*ii%,  e=âa'^-f-t>**»,  la  fôtmufe  A  îût^rer 
sera  JZ  =  |  ^  V^(A  — •  2B  cosf  +  C  cos*  ^)  ;  substituant  pour  cos  ^ SU  Va- 
leur 1  —  3  sin'  7^ ,  et  l^tûpk^lht  te  sihus  |^at*  ioti  elprtfSSion  en  tangente 
aura 

rfZ=id(pcos* i^  V/[A— 2B4-C+3(A-*C;) tang*^f4-(AH*3B+C)  tang*^(p). 

Soient  et  et  a'  les  deux  apothèmes  qui  aboutissent  aux  extilétuilé^  ^  ^tit 
axe,  on  Bura 

A  +  iB  4- C  =  a^A*'+ {^ -+- *)•]  =  a*tt^% 

soit  ensuite  tang  J  (p  i«  ^Jr.tabgi  ^j/,  Vtti  i^  — (^=1-,),  m  =  îr=£  . 
on  aura  la  transformée 

2_^  aa (m  )•       /•ûW.  1/(1  —  it*  sîa» 4^) 

Cette  formule  est  entièrement  semblable  à  celle  'qui  a  lieu  pour  -k  cône 
à  baisè  tirculaire  ;  ainsi  l'aire  du  cône  elliptique  dont  il  s'agit  peut  se  réduire 
à  celle  d'un  cône  oblique  à  base  det^erde)  on  prendra  pour  élémeosde  ce- 
lui-ci les  mêmes  quantités  à,  a',  X  que  dans  le  cône  ëlÛptique ,  en  fidsant 
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A:=suiA,cosaA=:T-^ — tî  ousin3A= ^Li —  '  , :  on  aura  en 

même  temps  le  jdiaBiètre  de  la  base  càroalair*  %r  "^^  iyi.i;,*h  ^t»  ■■..i.n.-i.  kr  ; 

et  cela  posé  Taire  entiàre  du  cône  elliptique  ^  sera  h  l'aire  entjère  du  coup 
circulfiire  ::  2a  :  sr.  Le  méQie  rapport  aura  lieu  entre  les  deux  porlipns  de 
ces  c^nçs ,  pour  lesquelles  les  amplitudes  4  et  $  sont  égales. 

Du  Cône  ellipîitfue  à  doèible  oèii4jfuité. 

278^  Alon  leB  toardûBiuén  /  «A;  ^  90  âont  AuUas  ^  m  l'iwe  ni  Fattlre , 
et  le  calcul  pour  réduire  l'aire  au&  ioBCtMPi  eUifrtiquei  dsvîfiiidrait  ivàs 
proJise ,  si  ia  nature  dtt  la  qnestipfi  ne  fpuroissait  df»  moyen»  ik  parvenir 
plus  faoîlement  au  maulUit. 

On  sait  ^6  dans  ÊQut  cône  à  baae  dWlipse  y  «omm«  idans  toute  aur &oe 
du  second  or^r^r  U  &i  j>QSsiUe  de  &ir.e  de«  ^^^oj(it9  prcuJpirQf  dans  deux 
sens  différens  ;  ainsi  un  cône  à  base  d'ellipse  est  réellement  un  cône  ^  i^9(^ 
de  cercle  dont  la  surface  iodéfimiDeot  preWngée  se  termine  à  un  plan  ellip- 
tique. Cette  considération  appliquée  &  notre  problème  présente  plusieurs 
avantages  ;  et  d'abord  dSiS  iimpiifie  iineai^coyp  h  détermination  de  l'angle 
résultant  du  développement  de  la  surface  du  cône  sur  un  plan  ;  car  cet 
an^e  est  le  même  a  jkmt^s  '^^^  ^^^  1^  cône  oireu^re  «t  daiie  le  cane 
elliptique.  L'intégrale  dont  cet  angle  dépend  semUe  trài  cem^li^pBée  Au» 
le  cône  elliptique  ;  £epeadaji{  pa  voit  0  priori  q.u'eljle  dç^t  j^  rédyiiff  M  d^  va- 
leur assez  simple  qu'elle  a  daiïs  le  PQ^e  circuiairje^  fi%  on  p.e,ut  pr^mpLer 
qu'une  transfprmation  semblable  appliquée  à  l'expression  de  l'aire ,  donnera 
à  j^^elle-ci  tput  le  degré  de  ^içiplicité  clont  elle  est  si^speptiblç. 

Pour  obtenir  ces  réductîpns^  il  f^ut  co^lmencer  par  déterminer  dans  un 
cône  elliptique  donné,  la  position  de1*nn  des  plans  qui  produisent  des  sec- 
tions circulaîvea;  et  eemioe  toua^espianç  pavatlèle^  prodiiîse/it  des  sections 

passe  par  le  centre  même  de  l'ellipae  .^i  j^t  .de  base  au  cône. 

Soient  comme  ci-dessus  a  et  i  les  demi-axes  de  l'ellipse ,  et  a*  —  £* = c^^ 
8oie«t/et^  les  odHordennées  puriiU^qs  ti  <s  içt  ^ ,  d^  point  O  où  cAtow^it  Ja  Fig.n^a. 
perpendiculaire  h  abaissée  du  sommet  S  sur  le  {^^  d^  Ja  hl^ffi. 

Soit  #  YfàDg}^  yxe  &\Xr^OffiÇ  h  gcwd  ^xe,  la  drpitp  Cf),  intQrseçJ^n  du 
plan  de  la  section  avec  le  plan  de  la  base,  I  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
deux  plans;  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  Véllipsesont,  en 
appètant  ^  l'amplitude  comptée  de  Fextrcnrité  du  petit  axe,  x  =aÀtiPy 

43.  • 


\ 
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Fig.ii,a.  j^s^  J  cos^.  Soit  m  le  point  de  la  section  qui  correspiond  au  point  M  de  la 
base,  en  sojrte  que  les  deux  points  M,  m  soient  situés  sur  un  même  apo- 
thème S/7iM,  m  étant  supposé  intermédiaire  entre  S  et  M. 

Si  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  mq  sur  Fintersection  CE , 
la  position  du  point  m  dans  le  plan  de  la  section ,  sera  déterminée  par  les 
coordonnées  Cç'  =  i ,  qm  =:  u  j  celle  du  point  n  qui  est  la  projection  du 
point  m  sur  le  plan  de  l'ellipse ,  est  déterminée  relativement  à  la  droite  CE 
par  les  coordonnées  C^  =  t^  ^n=  u  cos  I  ;  par  conséquent  les  coordonnées 

du  même  point  relativement  aux  axes  de  Tellipse  seront 

a/  =2  ^  cos€  —  u  sin  g  cos  1,  ^  =  ^  sin  €  +  u  cos  €  cos  I.  Enfin  la  troisième 
coordonnée  du  point  m  sera  mn:=:  u  sin  I. 

Maintenant  comme  les  troi»  points  ^j  n,  O,  sont  en  ligne  droite,  on 
aura  la  proportion  MO  :  On  ::  h  :  h  —  zi  sin  I ,  d'où  résultent,  entre  les 
différences  des  coordonnées  de  ces  points ,  les  deux  proportions 

h  :  h  —  M  sin  I  ::/ — x  \f — a:'  \\  y — g  Ijr'  —  g. 
Donc 

^_^  h{t  cost  *—  M  sint  cosi)  '^Ju  sînl 
"""  A  —  tf  sin  I  ' 

^^^  A(<  sîn  t  +  ^  co8<  cosI)  — ^  sînl 
*^  "~  h  —  tf  sin  l 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipse  ay*  +  b*x*  ==  a*&*,  on 
aura  l'équation  de  la  section 

a*(Â^sin  €  +  ^  cosÉ  cosI  — gu  sinl)*  —  a*J*  {h  —  u  sin  I)*  =  o 
4-  A*  (ht  cos€ '^hu  sin  e  cos  I  — ^u  sin  I)*  j 

et  pour  que  la  section  soit  un  cercle ,  il  faut  que  le  coefficient  de  tu  soit 
zéro,  et  que  le  coefficient  de  t*  soit  égal  à  celui  de  k*,  ce  qui  donnera  les 
deux  équations  suivantes  pour  déterminer  les  inconnues  €  et  I  : 

(a*g  sin  e  H-  ^^  cos  e)  sin  I  =  c*A  sin  €  cos  €  cos  I , 
A*  (a' sin*  6  +  A*  cos*  fc)  s=sa*(Acos€COsI — •^sinl)*4-é*(Asin€  cosl+ysi'^l)* 

—  a*i*  sin*  I. 

La  preokière  donne  tang  I  =cï  -r^-: — "r^rr- — ,  et  substituant  cette  valeur 
dans  la  seconde ,  on  aura 


oz=:à^g^sin*e — jy*cos*6+c*sin'€cos*é(a*A*sin*€+5*A'cos*£+a*J*---t^-r-a'^). 

Ainsi  en  faisant  sin*€  =  or,  l'éc[uation  en  x  sera  du  troisiènie  degré,  et 
parce  que  les  substitutions  x  ==  o,  xss  i,  donnent  des  résultats  désigner 
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contraires,  il  y  aura  une  valeur  de  x  entre  o  et  1,  par  conséquent  une  va- 
leur réelle  pour  l'angle  €,  qui  en  donnera  une  pour  l'inclinaison  I.  On  voit 
encore  que  l'angle  €  pouvant  être  pris  en  plus  ou  en  moins,  il  y  aura  tou- 
jours deux  manières  de  faire  passer  par  le  centre  C  le  plan  de  la  section 
circulaire;  Dans  les  deux  positions  de  ce  plan  l'intersection  CE  fait  un  angle 
égal  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse,  mab  l'angle  I  que  les  plans  du  cercle  et 
de  l'ellipse  font  ensemble  ne  sj^ra  pas  le  même. 

^79*  Connaissant  l'une  des  deux  positions  du  plan  de  la  section  circulaire , 
il  reste  à  trouver  le  centre  de  cette  section.  Pour  cela  reprenons  l'équation  de 

la  section  qui  est,  en  fiiisant  A  =  CE,  ou  A*  s=  '    .  ^ — r-n — r> 

T  '  '  a*sm*i  +  6*oos*i' 


i*  4-  u*  +  -^  tt  sin  I  — •  A^  =  oj 

-  .  si  on  la  met  sous  cette  forme  <*  +  f"  +  -r-  ^^  sin  I j  =  A*  (i  4"Ti"*  sin*Ij , 
on  voit  que  le  centre  G  est  déterminé ,  relativement  à  la  droite  CE  consi- 
dérée comme  ligne  des  abscisses,  par  les  coordonnées  <=  o,  k  =  — "r-sin  T, 

et  que  le  quarré  du  rayon  r'*  =  A*  Ti  +  -tï  sin*  l\ 

On  trouvera  de  même  que  le  point  O'  où  aboutit  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  sur  la  section  circulaire  est  déterminé ,  relativement  au  même 
axe  CE ,  par  les  coordonnées 

^  s=/*cos  €  4"  S"  sin  €, 
Il  =1  AsinI  ^^/sinE  cosl4-j^  <H>s  €  cosl. 

On  a  enfin  la  hauteur  SO'  ou  h'  :=zh  cos  I  '^fsm  €  sin  I  —  ^  cos€  sin  I, 
et  appelant/*'  la  distance  CO^,  on  aura 

y**=(y'cos< '4-  ^  sin  €)•  +  Çh  sin  I  — y  sin  fi  cos  1 4-  g"  cos€  cos  1 4-  Q*  9 

en  feisant  /  =  — j —  =  CC. 

Connaissant  les  élémens  d^^f^^  h'  relatif  au  cône  à  base  de  cercle  dont 
la  surface  indéfinie  se  confond  avec  celle  du  cône  donné  à  base  d'ellipse  ,* 
on  pourra  par  ces  trois  élémens ,  déterminer  l'angle  4>  résultant  du  déve- 
loppement d'une  partie  quelconque  de  la  surface  du  cône  sur  un  plan ,  ce 
qui  se  fera  par  les  formules  que  nous  avons  données  pour  cet  objet.  Ainsi 
cette  transcendante  pour  un  cône  à  base  d'ellipse ,  ne  dépend  généralement 
que  de  la  fonction  Yk  et  d^une  fonction  de  troisième  espèce  TL{n^k)  dont  le 
paramètre  et  le  module  sont. donnés  parles  élémens  ^,y,  hl. 
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Au  tticryen  un  ce  même  cône  à  base  circulaire  on  peut  réduire  à  la  fonme 
la  'plm  simple  h  formule  dont  IHiitégnile  exprime  l'aire  du  cane  proposé  & 
base  elliptique* 

^80.  Pour  cet  effet,  appelons  m  Tangle  <jae  feît  un  rayon  quelconque  C'w 
av«  Taxe  fixe  C'O^,  et  y  Tangle  que  6it  cet  axe  avec  la  parallèle  à  CE  menée 
pat  le  centré  C^,  ce  dernier  angle  sera  déterminé  en  même  temps  que^  par 
les  équations 

y  sln  3^  =  Z  +  A  sin  1  — y  sin  €  cos  I  -f-^  cos  €  cos  I , 
f  cos  y  =±y  cos  6  H-  ^  sin  €. 

Si  on  prolonge  l'orclonfinée  mq  =  u  jusqu^à  cette  parallèle  C'^' ,  on  aura 
771'^'  =  ^  +  /=/^  sin  («+>);  donc  «=:/sin  («-4-  3^) —  /,  et  le  rapport 
h  h 


A.«^  sis I**' A  +  infini  —  /  sinl  8tn{*+y)* 

L'élémet)t  de  la  surface  du  cône  circulaire  =  7  r^dœ  j/[A'*4-(''— ^cosûj)*]. 
Multipliant  cet  élément  pat  ie  carré  du  rapport  précédent,  on  aura  celui 
du  c6^e  ^Uptique 

jy      r       ^       y      i  rdm  V[h!^+  {f'—f  co8#y] 

OÙ  l*on  a  Tait  e  =  /  .,  .    ,  :  et  comme  on  a  /^*  =  /*  +  -r— r ,  cette  valeur  se 

réduit  à  e  =  -  =  cos  CC'E/  Soit  Fangle  CC'E  ss  )t»,  on  aura  e  :9  oos  fc, 

h  hl  A' 

A  =  CE  =  f'  sin /A ,  donc^^^^^jts;  jt:^;^  =  7".  ^  ^'^^*^-  ^^^^  ««^^ 

[i — cos^8m(#+yjJ* 

381.  Les  cinq  élémens/,y^,  ^'yf^^y^  répondent  aux  cinq  données  du  cône 
à  base  d'^eilipse,  saTosr  â,  h^f^  g^  ^^  on  a  vu  comment  ik  s''en  déduisent^ar 
la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré*  Aéci|«9qiÉeme«t  les  quan- 
tités a,  byf^  g  y  hj  peuvent  se  déduire  des  élémens  i^j/\  A',  /a,  y,  supposés 
eomius.  En  effet  par  îes  angles  'j' et  ;* ,  le  premier  donnant  la  dire(îtion  de 
C*C  {pruisque  l'angle  0'C\]î:î=  f  tt  —  3^),  le  second  donnant  la  direction 
de  GÈy  on  a  immédiatement  la  position  de  la  droite  CE) ,  qui  détemiine  le 
tcentre  Kl  de  Tellipse ,  «t  qui  est  eti  même  temps  J'interaection  du  plan  de 
rëtkpse  ^  du  phm  du  cerclt  ;  IMntlinsfison  I  de  ces  deux  plans  est  déter- 

mmee  par  les  équations  -r^  = ,  J'  sm  y  z=:  r  çosfi  -f-  A  sm  !• . 

—  (/sin  €  —  ^  cbs  ^  cosl,  K  aac  h  cos  ï  +  {/sin  €  —g'  cos  e)  sinl ,  à^tafk 
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Tou  déduit  col  I  =    '^J  ^^y^^^  Ainsi  le  plan  de  la  base  eUiptique  est 

donné  de  poâtîon  par  rapport  au  plan  de  la  base  cîrcoiaire ,  et  on  a  en 
même  temps  le  centre  G  de  cette  base  ;  il  redte  doue  à  déterminer  les  deux 
demi-axes  a  et  &,  et  Pangle  €  que  fait  le  premier  avec  la  droite  GË,  ainsi 
que  tes  coordonnées/*,  g^h^  qui  déterminent  la  position  du  sommet  S  par 
rapport  au  plan  de  la  base. 

Dans  le  plan  SCKK  perpendiculaire  à  la  droite  GE,  on  connaît  SO'  =::  hly 
CK  =  r'  cos  jtt  — y^  sin  j' ,  et  Tangle  <yRO  ==  I  ;  ainsi  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire SO  sox  le  pl^ui  de  l'ellipse,  on  aura  SO  :=  A^  ces  I 

-|-  (y  sin  >^  —  /  cos 7)  sin I  =s î^ ^  sin I ,  et  ELOss K  mk\ 

+(7^  cosft— y  sin  5/)  cosL  La  position  du  point  O,  pied  de  la  perpendi- 
culaire }i ,  est  donc  déterminée  dans  le  plan  de  Fellipse.  Si  ensuite  on  cher- 
che Téquatioa  de  la  section  faite  par  le  plan  qui  passe  par  la  droite  GB  et 
qui  fait  un  angle  I  avec  le  plan  du  cercle,  on  trouvera  que  celte  équation 
peut  se  réduire  à  la  forme  «^  +  i*^*  =  «*^j  xeXy  étant  les  coordonnées 
parallèles  aux  axes  a  et  i,  en  supposant  que  le  demi-^xe  a  qui  passe  par 
le  point  G  fait  avec  la  droite  GE  un  angle  EGA  =  €  ;  il  suffit  pour  cela  de 
satisÊdre  aux  équations 

a/^y  sin  y  sini 
^*^^  *  "^  W—K^  +/•  «in'y  «n-i  ' 


a» 


(A'cai«~/'m«sm>«mI)*+i/''taiig>Mn*j8m«l' 

{A'8iBi+/'eostsm>mI)''H-^'iaag*^<m*«tttt*I" 

D'ailleurs  l'angle  •«  étant  <létenuiné  par  tang  a  «^  on  pouna  choisir  entre  les 
deux  valeurs  <|  €*-f-i^a  œlle  qui  rend  a  ^  î. 

28:2.  Ainsi  on  revient  facilement  du  cône  circulaire  dont  les  élémens  sont 
Ti^jf'i  h! y  au  cône  elliptique  proposé,  an  moyen  des  élémens  additionnels 
yttfi^  Nens  pouvons  doi^e  exprànar  k  anrfiace  cherchée  4u  cône  i^  base  el- 
liptique par  les  élémens  du  cône  circulaire,  joints  aux  deux  angles  yet/A] 
fiur  ce»  ttDuf«llei  «déBomibatinns  îl  d*y  mra  plus  lîeit  de  xecourir  aux  été* 
mens  propres  du  cône  elliptique,  ainsi  nous  pourrons  supprimer  les  accens 
des  lettres  r^yJTj  ^^  et  nous  aurons  à  Intégrer  la  formule 

j^^i  r <Îp4^»  l/{y  +  (r-Vcoa  #)*] 

laii  ^ÏS5      ■       ■■■       mm     ■^■■■,     ..      .■■■     r    .n,      ■  .f        , 

£1  —  008^  sin  (•  +  y)J* 

Soient  ^comme  ci-dessus  y  »  «t  etf  le  plus  pelât  et  le  plus  grand  apothème 
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du  cône ,  lesquels  sont  donnés  par  les  équations  it*  =  A*  -|«  {f'~  ^)%  •  *  *  ' 
flfc'*  =  A*  +  (y^4"  'O*  î  *^^*  "^  =  tang*  j  9  ,  ou  cos  8  c==  -rx"  î  ^^  ^"^  ^^^ 
tang  (»  =  tang  je  tang  7  (p ,  on  aura  cos  û>  =  — ^-— ^-^^ 

sin  6  sin  o         •  ûto sinS  .,  ^  ^        4/*  —  (*'—«)* 

smâ»  ss  — T — — -— ^,rfd>=: — ,        . ;  soit  encore c*  ==  ^t ^^-7 i-, 

I-f-C08lC08^'  I  4-CO86  C08^  '  4^^ 

on  aura  la  transformée 

^ Kûgp  i/(i  —  c*8in*^) 

■'^.  [i  —  ca8A  8in  (^— ^)j" 

où  l'on  a  fait  K=S7  r  (aa')»  sin*u  sin*  A,  sin  X  = «tn   8m^    —  .  ,  ^ . . 

■      ^        '  «^  '  I  —  CO8 1  C08/i  8in  y  ' 

tang  cT  =  — r-T -— ^. 

^  SmI   008^  C08^ 

La  différentielle  de  l'aire  du  cQpe  elliptique  étant  réduite  ainsi  à  la  formé 
la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible,  nous  allons  procéder  à  l'intégration 
de  cette  formule  par  les  moyens  que  fournit  notre  théorie.  Mais  avant  de 
développer  ces  calculs  dans  toute  leur  généralité,  il  sera  bon  d'examiner  un 
cas  particulier  qui  conduit  à  des  résultats  fort  simples,  quoiqu'il  soit  com- 
pris dans  les  cas  de  la  double  obliquité. 

Du  cas  où  Von  a  cos  0  =  cos  (a  sin  y. 


a83.  Alors  on  a  J^s=o,  et  la  formule  de  l'aire  devient  Z=  r^fPV^i"'^"^"^ . 
elle  devra  d'abord  être  divisée  en  deux  parties,  savoir  : 

~J       (i  — cos*A8in*ç>)'      '  J  Jî 


et  on  aura  Z  =  T  4~  P*  La  seconde  partie  P  est  &cile  à  intégrer  par  loga- 
rithmes ou  par  arcs  de  cercle  ;  quant  à  la  première  partie  T,  on  trouvera 
par  les  réductions  ordinaires 

Tsin'A        oo8*A,Asin^co8y /*c*û8p  cos*  p    ,     /*  b*d^ 

K      "**    I  — cos' A  sin*  f    ~"J         A      ""  "^7  (i— cos*  A  sîn*^  )A* 

La  première  de  ces  intégrales  T   v^TgaE  ( c,  ç)  — A*F( c,  ^) ,  la  seconde 

=  J*n  (/i, c, ^) ,  en  faisant  n  —  cos*  X  ^  mais  il  faut  savoir  si  ce  para- 
mètre appartient  à  la  forme  circulaire  —  i  +  i*  sin*^ ,  ou  à  la  forme 
Ic^arithmique  — ^  c*  sin*^,  c'est-à-dire  si  cos*X  est  plus  grand  ou  plus  petit 

^     r\  •     %         sîn^         '     ^        cos*MC08*v     ^    .       4/* — («'— «V 

que  c*.  Or  on  a  sm  X= -r-f ,  cos*A= Ç-r-r— ^ ,  et  c*  =  Si — >>  >    ^^ 

*  8in6  '  sm  I       '  4m 
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ou  c*  sin*  ô  =:  C,  jj^.  j  —  cos*  ô  =:  (  0^{  )  —  cos*  /A  siu*  y.  Donc  la  con- 
dition cos*  X  >  c',  suppose  cos  fi  >    ,  ^     :  on  a  vu  qu'un  triangle  formé- 

par  les  deux  côtés  et'y  a  y  et  Tangle  compris  riC  tel  que  c  s=s  sin  C,  a  pour 
troisième  côté  a/,  ainsi  on  a  toujours  :)/*'<  ^'  +  ^  9  ^^  wtle  qu'on  peut  faire 

,  ^    s=  cos  ^  ou  sin  ^  =:  i  sin  0,  dcoc  si  on  a/t  <<  f  il  s'ensuivra  cos  A  > 

cos  C ,  et  cos'  X  >  c*  ;  ainsi  on  pourra  supposer  /i  =  —  i  +  A*  sin*  ;? ,  et  on 

aura  Anp  ap^  — -  ^  ou  sin  /?  =  -r-^.  Si  au  contraire  on  a  /ea  >  ^,  il  &udra 

&ire  /i  =  —  c*  sin*  a ,  et  on  aura  sin  ^  =  ^ — f*;  ,^ ,  ce  qui  donne  une  va- 

leur  réelle  de  y,  puisque  c*  sin*  0  —  cos*  {i  ces*  y  =  cos*  ^  -^  cos*  ft  =  sin*/u 
—  sin*  Q.  Le  cas  particulier  où  l'on  aurait  /t  =  f ,  cos  A  =  c ,  et  »  :=:  —  c*, 
tient  le  milieu  entre  les  deux  valeurs  générales  de  /»  j  alors  Intégrale 

(.-.ca«'r«n'y)A  =  j -A3-  =  E  (^>  ^)  -  .  I  >  O»  «  en  même  temps 
P  =  -rr  0  """X^y  >  ^^^^  ^'^  remettant  la  valeur  de  K ,  on  a  l'expression 
générale  de  Z  comme  il  suit  : 

Z=iry(«*')sin*,*[3E(c,(p)-A*F(c,^)+2c(i-^)  -  ^^^JÙBtî^r^. 

Ainsi  l'aire  indéfinie  d'un  secteur  du  cône  s'exprime  par  les  seules  fonc- 
tions  E  et  F ,  et  en  faisant  ^  =  stt  ,  on  aura  l'aire  totale 

Z*  =  2r|/(cMt')  sin*/*  (:iE"c  —  i*F'c). 

Dans  ce  cas  les  deux  ëlémens  /t  et  ^  qui  déterminenrla  base  du  cône  el- 
liptique ,  se  déduisent  des  élëmens  du  cône  circulaire ,  par  les  équations 

a/  coi6       tl — m 

cosus    ;  \    ,  sin>s=: =  -—7-. 

^        «+.«         ^        co8^  a/ 

Tenons  maintenant  aux  deux  cas  généraux. 

284.  Soit  1^  M'K.^y  on  fera  »=— i-f-^ttn*/;,siii/>=  -^>  et  on  aura 
l'aire  indéfinie 

Z=P+ir»/(««')»in«f{;E(c,<p)-a*F(c,  <p)+*.n(»,c,(p)-f-^^^/], 

où  il  faudra  substituer  la  valeur  de  Tint^ale  P ,  savoir  : 

T.  I.  44 


3^.  APPLICATION  A  lA  GÉOMÉTRIE, 

«^  étant  dëterminé  par  l'éqnalioB  œt  ^  =3  ^*^?  f; 
Faisant  f  ss^a^r^  on  aura  Faire  entière  do  cane 

oti  il  faudra  snbstitaer  k  valeur  de  n'(/2,  ^),  exprimée  en  fonethma  de  lâ 
première  et  de  la  seconde  «tpéce. 

âSS.Soit  !2^ 7C> ^1  on  fera  nss— r^'^in^^sss^^ss^^ — ^-^ «ton aura 


€  c 


L'etpression  de  (^intégrale  P  seHbrouvera  pur  logaridimes,  «m  moyen  des 
substitutions  cos^=:^cot4f  COS'^^^^-^;^];  mais  cette  valeur  n'entre  point 
dans  l'expression  de  l'aire  entière ,  laquelle  est 

Ces  deux  cas  généraux  sont^  comme  on  voit,  susceptibles  ' (fune  solution 
aussi  simple  que  celle  des  cônes  à  base  circulaire;^  et  le  cas  de  f(=.6  est 
encore  plus  simple,  puisqu'il  se  résout  par  les  seules  fonctions  E  et  F .  ' 

Solution  générale  du  cas  de  la  double  oMiquité. 

286.  N011S  avons  À  intégrer  la  formule  éSL  ;=a  -^-^^  y  dans  laquelle  D  = 
I  »« oos^ sin  (^r—  J^)^  et  4'abted  pour  réduire  là  dénominateur  à  sa  fitt^ 
mière  puissance,  il&ut  diflërencier  la  quantité  g  cos  (9<~/)  et  eompater 
la  différentielle  à  la  fûrtnule  proposée ,  ce  qui  donnera  cette  réduction 

Zsin^A    ,   cos A. AoQg (y  —  t) ,  f*^     i  —  c'sin*^ — c'oosAsinf  008^c0B(y— /) 

— g—  -r  75  —  J  -^  .  1— casAsia(ç-./) 

Soit  T  cette  dernière  iatégNAe^  |k)i|r  &ire'diapBraître  cos^  du  tlénomÎMteur 
il  faudra  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  i— •cosAjsin(^+/)y 
et  le  nouveau  dénominateur  sera  D'=:i— ^cos'Xsin*J^ — 2CosXcosJ^sin^  + 
cos*^  sin*^«  Le  produit  étant  ftiit  pareillement  dttis  le  iramératcar,  on 
verra  que  l'intégrale  se  partage  en  trois  parties,  l'une  dégagée  du  déno- 
minateur D^,"les  deux  autres  affectées  de  ce  dénominateur;  on  aufa  ainsi 


/ 
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P  sscosAsmcT/  -^^ — ^^ ^^ ^, 

P«  U  «*»tit«aoi»  *«n^«,x,  l'iat^rtle  P  d«>i«t  de  k  f^,f^-, 

X  étant  une  fonction  rationnelle  dex;  ainsi  cette  intégrale  ne  dépend  que 
des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes;  d'ailleurs  elle  n'entrera  pas  dans 
Fexpression  de  Paire  entière  du  cdne.  Il  ne  reste  donc  à  tronrer  que  l'inté- 
grale V. 

Pour  cela  représentons  la  différeutielle  à  intégrer  par  ^  (B— Csîn*^),  il 

fiiudra  mdtîpli^r  le^  dm%  termes  de  cette  fraction  par  ce  que  devient  D'  en 
changeant  le  signe  de  sîn^.  Op^  aura  alora  au  lieu  4ie  D' un  ncMidveau  déM* 
minateur  D^  i^  A*  4*  ^ A  cc#*  A  qqs  2ix  sîn*  9  -f^  co$^  ^  sîn^  f ,  daQ^  lequel 
Ass  I  —  cos'Asin*^,  et  cotxssinAtangcT;  et  l'intégrale  sera  partagée 
en  deux  parties  de  sorte  qu'on  aura  T'  :=  P'  +  T" , 

F  s  OOSA  C06cry^f°^[M^  *•  €OS*X  C06\P-h(|  -^  coatiJ")  cos*  A  coi*f3, 


rjsff f'djp     A A'C*0(W*^ —  cos*  A  sîn*  f  [Ac*  COS*J  +  (  I  —  2C^  CO^T /)008  g/j 

L'intégrale  P'  dépend  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes^  et  l'idt^ral^  I'^ 
réduite  au  dernier  degré  de  simplicité  dont  eUe  est  susceptible j,  dépend 
d'une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  imagi- 
naire; elle  s'exprimera  donc  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres 
sont  réels,  suivaut  les  formules  qui  ont  été  données  pour  cet  objet.    - 

Rassemblant  ces  dâflâreas  r^s^dkats  ^  0»  aurf  l'aire  indéfinie  Z  par  la  for- 
mule 

Prenant  cette  intégrale  depws  9:;=zq  jusqu'à  ^  «=  avr ,  ^  «ppelant  T''^  U 
valeur  complète  de  1",  ç'est-à-dire  cette  vqleur  prise  de  ^  =  0  à  ^=j7r, 
on  aura  l'aire  totale  du  cône  elliptique , 

Kous  poumons-  coDiittuer  plus  )oin  cette  analyse  €h  é^erchant-  l^xpres- 
sion  de  l'intégrale  T'^  par  dfux  fonctions  de  tnnnèiBe  espèee  dont  lies'para-^ 

44.. 
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mètres  sont  réels,  mais  la  prolixité  qui  semble  inévitable  dans  ces.  calcul», 
est  une  raison  suffisante  pour  ne  pas  aller  au-delà  des  résultats  généraui 
qui  viennent  d'être  obtenus. 

Examen  dune  question  particulière. 

m 

287.  La  question  de  la  surface  du  cône  oblique  nous  donne  Foccasioii 
d'en  examiner  une  d'un  ordre  moins  élevé ,  mais  dont  le  résultat  mérite 
d'être  remarqué. 

Dans  un  cône  elliptique  à  double  obliquité  il  y  a  toujours  un  apothème 
maximum  et  un  apothème  minimum;  mab  quelquefois  il  peut  y  en  avoir 
quatre^  c'est  à-dire  qu'outre  le  maximum  et  le  minimum  absolus  qui  existent 
dans  tous  les  cas,  il  y  a  encore  deux  maximaovL  minima  relatifs. 

La  question  ramenée  à  la  base  du  cône,  se  réduit  à  faire  passer  par  le 
point  O  dont  les  coordonnées  sont  y  et  g",  deux  ou  quatre  perpendiculaires 
à  la  circonférence  de  l'ellipse.  Soient  x  et  ^  les  coordonnées  de  Tun  des 

points  cherchés,  on  aura  Téquation  jr*=:--(a*  —  x^)  k  laquelle  on  satis- 
fait en  faisant  a:=:acos8^  jrzszbsinQ;  et  le  quarré  de  la  distance  de  ce 
point  au  point  O  étant  (y— -flC08fl)*  +  (g^— -  JsinS)*,  la  condition  du 
maximum  ou  minimum  .de  cette  distance  donnera  l'équation 

af sin^  —  ^cosO  ssc^sinO  cos9.  (i) 

Soit-r-  =zpy  T-=^,  cette  équation  deviendra /isind^*cosO  =  jrsin0(^sO; 

elle  serait  facile  à  résoudre  trigonométriquementen  la  mettant  sous.la  forme 
sin  (  0  •—  «  )  =s  A:  sin  !28;  mais  pour  avoir  la  solution  analytique^  soit 
tang  I  8  =s  / ,  on  aura 

Puisque  cette  équation  du  quatrième  degré  a  son  dernier  terme  négatif,  il 
s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  .deux  racines  réelles,^ ce  qui  est  manifeste  par 
la  nature  du  problème.  On  trouve  d'ailleurs  par  les  formules  connues  que 
l'é(][uation  (a)  aui^a  deux  racines  réelles  seulement  si  la  quantité 

2'jp^q*  —  (^*  _ ^*  — 1 1  )» 

est  positive,  et  qu'elle  en  aura  quatre,  si  cette  quantité  est  native  j  mab 
c^tte  condition  peut  se  réduire  à  de  plus  simples  termes. 
.    Soit  p^zssA^  et  q*=^Q^j  on  aura  dans  le  premiçr  cas  3aC— 'C'-f* ^'H"  <>o 
ou  (ct+ i)'-~Ç*— 3«(«  +  i  — Ê)>o.  Le  premier  membre  estlepro- 
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duit  de  cL^ï'^C  par  la  quantité  toujours  positive  £^+^(^H*OH"(^H"i)*« 
Donc,  en  supprimant  ce  fiicieur,  la  condition  précédente  deviendra.  •• 
«  -^  I  —  f  >  0 ,  c'est-à-dire  que  l'équation  (3)  aura  deux  racines  réelles  et 

deux  imaginaires  si  on  a  9^  ^z^^  +  i^  et  qu'elle  aura  quatre  racines  réelles 

si  on  a  y^  >  /;^  +  I . 

De  là  on  voit  que  par  le  point  donné  O^  dont  les  coordonnées  sont^ 
et  g,  il  ne  pourra  être  mené  que  deux  normales  à  l'ellipse,  si  l'on   a 

^'  <(^)' "l"(%^)^>  ^^  qu'on  en  pourra  mener  quatre  dans  le  cas  con- 
traire c^  >  (f[/)^  +  (*^)^  *  en  cas  d'égalité  il  n'y  aurait  que  trois  nor- 
males parce  que  deux  des  quatre  coïncideraient  en  une  seule. 

Si  on  considère  y*  et  g  comme  les  coordonnées  x  etjr  d'une  courbe  décrite 

d'après  l'équation  (o*)s  =  (axy  +  (^)^9  ^Ue  courbe  ne  sera  autre  chose 
que  la  développée  de  notre  ellipse;  d'où  résulte  ce  théorème  : 

D'un  point  quelconque  pris  dans  f  intérieur  de  la  développée  de  V ellipse , 
il  est  toujours  possible  de  mener  quatre  normales  à  i^^  circonférence  de 
V ellipse;  de  tout  point  pris  hors  de  faire  de  cette  courbe  on  n'en  pourra 
mener  que  deux  y  et  dun  point  pris  sur  le  contour  de  cette  courbe,  on 
pourra  toujours  faire  passer  trois  normales. 

Ce  théorème  au  reste  se  démontre  immédiatement  par  inspection  de  la 
courbe,  en  se  rappelant  que  toute  perpendiculaire  à  l'ellipse  est  tangente  à 
sa  développée,  et  réciproquement. 

On  déduit  de  là  aussi  une  conséquence  forÎPremarquabré ,  sur  la  résolution 

de  l'équation  du  quatrième  degré  dont  le  troisième  terme  manque  et  dont 

lé  dernier  terme  est  négatif.  Cette  équado^,  qu'on  peut  tbu)QW:S: j'^uicç  à 

la  forme  •  . 

£*+A^4-B/— 1  =  0, 

(A    'B\*    •  /A.  I  B\* 

elle  aura  quatre  racines  réelles  daiits  le  éias  contraire.  On  peut!  encore  réduire 
la  même  équation  à  la  forme  ;c^sin8 -— cosfisa^  siÂdodkâ,  ^i^.fiôiant 
e=£=  tangos,  ;>==r4(AH-B)^.^=y(A  — B)j  et  si.  déplus  on  f^t  lîotA 
s=^(A4-B),  A:=^(A— 'B.)8inA,  elle  se  réduira ^^ ultéi^eurçment  à  la 
forme  sin(8— -A)  =  A:sin  aO,  qu'il' est  facile  de  résbudre  tri^ôàbnrétri-^ 
quement. 


«  I 
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Détermination  de  taire  de  t ellipsoïde. 


288.  Soit  l'équation  de  la  fiurfice  proposée. 


i'> 


4^      k    t^ 

ra  dei4iimies  donnâet,  dëpendi 


r+îl=l±\-5;.^?l=i*-.-** 


double  intégrale 

-,  *  ■    '    .  '."'1'  >^  ■«  . 

mais  l'une  ou  l'autre  des  deux  iu]lqgrdtiôns  |Xfi'peat  ^'-efif^ctuer  san^  intror 
duiiv  des  fonctiops  elliptiques  qui  ne  permettraient  pas  d'obtenir  la  seconde 
int^rale.  Four  xendre  la  première  intégration  pos^le ,  au  moins  par  ares 
de  cercle  ou  par  logarithmes,  on  pourrait  appliquer  la  méthode  que  nous 
nyoos  donnée  dan$i  les  Mémoi^  de  l'Académie  des  Sciences^  anné^  1788; 
QPÎs  on  parvie;^dra  plus  directement  au  même  but  de  la  manière  suivante. 

Soit  s «: €^  oosS',  on^  awa^ -«h^sssiii^fl;  soit  ensuite j^ss^siofiocB^, 


on  aura  a:  =  asin6sin^.  D'apr^  ces  équatiops^  qui  équivalent  i  Péqua-- 
tion  de  ^  pur&ce^  il  faudra  exprimer  l'élément  de  l'aire  en  fonction  des 
deux'  noweUcs  vmis^le^  B  «t  t|>.  Et  d^abord  pour  avoir  la  vakur  de  dstdfj 
je  différencie  réq^atwn.  a?;7c^&in8sin9,  en  supposant  0  ooqataQt,  j'ai 
dxm  aép  ccttf  si»  A;  e^aûl^il  jTaut  ky<^ii:  la  valeur  de  ^,  eu  supposant  ox 

coustante;  c'est  ce  que  doiittoéra  Téqnation  ^.-^'^  x=  sinl^ft,  d'oà .  l'on  tire 

*  *  »     ^  * 

jr^;;s>£*^9in8cos63  douc  dxdjT  :=  oidtpdB  sin9  co&î.  .      ' 

Substituant  cette  valeur  ainsi  que  cellek  de  xetjr  dans  l'expression  de 


l'aire  Sj  feisant  de  plus,  pour  abréger,  — p-  =  J^,  — -r^ —  =  €,  on  aura 
SBj72i&£pi9sin8t/[i--(<rsin*^  +  <cos*^)8in*0]. 
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LHnfëgfàle  par  rapport  «  4  est  âicâe  à  trouver  par- logarithmes;  mais 
eotnme  là  fonuule  qui  «n  résulterait  pour  la  seconde  iQtégrati0n ,  n'est  pas 
du  QCMiibre  de  ftelles  qu^on  sait  rMuener  aux  {bnctiofis  eounues ,  Aou»  nous 
contenterons  d'intégrer  par  sëiies. 
a8g«  Soît  donc  cT mu* fH^s  oos^fss^^  en  aufci^  en  développant  le  radical , 

sU//airf^<i8  ânfl  (i  — i^sia'G— i^/»»  sia^è— j4i|;»' ain'G—  etc.). 
Or  en  intégrant  dëpois  0  =3  o  jusqu'à  9 = {Vf  on  a 

/dSsiaSasi,   /iAàii?^=:^^    /<Aân<9a|^/   etc. 
Donc  il  résulte  de  la  première  intégration^ 

8=/.iW^(i -i;»-^^;»*  -  g^p» -^;7*- etc.). 

Cette  formule  doit  être  int^ée  de  nouveau  <liQ>uift  4>..âB,o  jusqu'à  ^,;s:^9ir; 
•soient  ^BO  dans  oe»  limilesy^ss^.P',  fpi'dpsx^,P'\ff^dt^;sz^,f"\iAc.  -, 
et  Ton  aura ,  après  avoir  multiplié  par  8 ,  Pure  totale  de  l'elHpscïde 

formule  dans  laquelle  il  reste  â  substituer, les  valeurs  suivantes  : 

•  > 

a   "^       a' 

a. 4  ^    *.  ^-4 

!>«=:  <r» .  i4:î  +  «TV.  14 .  -  4- J'e'.- •  ^+ €*.  ^î, 

a. 4.0   '  a. 4    a    '  a    a.4  ^^A*^ 

-   -  etc.  '    ■        ' 

Laiki  de  ces  espresMOtts  «st  ManiftAe)  et  on  peut  tJïiserver  que  le 
terme  général  P^"^  est  W  coeflkieiit  de  s*  idaas.  ie  développentent  de 

(1  — dîs)  '  (i-r-esj^"»,  xui  dans  odai  dn  produit 

Au  neste,  la  «uite  PV  P%  ^t  ^<^  ^^a  i)4ce86«retnent  convergente  ai  J^  et  € 
joiit  tous  deux  plus  petits  que  l'unité  »  ce  qui  auca  tou)oais  lieu  en  pr»» 
nant  pour  c  la  plus  petite  dea  trois  quantités  0,  ^,  c» 

ago^  Le  pioblènie  de  déterminer  fave  totale  de  l'elfipscSde  est  résolu  par 
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la  suite  qu'du  viebt  de  trouver, ,  aussi  simpleofient  qu'il  peut  l'être  quand 
on  n'a  pour  .but  que  d'obtenir  une  approximation.  Mais  il  faut  recourirà 
d'autres  moyens,  si  gn  veut  avoir  un  résultat  dépendant  seulement  des 
fonctions  elliptiques  ou  des  quadratures  algébriques. 

Dans  la^méthode /précédente  nons^  f(volïà  partagé  Fellipse  qui  sert  délnse 
à  la  surface  proposé^^,  en  ssones  elliptiques  concentriques,  déterminées  par 
les  projections  des  sections  Ëiitesdans  l'ellipsdïde,  parallèlement  k  sa  base. 
Toute  autre  manière  de  partager  la  base  est  également  admissible  et  doit 
conduire  au  même  résultat  après  les  deux  intégrations;  mais  il  en  est  une 
surtout  qui  mérite . d'être  soui^ise  au. calcul,  et,  qui  semblé  promettre  des 
résultats  élégans.  Je  veux  parler  des  projections  qui  naissent  des  lignes  de 
plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Monge,  dans.ses  Feuilles.  d'Analyse  appliquée  (édit.  de  l'an  9,  n*  19), 
a  donné  la  construction  de  ces*  courbes,  comme  il  suit. 

Ayant  supposé  à^^b  et  h^  c^  soit  pris  pour  plan  de  projection  le  plan 
à^%  X  étjr^  qui  é$t  celui  de  là  section  pcinôipale  dont  a  el  b  sont  les  dmni- 
axes.  Soient  décrite^  dans  ce  plan  une  ellipse  et  une  hyperbole  auxiliaires, 
qui  aient  les  denii-axes  communs  A  et  B  ainsi  déterminés, 

le  demi -axe  A  étant  dirigé  dans  le  sens  du  demi- axe  a,  et  Bdans  le  sens 

de  b.  .     . 

*L'éqaation  de  l'hyperbole  sera  7»  =5  —  (jc*  —  A') ,  et  l'équation  de  Tel- 

lipse,  j^  =  j:(A* — ^)i  ^Ucs  se  toucheront  par  le  sommet  où  xzssA^  et 

d'ailleurs  on  pei^t  observ^er  qu'en  vertu  des  suppositions  fiâtes  on  a  A  ^  a. 

291.  Cela  posé,  soient  x=uLjjrt=zCj  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  volonté 

B* 
sur  l'hyperbole,  ensorte  qu'on  ait  ^'s^xî  (*'— A')j  si,  avec  les  demi- 
axes  a.  et  6j  pris  dans  .les  méniès  directions  que  i|  et  &,  oa  décrit  une 
ellipse,  cette  ellipse  et  toutes  les  ellipses  décrites  de  la  même  manière  sui* 
Tant  les  diverses  valeurs  de  a  et  €,  avec  la  seule  condition  qu'on  ait  «^a, 
seront  les  projections  sur  le  plan  des  xetjr^  de  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  même  espèce,  tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde.  ' 

Les  projections  ded  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce,  qui  seront  des 
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hyperboles,  se  détermineront  semblablement  en' prenant  poar  demi-axes 
de  chaque  hyperbole,  les  coordonnées  a',  C  d'un  même  point  de  Feilipse 

auxiliaire,  lesquelles  doivent  satisfaire  à  Péquakion  C'*;=jjiCA*— a'*). 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce  seront  donc 
les  ellipses  tracées  d'après  l'équation  ^     * 

> 

en  donnant  à  a  toutes  les  valeurs  depuis  «  =  A  jusqu'à  a  =  <i. 

Et  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  seconde  espèce  seront 
toutes  les  hyperboles  décrites  d'après  l'équation  - 

j''=5.(*«-«'-)=^.(ar'~«")(^-i). 

en  donnant  à  a'  toutes  les  valeurs  depuis  tt'=o  jusqu'à  a'=  A. 

-  Considérons  plus  particulièrement  les  ellipses  qui  sont  les  projections 

des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce. 

Lorsqu'on  fait  cissA,  on  a  Cso^^sso,  de  sorte  que  l'ellipse  est 
inâniment  étroite ,  et  se  réduit  à  son  grand  axe.  A  mesure  que  le  demi- 
axe  a  augmente,  l'autre  demi-axe  f  augniente  aussi  ;  et  enfin  lorsqu'on  fait 
a  sa,  l'ellipse  de  projection  se  confond  avec  la  base.de  l'eUipscHcJie ,  ce 
qui  est  le  dernier  terme  des  projections. 

292.  Gela  posé,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde  qui  répond  à  l'élément  de 
la  base  do^y^  coiiq)ris  entre  deux  ellipses  de  projection  infiniment  proches. 

L'une  de  ces  ellipses  ayant  pour  éqyation;y'=:-^(a*—<t*),  on  pourra  faire 

Jfssfltsin^/,  ce  qui  donnera  ^sfcos^^.  Difiërenciant  x  en  supposant  a 

constante,  on  aura  Ja7=:a^«4'^^^4'  ^^  ^^  passé  ensuite  de  cette  ellipse 
à  l'ellipse  ' infiniment  voisine,  il  faudra  difierencier  l'équation 

en  fusant  varier  «  seul,  ce  qui  donnera  /^c»T;^Mi«fi ---•-— J,  donc 
l'élément  de  la  projection 

^'^•  =  |.^(«--A-sia-4). 

Lorsqu'on  fait  varier  4  ^1^  supposant  a  constant,* le  point  de . projection 
ne  varie  que  sur  une  même  ellipse  de  projection  3  de  même  lorsqu'on  &it 
T.  L  45 
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varier  «  en  sappoapnt  4  constant,  le  p<ânt  de  projection  ne  varie  qm  sur 

mm 

une  bypeiixJe  de  prO]ecti<m  ;  car  en  éKininant  etti€  des  équations  et  sa  --r-r  i 

^  =  ^'^*«?(*'-A')'Onar-  =  ^(a--A«sinS),cequi 

est  l'équation  d'une  hyperbole  de  projection»  dont  les  demi-axes  sont 
a'  =  Asin^f.,  f^=Bcos4« 

De  là  on  voit  que  l'élément  de  pro]ectioB  dont  nous  venons  de  donner 
la  valeur,  représente  le  quadrilatère  compris  entre  deux  ellipses  et  deux 
hyperboles  de  projection  infiniment  voisines. 

Si  on  substitue  maintenant  les  valeurs  de  x,  ^^  et  €Lr4fy  dans  l'expression 
générale  de  S ,  on  aura 

Cette  expi::ession  parait  ^u  premier  Qoup  d'ooil  beauocAp  ,  plus  wmpli-- 
quée  que  celle' à  laquelle  non^  aVeos  été  conduits  par  la  piremîèfe  méthode  ; 
mais  en  l'examinant  de  plus^  prè^,  ^  trouve  ^u'oUe  est  auaceptiUe  d'une 
réduction  £^t  remajrquabli», 

Efteffirt,  si  on  substitm  la  vnkur  C^=Bp(A^-^  A*),  on  reconnaîtra 

que  la  quantité  sous  le  radical  se  décompose  en  deux  facteurs  disdncts, 
l'un  qui  ne  dépend  que  de, a,  l'autre  qui  ne  dépend  que  de  *>(,  de  sorte 
qu'on  a 

Si  on  observe  maintenant  que  popr  l\)bjet  proposé  il  fiiut  pMudre  l'inté- 
grale par  rapport  à  4,  depuis  4=?^.o  jusqu'à  ^^s^i^Ty  et  l'intégmle  par 
rapport  à  a,  depuis  «essA  jusqu'à  «ssa;  pu  verra  que  ces  deux  inté- 
grales sont  entièrement  indépendantes  l'tme  de  ^utre,  et  qu'elles  peuvent 
être  cherchées  isolément,  ce  qui  permettra  de  réduire  l'aire  entière  de 
l'ellipsoïde  à  des  quadratutea  algébriques ,  et  même ,  cmmne  on  le  jpaoor* 
vera  ensuite,  aux  seules  fonctions  eDiptiques. 

393.  Soient  donc  ^  .     , 


M=/^4rv/'    '""''* 


immFmmm 


^g  I  ■  Il        w 
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r?  as  fd-^  siii'4'  \/l    "       '   D'.J''*" 


ces  intégrales  devant  être  prises  depuis  4^=  o  jusqu^a  •s[/=:^t. 
Soient  encore 


ces  intëgt-al^  déVanl;  étire  prises'dëptcLrdâstvJL  jùsqtPà  «=aba. 
La  iur&ce  phercbée  Sfra 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  quatre  intégrales  F,  Q,  M,  N,  dans  lé:^ 
limites  désignées.         ^  .  * .        ! 

Pour  simplifier  Tes  formuler  Ihf  et  N,  soit  t^ng  4  ^=  I  ^^^S  ^  >  ensuile 
71  =s  — gj —  et  c'*=  1  —  g^  =  t;  .    > ,,  il  résultera  ué  ces  substitutions 

Mais  par  les  réductions  connaes ,  on  a 

/•  dm  sin*  •  _^        »  sin •  cos •  A (c', ^)  ,"     F  (c',  fl) 

(v+j»»ni.*«)'A(c',«)  "^        2(»+0  (»+«'•')  O+nsin'»)  "^,2»(»+  i) 

Donc  en  étendant  les  int^rales  jusqu'à  0^=^  ^  'ir ,  '  oti*  Mira  pour  let  vafeurs 

eaaifd«tes  de  M  et  M , 

294*  ^  régai;d  des  intégrales  P^  Q,  comm<  a  «st  tànfOnKs^tôihpns' entre 
A  et  a,  si  l'on  fait  A  es  a  sin  /Ay  on  pourra  prendre 

,  «•  9\n*H 

1  —  c08*/«  sîta*  Ç  *        • 

45.. 
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et  la  substitution  donnera .    .         •.  v   -^  :    " 

Qn  a  £ait  dàbs  ces  formales  i'^sss  tt  «    l*',c=g^g^>  àe  sorte  qu'on  a 


&'*  +  c'*  =3  I ,  et  qu'ai;ij$i  lea  jmodules  ^^  et.  c'  sont  complëmens  Tun  de 
l'autre.  i"  '-     — 

Soit  le  paramètre  n  5=  ^-^^ —  s=s  cot*  A ,  on  axam  6  =  a  sin  X ,  et  £'* 

d*    '  G08*  M 

=  t;  cos*  (â  =  -î-^ ,  ou  cos*  fA  =  i'*  sîn*  X  j   rintëgrale  Q  se  rapporte 

©  8U1   A  /  , 

■>      ■  '        ..      ■       *  •  .      ■  -    . 

donc  aux  fonctions  ellipUq^ues  delà  trbîttèbe  espèce,  dont  le  paramètre 
V  =  —  cos»  /M  s=  —  J'V§in*  X ,  çt  Qix.trotivei|i 

Q  =  ^  F  (A'j  Ç)  —  2!-^  n  (»',  *',  0. 


Pour  avoir  la  vaTeur  de  P,  il  &aâra  cl*aboi4  employer  cette  formule  de  ré- 
duction •"-  •• 

y      (  I  +1»'  «n'O*      ~~  a(i+i»')  (i+»'»m»0  "~  a»*(i+i»')  '  ^*''  ^'' 
Faisant  ensuite  ^  =  i  ^^  oit)  abrir  les  in t^rales  complètes 


tlOA         ^     ^  SIDA 


agS.  Maintenant  si  danà  rex^resàion  de  l'aire  S  on  «ubsdlUe  les  valeon 
trouvées  de  M,  N,  P,  Q,  il.eft.f^lerf 


a* 


«    » 


s  =-  n'(»,0  [cot*AF'  (»')  +  E?  (ft')4ii&i©»#— -coi»A)i^»  ^,yj) 


•  I 


«» 


li:*3--*««i»*n' 


1 

Par  un  premier  dé\'e}oppement  <]ui  fiiit.  disparaître  les  termes  où  les  deux 
fonctions  FI'  sont  multipliées  ^-OR/oktSent     '        - 
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s«fn'(»,^)[(^-.,)p(AO+E'(i')]      • 
-  f  C^î^^*  (^  -  ^' C^)]  C^"  (*'>  -  «^' ^"' ("'»  *')^' 

Mais  par  les  valeurs  connues  des  fonctions  11%  on  a 

V  -E'(c)F(A',A)     ( 

F'  <*)  —  cos*  An*  (»',  b') = sin» AF*  (*')  +  ^^rW  t^'  (*'^  ^  (*'»  ^) 

Substituant  et  faisant  les  réductions  auxquelles  donne  lieu  la  formule  con- 
nue j  ==  F'  (</)  £■  (*')  H-  F*  (*')  E'  (<0  —  F"  («O  F'  (c'),  on  trouvera 

-  .       *         *  • 

J'observe  qu'on  peut  encore  simplifier  ce  résultat  en  prenant  un  nouvel  au-' 
gle  t  tel  que  F  (*',  A)  +.F  (*',  >)  =  F*  (*')  ;  il  faut  pour  cela  qu'on  ail 

c  tang  X  tfing  r  ss  i  ,.oe-qai  doui»  cou  rssa*-;  on  «nra  en  même  temps 


E  (A',  A)  4-  E  (ô>;  =  E-  m  +  '^  Ij^\  Donc  enfin  l'aire  entière  de  Tel- 
iipsoide  aura  pour  expression 

D'ailleurs  comme  où  a  5'*  sss  t;  •  ^t^^:s  ^=*  rï-^V-  5  il  en  résulte  A  (b\  >)  =:  r  , 
de  sorte  que  la  valeur  de.  8S  se  réduit -à  cette  forme  très  simple  y 

9 

formule  dont  on  pourra  iaire  l'appKcàtioB  knmëdiftte,  en  se  rappelant  seu* 

lement  qu'on  a  cos  f  as;  -  et  *'•  ==  îr^j^ . .        -   . 

Il  est  &cile  de  vëpiie^  cette  formule  dans  les  deux  cas  où  l'ellipsoïde  de- 
vient un  solide  de^i^volotion;  car  ^  l'on  f|  4s=^,  la  formule  donne,  pour 
l'aire  du  sphéroïde  aplati , 

8S  =  «ra.+i^,W(iÈfe);    ' 
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et  si  Ton  ^  bssc^  la  formule  ûonfié  pour  Taire  du  sphëtDïde  ^dngé 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résuHats  coonust 

rtous  sommes  donc  parvenus  à  expiîmer  par  des  fonctions  elliptiques  très 
amples ,  l'ûre  entière  de  Fetlipsoide,  et  on  peut  dans  une  infinité  de  cas  Vex- 
primer  par  uu  seul  arc  d'ellipse,  ce  qui  a  lieu  lorsque  a*=c*-f-6\ 

296*  Il  résulte  de  cette  sokitioa  que  la  série  trouvée  par  la  jarenuéie 
méthode  ^  • 

est  susceptible  d'être  sommée  à  l'aide  des  fonclionfi  elHpli^e»  ;  ^  c'est  ce 
qu'on  peut  vérifier  directement  de  la  manière  suivante. 

Considérons  la  fonctien  T  (/)  ou  simplement  F  >  dont  la  yrieu^  dévelop- 
pée serait 

ou  aura  par  des  différenciations  sui^essives , 

Mais  si  on  remonte  à  Torique  des  quantité»  F,  F^^  P^,  etc.,  on  trouvera 
que  la  suite  J  (r +  Fr'  +  P'y +  P>*+etc;)  rfestàutre  chose  quePin- 

t%rale  pris«>  depuia  41  =1  a  jusqu'à  f  sss f  ?r,  ds  la  diflereiitielle 

«*rv   T-AC/  "T^/^y  ■T'/'y  -T-'yw^—  ,_^y  =  I  _(^sm*f +  •  cM*f)^: 

Cette  intégrale  a  pour  valeur 

Donc  si  on  fait  pour  abréger,  R  =;;s  |/[i  —  (J^  +  «) J^  + J^ç^*],  on  aura 

I     dv       I     dàc         1 

d^oà  résKdte  en  multipliant  par  djr  et  intégrant 
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Sliilâplitnt  f9f  Jfdjr  et  int^«nt  de  nouveau,  oa  anra 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Sokt  «Mtmtsttant  j^  V^ J^ ss sia •4#  et  i^sajasij; .  ^rz:—,  oa  »«ra-^ip= 

it  reste  à  faire  dans  ces  expressions  ^^=1,  ee  qtii  doAnera  dd4=  V^/> 
cherchée 

d'où  résulte  enfin  l'aire  de  l'eUipsoide 

8S=«rr*+  ^  [cos'4F(*,  4)^8in*4E(*,  4)]; 

et  on  voit  que  cette  formule  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous 
avons  trouvée  parla  seconde  méthode^  puisque  les  quantités  £  et  4  ^^^  ^^ 
fèrent  pas  de  celles  qui  ont  été  désignées  ci-dessus  par  V  elf. 

297.  Ifou^  remaifequeroïia  enfin  qu'oit  peut  4étertninfit  génémlenieat  Taire 
d'un  quadrilatère  quelconque  compris  entre  deux  lignes  de  courbure  d'une 
espèce,  et  deux  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce.  Il  suffît  pour  cela  de 
nlMÉîliMr  dàna  Ifr  ibonule 

kB  wkurs  des  mt^tale»  M,  N,  P,  Q,  prises  eotte  lea  fiaritea  donaées. 
U  faudra  doue  prendre  les  deux  intégrales  M,  !N  entre  les  deux  valeurs  de  » 
<pii  rëpandmt  aux  côtés  du  quadrilatère  dont  les  profaolkiis  soiit  des  hyper- 
boles^ bt  le»  deux  kttégpalear  P  et  Q  eatre  les  daox  Tale«n  de  x  qm  coiv 
rnspandeni  aux  côtés  duqnadrilatsi»  dsnt  les  prajeetions  sont  des  ellpses^ 
idiisi  tous  les  goadritoèws^  dont  il  s^ttgit  pemvetit  être  détemîn^s  ;]Mr  4èsr 
ioEiotîoiis  dliptîqsMRS)  et  \û»  fësultats  devimdFOM  plus  cMspU»  is  o&  Issi 
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applique  à  la  zone  entière  comprise  entre  déu&  lignes  de  courbure  d^une 
même  espèce. 

La  JBgure  i4  pourra  servir  II  faire  mieux  entendre  les  constructions  que  cette  sec- 
tion suppose. 

AKB  est  l'ellipse  principale  dont  les  demi-axes  sont  CA.=  a|>CB=si. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  auxiliaires  sont  représentées  par  OBG  et  OHI  \  elles  ont  pour 
axes  communs  CO  =  A,  CG  =  B. 

-  Ayant  pris  sur  l'hyperbole  auxiliaire  OMI  un  point  quelconque  M  dont  les  coordon- 
nées sont  Gi  =  «,  aM  =  C,  on  décrit  aTec  les  demi-axes  Ca=z«^  C&=C,  l'ellipse  amb 
qui  sera  la  projection  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce. 

L'ellipse  dniV  représente  la  projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la  même 
espèce. 

Ayant  pris  sur  Fellipse  auxiliaire  ONG  un  point  quelconque  N  dont  les  coordonnées 
sont  C«z=:«%  €N  =  C%  on  décrit  ayec  les  demv-ftxes  Cei=iJ^  Ç/*s=r,  une  hyperbole 
emml  qui  sera  la  projeptipn  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la  seconde  espèce. 
.  L'byperbole  t'nrJ  représente  la  projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la  seconde 
espèce. 

Nous  ayons  fait  Toir  qu'on  peut  déterminer  eii  général  par  ^es  (onctions  elHptiqnes , 
l'aire  de  tout,  quadrilatère  formé 'sur  la  surface  de  }'eliipsoïde>  qui  a  pour  projec- 
tion manin.  ■>....- 


SECTION  III. 

Delà  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  du  sphéroïde. 

298.  i^oNSiDÉRoifS  un  «phéroïde  produit  par  la  révolution  de  l'ellipse  PAS 
Fig.  13.  autour  de  son  petit  axe  GP,  et  supposons  que  la  courbe  AMI  tracée  sar  la 
surface  de  ce  solide,  jouit  de  la  propriété  d'être  la  plus  courte  entre 
deux  de  ses  points  pris  à  Tokmté  ;.il  s'agit  de  déterminer  là  nature  de  cette 
courbe. 

-  Soit  PAE  le  méridien  fixe  qui  passe  par  Torigine  A  de  la  conrbe ,  PMN 
le  méridien  mobile  qui  .passe. par  un  point  quelconque  M  de  cette  cburbe, 
MT  la  perpendiculaire  abaissée  du* point  M  sur  l'axe;  si  l'on  suppose 
Qgsa,  CP  =  ô,  Çï=7,  TM  =  tt,  l!arcAM=^,:  et  l'angle  APM  que 
font  entre  eux  les  deux  méridiens  PA,  PM  ^s^a)/»  ^^^  trouvera  par  les  *mé- 
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ihodes  ccmnues  que  la  lîgûe  la  plus  ooutté  tracée  sur  là  sorfiu^e  d'un  solide 
de  révolution  doit  satisfaire  à  l'équation  u^d*^  ss  Cds  y  G  étant  une  cons- 
tante ;  il  ne  reste  donc  qu'à  combiner  cette  équation  avec  celle  du  nléri- 
dien  elliptique. 

Appelant  à  l'ordinaire  ç  l'amplitude  du  point  M,  nous  aurons  t=:b  cos^, 
ûs=i  asxnp,  A*  4-  ^1^  ±=  rf^*  («•cos*  ^  -h  A*  sin*^)  et  A*  as  «•rf4*-+* 
dp^(a*  cos*^  + A*  sm*^).. Substituant  celt^. valeur  et  celle  de  u^dans  Té- 
quation  ii*J4  =  Cds^  on  en  tire  ,     ^ 

AJ         Crfy  |/(a*  co»*  ^  +  ^*  sin'y) 
•  '         '  '  .    '•  .  ^  , 

Soit  C*  =  a*  sîa*  0 ,  on  aura  ^/(a*  sin*^  —  C)  ==  a  l/($in*^  —  sia*  6) , 
d'où  l'on  voit  que  6  est  la  limite  au-dessous  de  laquelle  (p  ne  peut  pas  des- 
cendre ;  soit  donc'  cbs <^-c=  cos  8  eos i» ,  -en  «urto,  ei^  faisant  c*  sec  a^  •—  A*. 

ûdJ.=  — •'°!f*',     /(»4^c"dos*9cos^a^\ 

'  l-^0OS*l  COS**    "^    ^.  '^-  . 

•  ■       •  •  .    I 

» 

Soit  enfin  *•  =  sm*  A  ==  ,,  — jr ,  ou  tang  A  =:  .  ^  '^  ===  ^*^^  " >  ^" 
aura 

^     ^~asîiiÉrc08A^         i  +  /»sin*-»  "^^  ' 


et  .  ^  =î^^  ==  -^N.  ^01  v<(>— ^' wn*,a>). 


COSA 


Supposons  que  l'origine  A  est  le  point  de  la  courbe  le  plus  près  du  pôle  P, 
on  aura  en  ce'point  l'ampKltide  (p  =  d,  et  »  s;r  p  ;  et  puisque  la  distance 
PA  est  un  minimum  y  il  est  visible  qu'au  point  A  la  courbe  ^era  perpendi- 
culaire  au  méridien.  •  .       ».  ' 

Cela  posé,  l'arc  AM=±s  ^  compté  .4i^  point  A ,  ^'assimile  entièrement  à  un 

b"  '        '         ' 

arc  d'ellipse,  et  on  a  exactement  s  =s  — -  E  (Ar^o?);  ainsi  en pr/en£^nt  le  dé- 

b  * 

mi-grand  axe  CDss-— -,  lequel: aéra  plus  petit  que[CË  et  plus  grand  que 

CP,  et  décrivant  l'elKpse  PmD  sur  les  demi-axes  QP,  CD,  si  on  prend  sur 
cette  ellipse  un  point  Wi  dôût  PatÀpBtude  soit  » ,  oa  qui  ait  pour  côordon^ 

nées  Cr  =,  i  cos  «^,  rm  = -'  sin  *» ,  l'arc  Fm  de  rellipse  sera  ^al  a  l'arc 

Altlde  la  ligne  k  plus  courte;  l'ea^trémité  M  de  celui-ci  étant  détemùii^ 
par  l'abscisse  GT  s=:&*c6sd  cos  â^ses  Cr  >;  cosd,  de  ëorle  qu'il  y  a  un  i^p- 
T.  I.  46 
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fiwt  tioumpt  mÊi%  4es  tAjWMgi  CT ,  Gr,  des  «pMoÉi  ^miméê  fmr  Immtm 
égttnt  AM  j  Pm. 

An  ptiitft  1  t)ù  la  tîOTTOT  Tttifcotrtte  réijttrt  cuf ,  tta  wm  rart  Aï  ^ts  Pif® 

ss  — ^  gi^^  et  par  l'é^u^tion  u^J^/  =  Cds^  on  déterminera  Pan^e  1  sous 

Pangle  M  que  fait  la  courl:)e  avec  le  méridien  ;  muA  ait  point  1  on  aura' 
€osI  =  — r^  sss  -  =  — : —  =  sin  fl:  c'est-à-dire  que  Panele  1  esl  le  compté • 

de  u        aw^  .  ^  :i  o  r 

ment  de  l'amplitude  dn  fioint^. 

^pg.  Tenons  maintenant  à  l'autre  équation  dont  l'intégrale  est,  suivant  les 
)iot;ations  ordinaires  :  , 

Par  cette  formule  dpp^  le»  4a«x  iei:m9s  peuvent  Btr^  calculas  avec  tel  degré 
d'exactitude  qu'on  voudra^  on  déterminera  pour  cliaque  valeur  de  l'am- 
plitude^, Ja  yaleurcoiXËS^ondaqte  de  Caoglt  4  gW  #sl  la  Ipngitude  dif 
méridien  PM. 

Pour  avoir  la  posilicujt  dM  poipt.I  où  la  courbe  rencontre  l'équateur,  il 
faudra  faire  â»  ==  î  9f ,  ce  qui  iiopnera|)0Ur  ]«  IpngttnAe  du  point  I, 


C^te  valepr  est  en  gépér^l  plus  petite  que  ^  ;r^  car  il  est  évident  qu'on  a 

9  ■ 

saut  ^  =  ï  'TT,  on  aura  %|/'  <  ■  •  - ,  quantité  toujours  jpl us  petite  .qjae 


4^ 


ff-^^  co^  sfsm» iU. CVS»*! 


i-  M     t 


coa*  A 

CiCs  4m!0tieaf  F  et  n ,  .coBéâdéfée^:  mmki  «  4if  ré^  }'ii«pEliwk  90% 

r 

aient  f^jpifiVfiffi%  pqrm^  d«  ^é^pM;»  4Sfil^  ^^tfff^itX^i  c^r  m  ii~  tp  ^éit^^, 

méine  d^  \9L  fonction  J^  D^  là  pn^vQÎt  que  p9sé  le  point  I ,  I9  couj^lie  se 
.{»ro1ongei*a  dans  Tautre  hëmispliéroîde ,  de  «MÛere  <jufe  'les  deux  ]>ainiei^' 
iâfimim  ipar  ^HifaaJIeiir  «raét  ^^iaê  4bC  êiÊmh\âiim.  iMm^  la  onqrfiaipaiâriiér 
d^i  d^  d'antre  :«!|lé  4e  i'4qiv«^iir ,  m  fndUàê  qû^^n  «(  a«in  wtaat^ 


msÈSÊi  in.  mi 


,qsé  te  pair^UèkfB  p^sM  parte  ymmtM^^mmwlÊaigÊmaak  tqyiiiiWte  ék  ^ 
.dexriendca  perpendisulaîrt  m»  méridteHr,.  codWiuQ  eU%  T^tiût  à  r«d^|jiie  A^^ 
Ainsi  la  contiouatîon  iiidéObie  de  cette  coutIm^  ofirira  tfne  infinité  de  spires 
^^fiâie^'  et  senndflftw^y  eboîp'tue^  efltlLc^  cretRL  'p^ntnCKf*  ^ànmemi  eHi^guës  db 
Féifiiatetfr*  Ces  aipim  iN^  seraisitt  ee^Mdstftt  psn  ett  noitibrcf  iiiAti ,  si 
Pasgfe  ECI  (jm'itow  aTtusd"  nesîvgiié  par  •^*.  ihrnb  tht  rappocf  i^tfoiitML  âvtsc 
Ift  ciipe»fi?rei>ee  r  e«r  lAors  mt  bemt  d^vtf  eerf a!ir  nombre  d^  tétr>rtrtStms  li 
conrBe  rentrerait*  sttr  (^^inetne»  Blatts  uif  pareil  cm  est*  psreiMot  ftypothc^ 

dantes  qu'il  n'est  pas  possible  d'exj^ciiaei:  exactevieut  fax  des  wci|.<te  scwte 

2oo^  Il  eisl  icemacqualik  <pj(»U  fi>rjQiule  qiûdoJD^ 
moat  dQ  k  mèmeforous  c^ue  celle  qpx  dûon^  te  vaiew:  dft  ïid^^vémitmt 
/lu  divçl^penent  «m*  u«.  plan  d'uxi^  porUou  dei  te  ^dace  du  QiCtoc  çkJSr 
que  à  base  ârculaire.  Ce  derniei  angU  e&t  frciU  à  tiCQQfvei:  jpaïqpi'i  ua  QOIp 
tain  degré  d'approximation  ,  par  de  simples  constructions  géométriques , 
déduites  des  pyramides  inscrites  et  circonscrites.  D'ailleurs  comme  le  cône 
oblique  n'a  de  courbure  que  dans  un  sens ,  cette  sur&ce  est  censée  plus 
simple  que  celle  du  sphéroïde  qui  est  partout  k  double  courbure  ;  ainsi  on 
doit  regarder  le  problème  de  déterminer  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  sur- 
face du  sphéroïde ,  comme  étai\t  réduit  k  une  moindre  difficulté ,  par  la 
construction  suivante,  qu'on  tire  aisément  de  nos  formules. 

Faites  un  triangle  isocèle  pfp'  tel  que  sa  base  pp^  représentant  l'aie  aby  Ftfr.  i3 
le  côté  pf  ou  /?y  soit  égal  au  rayon  a  de  l'équateur,  tirez  pq  de  manière  *  *^ 
que  l'angle  p'pq  =  A.  Sur  pq  comme  diamètre,  décrivez  un  cercle  pnq 
dont  le  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  pfq.  Le  cône  qui  a 
ce  cercle  pour  base  et  pour  sommet  le  point  y*,  sera  celui  dont  la  surface 
étant  développée  sur  un  plan ,  servira  à  décrire  la  ligne  la  plps  courte  sur 
la  surface  du  sphéroïde  donné.  Pour  cela  soit  QM  un  parallèle  qui  passe  par 
tous  les  points  des  méridiens  dont  l'amplitude  est  ^j  on  connaît  déjà  0par 
l'amplitude  du  point  A  sur  le  premier  méridien  PAE  j  d'ailleurs  l'angle  6 
qui  sert  à  former  le  paramètre  n  =  cot*  0 ,  se  retrouve  tant  par  l'équation 

b  tang  A  s=  c  cosfl,  que  par  la  fig.  i3,  où  l'on  a"^  =  tang*  78=  •"X"?' 

Il  reste  k  déduire  de  l'amplitude  donnée  9,  l'amplitude  e^  des  fonctions  el- 

lipliques,  ce  qui  se  fera  par  l'équation  cos  ùê  ==  ^-X ,  ou  par  upe  construc^ 

tion  équivalente;  ensuite  de  l'amplitude  ûh  ,  on  déduira  l'angle ^cn^  formé 
dans  le  plan  de  la  base  du  cône  par  k  rayon  qui  termine  le  secteur  dont 
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on  a  besoÎQ ;  soit  cet  angle  qcn:=i^^  on  aura  tang  \^  sstanglâ  tang^^ , 

ou  tang  7  ^  ==  tang  {  fl  .  ^/Flang  - —  tang  ^^^  j.  L'angle  qcn  étant  ainsi 

déterminé ,  il  ne  s'agira  plus  cpie  de  développer  dans  au  plaii  le  secteur 
courbe  ç/h^  et  l'angle  du  sommet  /  sera  égal  i  l'angle  cherché  ^j  c'est-à- 
dire  sera  la  longitude  du  point  M  de  la  courbe  dont  l'amplitude  donnée  est 
^.  Cette  amplitude  au  reste  qui  s'accorde  avec  la  oo^latitude  au  pôle  et  à 
l'équateur,  n'est  pas  la  même  chose  que' la  co-latitude.  Soit  L  la  latitude  au 

point  M  dont  l'amplitude  est  ç  ',  on  aura  tang  L  =  t  cot  p.  Ainsi  on  dé- 
duit aisément  L  de  ^  et  réciproquement. 

La  ligne  •  la  plus  coqrte  tracée  sur  la  surface  du  globe  terrestre ,  s'ap- 
pelle ligne  géodésique.  Nous  avons  donné  les  formules  relatives  au  calcul  de 
cette  ligne ,  et  en  général  au  calcul  des  triangles  sphéroïdiques  dans  les 
Mémoires  de  l'Institut ,  pour  l'année  1 806. 


y 


.  »     t  » 


APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE 


Obt  a  déjà  vu  dana  le  Chapitre  YIIl  un  usage  fort  remarquable  de  la 
plus  simple  des  ^netious  elliptiques^  pour  exprimer  le  temps  employé  à 
parccyurir  un  arc  quelconque  daus  le  mouvement  du  pendule  simple ,  soit 
que  ce  pendule  ne  fasse  que  des  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  ver- 
ticale, soit  qu'en  vertu  de.  k^  vitesse  acquise ,  il  puisse  tourner  sans  cesse 
dans  le  même  sens  autour  du  point  de  suspension.  Nous  nous  proposons 
maintenant  de  traiter  avec  l'étendue  convenable  quelques-uns  des  problèmes 
de  Mécanique  auxquels  les  méthodes  précédentes  s'appliquent  avec  le  plus 
de  succès;  et  d'abord  nous  avons  choisi,  comme  devant  être  placés  en  pre* 
mière  ligne ,  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  qui  n'est  sollicité 
par  aucune  force  accélératrice  y  et  le  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes.  Ces  deux  problèmes  seront  l'objet  de  la  première  et  de  la 
seconde  section. 

Pour  parvenir  aux  résultats  déjà  connus,  nous  avons  suivi  assez  exactement 
la  méthode  donnée  par  D'Alembert  dans  le  tome  lY  de  ses  opuscules,  et 
les  méthodes  données  par  Euleir  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
ann.  1760,  et  dans  le  tome  XI  des  JVoi^i  Corn.  Petrop.  Par  ces  méthodes, 
comme  par  celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  ont  traite  les  mêmes 
questions  9  on  parvient  à  réduire  la  solution  aux  quadratures.  C'était  un 
grand  pas  dans  la  carrière  de  la  science,  et  un  beau  titre  de  gloire  pour 
ceux  qui,  les  premiers,  ont  su  obtenir  ces  réductions;  mais  le  développe- 
ment ultérieur  de  la  solution,  l'énumération  et  la  division  des  différens 
cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier  terme  de  simplicité  dont  dUes 
sont  susceptibles;  enfin  la  possibilité  de  déterminer,  avec  tout  le  degré 
d'exactitude  qu'on  peut  désirer,  la  position  du  corps  et  toutes  les  circqn?* 
stances  du  mouvement  au  bout  d'un  temps  quelconque,  sont  autant  de 
choses  que  la  simple  réduction  aux  quadratures  ne  donne  point,  ou  ne 
donne  que  d'une  manière  impar£aiite  ;  attendu  que  les  formules ,  qui  s'adap- 
tent assez  facilement  à  la  première  révolution,  n'offrent  plus  rien  de  déter- 
miné, lorsqu'il  s'agit  d'embrasser,  dans  un  même  calcul^  un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  de  résolutions.  IVous  espérons  qu'à  cet  ^ard 
les  développemens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront  rien  à  désirer,  et 
qu'ils  mettront  dans  tout  leur  jour  les  avantages  nombreux  qu'on  peut  rati-* 
rer,  en  pareil  cas,  de  l'usage  des  fonctions  elliptiques. 
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On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section ,  qui  traite  du  mou- 
vement d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes ,  est  fort  étendue.  Cepen- 
dant nous  n'avons  considéré,  outre  les  cas  généraux,  que  quelques-uns 
des  cas  particuliers  que  le  problème  renferme ,  lorsque  la  courbe  décote 
est  située  dans  un  même  pkn ,  et  nous  n'avons  incfiqné  que  trèr  sommi^ 
rement  les  points  principaux  de  list  soliiupu ,  lorsque*  la  eouribe^  ifêctii€  tA 
à  double  coutDure  ^  d  ailreurs  ntms  avons  toujours  supposé  que  la  euuriic 
ne  s'étend  pas  à  Rnlim,  afin  de  ne  considérer  que  des  mouvemem  penm^ 
nens.  On  voit  par  Yi  que  celte  maîtiâre  aurart  été  susceptible  cPnite  beau* 
coup  pliis  grande  extension  ;  mais  dans  le  cadre  étroit  tf&  nous  Favons  ren- 
fermée >  nous  osons  croire  que  les  géomètres  trouveront  quelques  rnraVfats 
dignes  de  leur  attention ,  peut-être  même  des  vues  nouvdles  pour  traiter 
le  fameux  problème  des  trois  corps,  dans  d'autres  hypothèses  que  ceBes  qtd 
servent  de  base  aux  méthodes  ordinaires  d'approximation.  Lasecsodesec^ 
tion  est  termîiiée'par^k  détermination  du  mouvement  rectitigne  d'un  corps 
attiré  vers  deui  centres  ffxes;  'problème  qui  oflbe  encore  une  asses  beRe 
application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  troisième  sectîon^oàs'exposettms  la  tbéorîe  def  attrseâott  des-ettip- 
soïdes  homogèliés ,  considërablement  simpEffée  par  la  méthode  de  Bf .  Irorj. 
On  y  remarquetu  que  Feipression  des  forces  donnée  en  un  itormbre  fim  d» 
termes  par  les  fbntrtions  eUiîyttqties  de"  la  première  et  de  la  seconde  espèee, 
s'applique  généraletiient  k  toutes  tes  (fistsnces  du  point  attiré,  et  à  teioCe» 
les  hypothèses  sur  les  trois  dSmetisions  de  Pellipsoïde. 

Enfin ,  dans  la  qi^atriémè  Section  qui  traite  de  Fotblte  décrite'  en  veitu 
d\ioe  fbrce  centrale  donnée,  nourfèfcms. connaître  quelques  cas  géuénrm 
qui  peuvent  être  résolus  exactement  |iar  les  fenctions  elliptique»,  et  1MH19 
indiquerons  la  méthode^  qu'H  contient:  d^appfiquer  aux  autres  cas. 

SECTION  FREmÈRE. 

Ou  mow^ment  4^.  rQtatÎQn  d^un  ççrpi  wlide  «mtour  «To/i. 


S:\.  Dm  AUt  ««»M«  dit  gr^vji^j.  q\i.  plw  g^p^r^lni^wytJle  point. 

daqœl  le  corps  petit  t<)pii)ç^UbK«m^Ht  4^0»  ton» Jk»  .WW«  Sm*^  Al^ 
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ACj  AD  trtim  «x«  )peif«»dîulanÉft  entse  «a,  âawt  k  pMÎtMi  sait  knra- 
j^       ziable  dans  l'espace. 

Imaginons  une  surJSiœ  sphéi^iqpe  datrite  du  esntre  A  y  laquelle  soit  ren- 
contrée aux  points  B,  C,  D  par  ces  trois  ai^es;  c'est  à  cette  surface,  consi- 
dérée comme  immobile  dans  l'espace,  que  nous  rapporterons  tous  les  mou- 
vemens  du  corps;  et,  pow  ûtm  ks  idées,  im«s domierons  le  nom  de  pôle 
afti  jpoHt  D«  û^4quêieur  au  tercle  JBCj  et  ^k  aiiridiea  k  «m  grand  cerck 
quelconque  DX  passant  par  le  point  D. 

Suppospns  qu'au  bput  du  ten^s  t  les  trois  axes  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur,  la  sphère  gar  les  troÎ3  points  L ,  JM[^  Tf ,  formant  le 
triangle  ESIN ,  dont  les  bois  côlés  et  Içs  trois  angW  sont  de  90^.  II  est  ëri- 
dent  que  la  position  du  corps  sera  déterminée  a  chaque  instant ,  si  l'on  con- 
osit  «seHe  «s  tw»  foîmXi^  L,  if,  N,  Aînti  toM  se  véduîl  k  délêffimBer ,  au 
honl  du  %emf  s  t^  ks  aras  EK»  LX^  ^  l'ange  DIAI,  en  su^pposani  touie^ 
fois,  que  les  ases  AL  et  AM  sont  pris  l'un  et.  l'autre  d'une  manière  déter- 
minée parmi  le^  trois  axes  principaux  du  corps;  de  sorte  que  le  choix 
de  ces  axes  étant  yne  fois  £iît  d'après  Fétat  initial  du  mouvement,  les 
IçUxes  L  et  M  continuent  d'être  affectées  aux  mêmes  axes. 

3o9.  Soit  AP  le  rayon  sur  lequel  ç$l  situé  le  centre  d'une  molécule  quel- 
conque du  corps  JM.  Soient  x^  j*,  z  les  coordonnées  rectangles  de  cette 
molécule,  parallèles  autttraîa  a«M  AB,  AC,  AD,  <pt  soit  sa  distance  au 
centre  =r=:  v/(x'-4-^H-0$^^^^»^B^^*(^^>^rcsBP,GP,  DP,on 
aura  x=:rcosBP,^=»r€OT<3P9  9jâxrco»EHP« 

De  m^e  à^^  i^f  i^  ^QXA  Ifis  trab  cpprdoimées  de  h  même  molacqki 
paiTilièlos  Jm\  Uw  9M%  itrwdpaj^x  Al^^  AM^  AN,  on  aura  ^  ^  /*  cas  LP, 

ii  =  rcosMP,  c^ s=  r cos NP, 

^iX  m^intfîQmt  JkTij^9f  X^'^^i  Vh^P  et  l'angb  VW^Sl-^ta, 
Q  ^k4  I^  vuleur  ^  PU)  ioi:$que  /p?0|  et  m  désigQMit  U  qu^n^té  dont 
cet  angle  est  diminué  dans  le  temps  ^,  par  le  pumTem^Qt  de  rotation  du 
cojtjts  autour  dj9  Tdse  AL.»  oumv^oKcnt  qui  est  wpposé  av^ir  lieu  dai»  le 

sens  BC. 

D'après  ces  élémens^  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées  x^jr^  js; 
pour  cela,  il  faut  considérer  d'abord  le  triangle  sphériqne  DLP,  dans  lequel 
ott  «  les  deux  oâtés  DLzs^o^^-^,  LPasp ,  et  fan^  compris  P1.D»0  «^ar; 
ofi  m  déduite  ^ 

'  cosf)P  =  >in9cos^  +  costsin^  Ç03(fi-~^)y 

sin  DP  sin îiDP s=  sin;^  en  (n  ^— <») , 

sin  D1^  cost£>Ps==  cosl  cos/r«^ sinf  sin;?  cos (n  —  A»). 
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Par  le  moyea  de  ces  DP,  on  connatfxa  z  =  rco8DP*  Pour  avoir  x,  il 
Êiut  coanaitre  BP  ;  or  le  triangle  DBP  donne 

cosBPc=:sinDPcos(^  +  LDP): 

de  même  par  le  triangle  PDC,  on  aura 

cos  CP  :=  sin  DP  sin  (9  +  LDP). 

Soit  donc  r  cos  ;?  =  5  et  r  stn  ^  ss  s\  on  aixra  les  râleurs  suivantes  dés  coor- 
données Xjjr^z: 

jc^ss  cos^  CO8  0— <«'cos^sinOcos(n  —  «)  — /sîn  ^  sin  (û  — »)^ 
jrzzss  sin  ^  cos  fl  —  5'  sin  p  sin  fl  cos  (Il  —  ùf)  +  ^cos^  sin  (fi  —  û>), 
'  2  =  ^  sin  8  -|-  ^'  cosfl  cos  (il  —  «). 

3o3.  Dans  l'instant. i/^y.quVm  suppose  constant,  la  molécule  <2M  acquiert 

les  vitesses  -^,  ^,  -^,  sidvant  les  axes  AB,  AC,  AD.'  Or,  d'après  les 

principes  connue^  les -molécules  animées  de  ces  différentes  vitesses  dirigées 
en  sens  contraires^  doivent  Êiire  équilibre  aux  forces  accélératrices.  Donc 
si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  les  momens  des  forces  accélératrices  pour  faire 
tourner  le  système  autour  des  a\es  AB,  AC,  AD  dans  les  sens  CD,  DB, 
BC,  on  aura  les  éqviâtions  différentielles  du  mouvement  comme  il  suit  : 

^  fi/ddz  —  zddr)  dM  =  X^, 
■'•'■'■■:         f(zddx^xddz)dMi^Ydi% 

f\xddf''jddx)d^z=i14i^. 

Par  la  nature  de  ces  équations,  on  voit  que  lés  différentielles  ddXy  ddy^ 
ddz  supposent^,  5%  Ci  constantes,'  et.  qu'au  contraire  les  signes  d'inté- 
gration supposent  ces  quantités  seules  variables. 

3o4-  11  s'agit  maintenant  de  substituer,  dans  ces  équations,  les  valeurs 
de  X,  /,  Zy  données  n^  3o3;  tnaîs'  lés  propriétés  connues  dés  axes  prin- 
cipaux serviront  à  abréger  beaucoup  le  calcul. 

D'abord  la  figure  et  la  constitution  du  corps  étant  données,  nous  suppo- 
serons connues  les  intégrales  suivantes  : 

au  jnoyen  desquelles  le^  momens  d'inertiç  duLCprps,  considérés  successive- 
ment. par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B-f-C,N^+C,  A7+-B., 
Soit  A  la  valeur  de  langle  DLM  au  commencement  du  mouvement  y 
comme  on  a  en  même  temps  DLP  ^  £t ,  oh  aura  l'angle  PLM  =  Ci  -f»  *  7 
d'où   résulte  cos  PM  =p  sin^cos  (XI 7^  f^)  ..et.  cos  PN  ss  sin/^  sin  {d  +  m,). 


i 


x 
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Mais  on  a  r  cas  PM  =n  «  et  rcos  PN  =  cos  i';  donc  ;     , 

uz=:s^ cos  Clcos  et -^ s' sin  Cïsin  et. 

p s=  5'  sin  £1  cos  a  --f-^  cos  A  sin  a.  -     " 

Ces  équations  donnent  réciproquement 

■  "         ...  . .  , ,    .        .  .    ,'  . ,  •  '        , 

/  cos  CIjssu  coà  A  +  ^  sin  a, 

et  puisqu'on  a,  par  la  propriété  des  axes  principauik  ,y>2<^>i s OyfsudMss^o , 
/uifdyi=:o^  il  en  résulte  les  intégrales 

m 

yi/  cos  CldM, s=  o,    yi^'  sin  CïdM.  =  0, 
y^Vsin  flcosfl<fM=(C  — B)sma  cos  a, 

7>V  cos'flrfM  =i  B  owV  H-C  sin'«, 
fs's' an' adM  ssBaia*  a  •+■€  COS.*  a. 

305.  Si  Von  exécute  maintenant  les  substitutions  indiquées,  et  qùW 
fasse  pour  abréger, 

P  =  F— ~ AH — ^  coaj(3û#+ 2a)J/£p sin 9  cosfl 

+  -^^  ii9sinflan(2»-f-aa)-f-(B  +  C)rf»cbsô, 
Q=  [?±5  +  A  +  ^  cos(2«  +  2a)^  ^— (5:^)dip«osîsin{a^^ 

•  *  * 

les  équations  du  mouvement  deviendront 

rf  (  P  cos^  +  Q  sin  ^)  =  Xrf/*, 
</(P^8in-f — Qco8Ç>)c=:Y£/<*, 

rf[(B  +  Ç)(^  +  4-^)~P.coM]  =  Zrff:.    , 

306.  Ces  équations  se  simplifient  dans  différentes  hy ()pttièsefi.  Par  exemple , 
si  on  a  B=C,  les  valeurs  de  P  et  Q  deviennent 

.Ps=5(B-^A)£*psinécos0^aW»«os6j  .  t'  » 

■'      '      •  Q=(BH-AOiiÔ,.    ':  ;•    ,;.;,,'    ,  -./r     ,.  . ..  ..,:; 

•et  l'une  dé^  trois  équations  du  mouvement  petit  étreremplame  pab  kiMii^ 
*vante:'  '  '  '        :'•.•'••::*-  V.     ■''.'     i> 


•  »  •  1  ' 


abd (dp  sin ô  H- dœ)  =  ( X ,cos f  cos Ô  +  Y  sin ç  cos Ô  •+■  Z isiri 6 ) 'dt*'. 

Le  CM  de  BsC  a..li|ei;i  lor^qucfles  d^x  a^es  ftrîiK^paux  ÀM^,  AN  sont^stm- 
blabies  entre^eux,  df  aorte  que  les  mofnens  d'inerte ,  par  rapport  &  ces  deux 
T.  T.  /i7 


3j6  APPLICATION  À  LA  MÉCANIQUE , 

» 

axes,  sont  ëgaux.  Tous  \^^  ^lides  de  té^dlttlimi  liotnogèhéi  et  \me  infiniië 
d'autres  corps  sont  dans  cexas.  ^  ^      . 

507.  L'angle  a  disparaît  du  calcul,  dans  le  cas  de  B^G,  parce  que  tous 
les  axes  perpendiculaires  à  AL  peuvent  être  considérés  alors  comme  des 
axes  principaux.  En  général,  on  peut  Faire  k\=z'6  (îâns  tbiis  )es  cas,  éH  pre- 
nant la  directrice  AD  dAiS  le  ))}àn  oà  ^>3  tiHTO^^âM  ieï  deux  axes  principaux 
AL,  AM  ati  commenceWelit  Via  m'ontèttiéli!;.-  Mftil^omme  la  supposition 
de  «=^0  U^  simplifie  pas  le^  calcul  et  ne  fait  disparaître  aucun  terme,  il 
vaut  mieux  laisser  a  tel  qu'il  est ,  et  se  réserver  la  liberté  dé  déterminer  la 
directrice  AD,  de  manière  à  faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas 
à  en  voir  un  exçnt^è. 

Application  defce^  hrifiïJlek  au  t2C^  "hk  iêsfiKx!bs'nàcélératrices  sont  nulles. 

3o3.  Dans  le  cas  où  les  forces  accélératrices  X,  Y,  Z  sont  nulles,  les 
équations  du  n^  3o5  s  intègrent  a eïlës-mémés ,  et  on  a  lés  intégrales 

P  cos  ^  +  Q  sin  ^  =  A'rff ,. 

Or,  on.  peut tou)Our9Lpr9<^dr<3.;4.a 'directrice  AD  fèHe  'que  les  cohstàhteis  A' 
et  B'  soient  nulles  ;  alors  on  aura  I^==:o,  Q=o  et  ^(p+ -r-r  =  K^,  K  étant 


»  .  ^ 


smO 


*  une  nouvelle  constante j  de  sorte  que  les  équations  du  mouvement  seront 

[n'  —  cos  ( 2û)  +^'à )^  d^ÏQ^  Cos fl  —ift 'Hiù^  sin  ( 2a  +  aa) 

_    '  /+^'ï  +  w'^)^a*cosÔ=5  0, 

[n  -^ cos  ( 2(ê -H  àa)]  m  +  dp  cos^S^Çhca''^ ait)  hsToy 

OÙ  Ton  a  £aiit,  poflr  abrffgêr ,  iz  —      e^     >  '^^ ^^'""""'^ïS"* 

309.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  faut^^ilrbVob^bbSflitiènt,  d'après  l'état 
itâtial  dti'môtrv'emeDtj  t)ù  peut  déterminer  la  direîotrÎM.  AD»  de  mamèrCL 
que  les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles ^  ainsi  que  le  supposent  ces -der- 
nière; équations.   ;,        .  ,        .  .     , 

Au  commencement  du  mouveodent,  ou  ion  a  /==:o,  0^=0,  ff=:o,  soil 


I 


de  L,  Fautif  çUrëmitp  .du  ;pê^^^ 

Soit  en  m^p  tepip^ Jjdj'eftrémijté  dp  J'axe  pf|]^PÎ|>p|  ^T^^  ^S^^?  iqpmjent 
est  A -{-G  :  nous  supposerons  que  l'angle  ILM  est  adjacent  à  l'angle  DL/, 
déterminé  par  ia  direction  du  JnouTèmâit  ;  c'est-à-drre  que  ces  deux  angles 
sont  formés  de  différens  c^tés  de  l'arc  LT  ;: d'ailleurs  ran£;le  ILM,  qui  est  un 
angle  donné  et  que  nou6  Mf^serons  sxIj,  peut  être' plus  petit  ou  plus 
grand  que  go*.  , 

L'arc  LM  étant  dgfffi^ip  ^e  |)ji;sition  par  ^'^g^gle  ly,  ^^arc  LN,  où  se  trouve 
situé  le  troisième  axe. principal  AN  dont  Xo  zbon^ol;  est  A-f-B^  sera  éga- 
^emeçf  t^étepipipé  êj?  iff ftf Pf,  dy  u^^tj^  f6\j  gup  U  p^af  ^pj^^rt  ^  3(IjL, 

•  •  • 

3|.o.  G^a  pQ^é,  «W*  y  la  yp^eur  Âviitiale  ,4p  ô,  on  .ftqça  DJ^  çp  i  y,—  >. 

P'AïUâurf»  on  ^  supposé >  au  cqipça/BOfifi^ftt  du  .pipj2,v/eflRei\t ,  ^'^pg^... 
I>LM  =  flt  ;  ain» ,  ,paur  cQ^malt*^  la  fvpfiitip^  Mp  Jiffn  t  P ,  il  ^'pfflt  ^ç  A^«r- 
miner  les  quantités  ^  «t  >  .p^T  1?  fionjjitjw  q^p  ,1^  W«îA?^t^  A'  St  3' 
soient  nulles ,  ou  qu'on  ait   au  coopiencement  du  mouvement  P  =  o , 
Q=o. 

J^l  étpnt  i;^rc  4^rit  à^^s  Ip  pj^^ipier  ^x\stajol  pv  je  j>oi,i^t  J.,  pp  a^ 
U==  W4/.si?i,€î  ^(\u  point  Z  apenai^t  Z^  ^perp^pd^cuj^irç  jgir  ^ÇL,  ^op  aurft 
If^~  W<:S|p?^iP:(l-:^)  et^r?? W?î?'^:^9»<L— ,ift]t.  ^^ndant^cjue Je 
point  li. parcourt  1,'arc  L./ .f^ar  ^op  ^inpuy(^^çnt  de  ^rj^taliap  ^Uy^r^e  I,  le 
point |D y  enflant  qu'il  désigne  l'ex^tt^xû^é  d',un,£j3f.e  AD  Jxe,dan§  fejgpiya, 
parcourt  l'arc  D J  ==  W^^  sin  DI  pér|^(ljculaire  à  DI^  d'où  il  suit  que  le 

corps  tourne  autour  de  l'axe  mobile  d'une  quantité  DLrf=^ .  -., j 

c'est  k  valeur  initiale  de.^âi.  'D'aiUe)]fs  Lm  est  la  valeur  initiale  de  -^tf9, 

,et  l'an^  iJM  aa  ,    pr-^^t  ^^^  de  Àip  ;  donc  im  a  ^  au  comn^ncement  dn 
mouvement , 


T?»^ 


5  ==  Wjdn,i8ia(,L  — à), 

ci^       Wsisi         „  V 

o^         cosy    ^"^'^^   ,   /7 

Subfstilwnt  c0s.,yfttsijçs,4rt|s,l«s(éq^rtÎP>i^^  «*lfiHfWti^  î^énje 

temps  <»=:Oy  ds^^.QD  aura 

47- • 
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'     or=:(A'-~6os2a)smysinccos(L  —  a)  -+-sm)r  sîn€sin2asiii*(Ij  — «) 
+  (n+n')cosycosé  —  (n  +  n')sîn5^sin£  cos(L — a), 
o  =.(/i  T-  cosaot)  sin  i  sîn  (L  —  àt)  —  sia  €  sin  2cl  cos(L  —  «). 

La  secondée  8e  réâmi  à  n  sin  (L  — ,a)  =  sin  (L-f^a)^  djOw  lV)n  tire  • 

»— *!-,-  x    .        A'+B  T 

langa  =  j^^  tangLss^^-gtangL;    .     . 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,  il  en  résulte 

C4-A     cosL'  A+B    sinL  ^ 

'On  Yôit  que  la  détermination  du  point  D  par  la  tangente  de  l'arc  DL ,  et 
celle  de  l'angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambiguité,  et  qu'ainsi  on  est  as- 
suré de  satisfaire,  d'une  manière  générale,  à  la  condition  que  les cbnitautes 
A'  et  B'  soient  nulles,  ce  qui  simplifiera  beaucoup  la  solution  du  problème. 
Les  données  qui  ont  lieu  au  commejicement  du  mouvement  font  connaî- 
tre en  même  temps  la  constante  K,  dont  l'a  valeur  est  ^ 

TT       Wcosi 

Sin  y 

3 1 1 .  IS0US  remarquerons  qu'on  peut  déterminer  la  position  du  point 
D  relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM ,  AN,  par. des  formules  plus 
élégantes,  et  qui  feront  découvrir  une  belle  propriété  de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  =  6,  on  fera  semblablement  IM  =  €',  IN  =  é";  âoit  de  plus 
pL= p  =zi  9r  —  > ,  DM=/?',  DN  =  p\  Dans  le  triangle  LIM,  où  le  côté 

LM'  est  de  qo%  on  a  cos  ILM  =    .    „  :  donc  cos  L  =-: —  ;  de  même  dans 
^    '  sin  IL  '  sin  «  ' 

le  triangle  ILN,  on  aura  sin  L.=  --: — .  Les  triamgles  DLM,  DLN,  qui  ont 

un  côté  de  oo*' .  donneront  semblablement  cos  a  =:^£-  et  sin  a  ==  -7-—  ; 

^     '  sin/»  sin/> 

donc    ^  ",  .. 

tanga  =  — H-  et  lane  L  = y. 

^  co%p  ^  cou 

Mais  on  a  trouvé  ,  "^  *  =:  .  ..  ^  ;  donc 

tangL        A  4-  C  ' 

cosp^  ''  (A  +  B)cost^ 
cos^  *     (A  +  Ç)  cos  f'* 

Il  est  remarqttoble  que  la  quantité  (A+C)  cos  i  représente  le  moment  d'i- 
nertie de  l'axe  A  M  multiplié  par  le  cosinus  deia  dislartcîèl^l,'dèmemp  que 
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(A  -{-  B)  cos  6*  représente  un  seœbiàbl^  produit  pour  Taxe  AM.  D'après  Té- 
quatioQ  prëcédeule ,  on  peut  présumer  qu'il  existe  un  semblable  rapport 

entre  cos  p^  et  cos  p.  En  eflPet,  si  dans  l'équation  cot  y  =  ^      a  • tang  €, 

1    ..^       <■  1  ^  s'inp    cosL         cosi'     ninp  .         . 

on  substitue  les  valeurs  cot  y  =  — - , =  , .  -r-^,  on  aura,  en  re* 

^         co»p  '  cos  •        co8p      sin  j  '  ' 

duisant , 

cosp'        (A  +  C)  cos/ 

co»/»        (B  +  C)  cosi  ' 

ce  qui  est  la  propriété  mentionnée. 

Puisque  les  quantités  cos  p^  cos  p\  cosp"  sont  proportionnelles  respec- 
tivement aux  quantités  (B-l-C)  cos€,  (A  +  C)  cos  é',  (A  4-  B)  cosé^j 
puisqu'on  a  d'ailleurs  cos*/?  •+•  cos*  p'  +  ces'  /;"  =  i ,  il  s'ensuit  que  si  l'on 
&it ,  pour  abréger ,' 

D=  v/[(B+C)*  cos*6  +  (A+C)*cos*€'  +  (A4-B)*  cos^é'J, 

on  aura 

(B+C)  COSI  ,       (A+C)  cosi'  „       (A  +  B)  cos  •* 

Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point  D^  et  on  voit  que  ce 
point  sera  le  même,  quelque  soit  celui  des  axes  principaux  qu'on  prend 
pour  AL,  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  ccH'ps;  car  l'échange  qu'on 
peut  faire  entre  deux  des  trois  axes  principaux ,  ou  entre  deux  des  trois  let- 
tres A,  B,  C,  ne  change ^n  rien  les  trois  distances  p,  p'y  p',  qui  sont  tou- 
jours les  mêmes  pour  le  mémer  axe. 

Ce  théorème  très  remarquable  prouve  qu'il  y  a  toujours  un  point  fixe  D 
dans  l'espace,  tel  qu'en  rapportant  à  la  directrice  AD  les  mouvemens  de 
rotation  d^un  corps  de  figure  donnée ,  les  constantes.  A^  et  B'  sont  nulles  ; 
il  prouve  de  plus  que  ce  point  est  le  même,  quel  que  soit  celui  des  trois  axes 
principaux  auquel  on  rapporte  les  variables  (p,  ai ,  d. . 

.    3i3.  L'intégrale  f *-^ ^^M,  prise  dans  toute  l'étendue  du  corps, 

représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  ;  si  l'on  substitue  les  va- 
leurs de  ^,  djrj  dzy  et  qu'ensuite  on  effectue  l'intégration  pour  toutes  les 
molécules  du  corps ,  cette  quantité  aura  pour  valeur 

(C— B)  ^  cosG  siq  (aa+a«)i 


Fig.  5 
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et  d'après  les  équations  du  n*  3o9  >  elle  se  réduit  à 

Donc  la  somme  des  forces  viines  est  eoostante ,  lorsquç  les  fprees  accéléra- 
trices sont  nulles. 

Cette  quantité  peut  se  présenter  sous  une  forme  beaucoup  plut  nmple. 
£0  effet,  si  Pou  substitue  les  valeurs cos*  «  cos^  y  =  cos*/?',  cos^p^  sin*  cl 

=  cos»/>",  cos*  y  =  sin* />,  K  = ^^  et  ^ftLemdiH» -on  whBtitiffi  é^^ 

meut  les  valeurs  de  cos  p^  ^^^^/'j  00s  pf\  ent^os  €^  cos  /,  cœ/,  on  troutera 
que  Ja  somme  des  forces  vlv^s  se  réduit  à  cette  expression  très  âmiAe  : 

(B+C)  W*  cos»  €•+- ( A +C)  W*  cos*  «' +  ( A  4- B)  W^^cçp* ^^ 

On  obtiendrait  directement  ce  résuhat  en  eonsidérant  q^e  la  vitesse  !W  au- 
tour de  Taxe  AI  se  décompose  en  trois  vitesses,  W  cos  g,  W  cos  €',  WpQS^^ 
autour  des  axes  AL-^  AM^  AN.   . 


Solution  4u  *cm  pmtàmUerxùiê  iïiou  is  B:=9:iC. 

> 

3i3.  Alors  Taxe  AL,  par  rapport  auquel  .oa  CQUsidère  le  ippuvtixil^JPjt^ 
n'est  point  semblable  aux  deux. autress,  qui  ^wt .«embUblos  «Atr^eux^  ^\» 
équations  géneKalestdeviennfinJt 

(B  — •  A)  ^  sin  ô  cos  8  H- -aBift» -cos 8  s=  o, 

,(BH-A)^-=o, 


On  en  tire  fl  =  const.  3s:>,  ^  s=  jxg^'  **  3?  ^'^  J^XÇ-^^P^.  it>i*il* 

leurs  on  a,  dans  le  même  cas,  a.=  L  et  cotj>^  = — g — 'tang  €j  tî'est-à- 

dire  qu'il  faut  prendre  le  point  D  sur  Tare  LI  k  la  tlistaoce  LD  s=  90^  *"—*>  y 
déterminée  par  l'équation  précédente. 

Donc  le  mouvement  du  corps,  après  avoir  été  imprimé  autour  de 'l'axe 

èr&    AI  dans  le  sens  BC,.ie  continue  ainsi. X'axe  principal  .AL  reste  toujours 

également  incliné  à  la  directrice  AD ,  et  tourne  uniformément  au^nr  de 

cette  directrice  avec  une  vitesse  t-  =      .   jy^    dans  le  sensBC;  pendcmt  ce 

mouvement^  les  autres  parties  du  corps  tooment;  autour  de  l'axe  mobUe/ALi 


L 
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atec  une  f  ilesse  ^  ï=  — v-ir.—  ,  dans  le  sens  SG,  n  on  a  À  > B ,  on  datis 
le  sens  GB^  si  A  <  B. 

É 

î)évèlt>ppèmerU  dèsjùrfnules  générales. 

3i4*  ïttit&tidns  «ui  éqaations  génëiBks  de  Pni.  3o8.  Si  Ton âimine  €^  des 
déni  ptfettftèfftt,  t)n  nwa 

j  — +1 — î^- —  —  cos  (2«  +  3«)  I  dfl  sin  ^—'dcû  cos ê sîn  (:ia>  +  aa)  =0  ; 
équation  qui,  étant  multipliée  par  cos  6,  a  pour  intégrale , 

oos'^  [^ —  —  cos  (a»  -j-  jitt) J  =  4D9nst 


Lorsque  î  ==i>,  <)n'a  »=  o  el^fcs>;  dnm;  si  l\m  làît,  pour  al)r^er , 
'^^^^  — ^SJ^^'  '^  ^  ^^'^ 

Cette  ^uaiioQ  ^bKtdVme  manière  générale  la  ctnrespoBudlaAAe^eiUi^.l^* 
gle  0,  qui  détermine  la  position  de  l'axe  pnncipd  AL  sur  le  méridien  mo- 
bile tïL^  et  l'angle  to ,  qui  détermine  la  position  du  corps  par  rapport  à  l'axe 
Xtj.  tlïàUt  ol)î^ervér  d'ailleurs  que  l'angle  o^  exprime  la  quantité  dontT-an* 
gle  DLM  s'est  accru  pendant  le  teD\ps^;  de  sorte  qu'on  a  en  général  DLM 
s±:l:r^'tt.  Pottr  sfnvoir  a}ud  est  le  ^agne^Ae-tv^dans  ks  premiers  *instans  du 

dRWWiniétit ,  il^Biift  i^pVMdrela^^miene'i^dleiir  4ei^  dcmiée  4anB  iPai»- 
lîfcle  ^  Co ,  laquelle  peut  ?tre  mise  sous  cette  forme 

dm        WcosifC*— B«)  .  . 

Ainsi  les  rpremières  valeurs  de  cù  auront  le  jnéme  .sîgae  «^ue  j[Xi^'^.3*) 
j(«os  ax  -*-  m). 

Les  lieux  autres- éguationsidu  mouvement  sont  en^gaiiérdl 

(3)  flPp«:  KA -^-^, 

iiay  C^— B* 
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3i5.  Il  s'agit  maintenant  d'intégrer,  par  les  moyens  ordinaires ^  les  deux 
dernières  formules  auxquelles  nous  sommes  par?enus  ;  Fëquation  finie  (i) 
servira  en  général  à  exprimer  les  deux  variables  â>  et  8  pair  le  moyen  d'une 
troisième  >[/,  qui  croît  continuellement  avec  le  temps  ;  l'équation  (3)  don-» 
nera  la  relation  entre  ^  et  4  >  ^^  enfin  l'équation  (3)  fera  connaître  la  va-» 
leur  de  ^  en  fonction  de  4  9  ^^  ^I^i  complétera  la  solution  ^u  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  Êiire  attention  à  la  quantité  cons* 

tante  m  =  — ^, ^^ —  ;  car  selon  que  cette  quantité  sera  plus  grande  ou 

plus  petite  que  l'unité ,  le  corps  aura  différens  moùvemens  par  rapport  à 
son  axe  principal' AL.  ^ 

3 16.  Nous  avons  déjà  dit  que  lesmomens  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B+C,A  +  C,  A+B. 
Ces  momens  jouissent ,  comme  on  sait ,  de  la  propriété  de  maximum  ou  de 
minimum,  relativement  à  tous  les  axes  qui  passent  par  le  point  A;  et  comme 
il  n'y  en  a  que  deux  qui  puissent  jouir  de  cette  propriété  d'une  manière 
absolue,  le  troisième,  qui  n'est  m  maximum  ni  minimism ,  sera  relatif  à  un 
axe  qu'on  peut  appeler  Vaxe  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de 

voir  que  la  quantité  — T,  _p^    ■■  >  abstraction  &ile  de  son  signe,  ne  peut 

être  plus  petite  que  l'unité,  que  lorsque  AL  sera  l'axe  moyen.  Alors.  A  sera 
moyen  entre  B  et  C ,  et  le  moment  Brh  C  sera  moyeu  entre  les  moniens 
A+C  etAH-B.  ,      '  ' 

Dans  tout  autre  cas,  la  quantité.,    ^<^ à»  '  '^f  positive  ou  négative  ^  sera 

plu^ grande  que  l'unité,  et  l'axer A>I  s<M^l'ùiih'  dis^^aces;  extrêmes 9  savoir, 
l'axe  du  plus  grand  moment^  si  A''^3a  plus  ^tite^tlciS'  quantités  A,  B, 
G,  et  l'axe  du  plus  petit  moment,  si  A  est  1^  jdIuj  grande.  Au  reste,  on  voit 
que  le  problème  sera  résolu  complètement,  en  considérant  lis  seul  cas  où 
m  est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  AL  étant  un  axe  principal  choisi  à 
volonté,  rien  n'empêche  de  supposei'*  que  AL"  èSt  Paie  moyen.  Cependant, 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  oette  natièris^  el  pour  appliquer  les 
résultats  des  formules  au  mouvement  des  planâtes  qui  ne  paraissent  pas 
tourner  autour  de  leur  axe  moyen,  noi|S  considérerons  aussi  le  cas  où  m 
est  plus  grand  que  l'unité. 

Première  solutiM y  ^Mj*éàani  Féa^^niof^en. 

r 

317.  AL  étant  l'axe  inbyen,  il  fau|,^  ^WSBBf^^^  l'a^pns  déjà  dit,  que  A 
soit  moyen  entre  B  et  C,  et  qu'ainsi  la  quantité  m,  abstraction  faite  de  son 


y 
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mff^f  aoit  pliu  petite  que  l'unité*  Nous  supposerons  de  plus^  ce  [qui  ne 
diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  que  AM  est  l'axe  du  plus 
grand  moment,  c'est-à-dire  qu'on  a  G^B;  ainsi, Tordre  de  grandeur  entre 
les  quantités  A,  B,  G^  données  par  la  %ure  et  la  constitution  du  corps, 
sera  G  >  A  >  B.     , 

Puisqiie  m  est  "<  i ,  l'équation  entre  oi  et  6 ,  savoir , 

«A        (co«2«  — m)co8*v  . 

COS*8  5=^ T— T ^T ^, 

fait  voir  que  00  ne  peut  s'étendre  depuis  o""  jusqu'à  1 80^  ;  car  si  cela  était , 
il  y  aurait  une  valeur  de  »  qui  rendrait  le  dénominateur  cos  (aoi-^att) — m 
nulj.  et  cos  9  infini.  Donc  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscillations  plus 
ou  moins  grandes  autour  de  son  axe  moyen.  En  même  temps  la  valeur  de  9 
sera  comprise  entre  certaines  limites^  de  sorte  que  l'axe  AL  ne  pourra  s'éloi- 
gner que  jusqu'à  un  certain  point  de  la  directrice  AD,  et  son  mouvement, 
par  rapport  à  cette  directrice  ^  sera  une  sorte  de  balancement  ou  de  nuta- 
tion  dont  U  faut  déterminer  la  quantité.  Pour  cela,  nous  distinguerons 
deux  caS|  selon  que  cos  20,  —  m  est  poisitif  ou  négatif. .' 

Premier  cas  :  eos  aa  — *  m  issp\ 

3i8.  Dans  ce  cas,  on  voit  d'abord  que  cos(:iar«(-aa)rr-m  doit  tou- 
jours être  positive;  car  cette  quantité,  qiii  est  positive  lorsque  ^  =  0^  ne 
peut  devenir  négative  sans  passer  par  zéro,  et  alors  cos'O  éèraît  infini. 

On  a  vu  (n®  Soq)  que  l'angle  a  pctut  être  pl|is  petit  ou  plus  grand 
que  go"^,  selon  la  positioD  initiale  de  L'aie  AM.  Supposons  d'abord  a  <  90^^ 
et  soit  pris  un  angle  fi  ^  go%  tel  qu'on  ait  ^ 

co83f«  =s  m  sin*> -f*  <^09  3A  cos*>  r 
cette  valeur  donn^ 

cosaot  f~co8  3fi=?£(co&aa— -m)  sin^y^css/j?  sin^^^: 

ainsi  on  aura  /a>a.  Cela  posé,  l'équation  (r)  domie 

"^     ço8(a*  +  a«)  — I»    """  cos (214» -{"3* )---''>  ^ 

d'où  l'on  voit  que  m  positif  a  pour  limite  +(/x — et),  et  que  c»  n^atif 
a  pour  limite  -—(/«4*0t).  Donc  l'étendue  totale  d'une  oscillation  est  mesurée 
par  l'arcafi<i8o\ 

^319.  U  convient,  pour  b  tàéÊtèdik  ealcul,  de&ire  commencer  le  temps 
T.  I,  48 
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au  milieu  d'unç  oscillatioD ,  ce  qui  revient  à  faire  £(  =  o  dans  nos  fennules. 
Soit  alors  0  =  f ,  et  on  aura  les  équations 

cos*  0  =  ^ ' j     sin'fb  = sin  b . 


COfl  2#  — •  7» 


Le  cas  de  a  =  o  suppose  L  =  o;  d'ailleurs  on  a  A>'B;  aitisi  Pétat  ini- 
Fig.  3.  tial  du  mouvement   est  représenté  par  la  figure  3 ,  o&  Pon  a  L^ï*  =  € , 

^       C  +  A 
tang  DL®  ^:  cot  b  =  p-TTg  *«^Dg^)  ce  qui  donne  DL*>L**l®;  dans  ce  même 

cas,  la  première  valeur  de  ^  (art.  3 14)  étant  positive,  les  premières  valeurs 

de  oà  sont  positives. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  limites  de  (ù  sont  -^/t  et  — /x;  cW  pour- 
quoi nous  ferons 

tang  de  es  tang  ^t  sin >[/, 

4  étant  un  angle  qui  est  nul  lorsque  t=  o,  et  qui  croit  indéfiniment  avec 
le  temps,  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l'équation  précédente  on  dédmt  une  valeur  de  cos3û»|  qui  étant 
substituée  dans*  celle  de  sin*0,  donne 

003  V  —  C  «"n'  %  —  sin*^  )  8in*  '^J/ 

Soit  donc  c^ss «-r — C  =  — l —  tang*/be,  on  aura  1— c*=— ^— ;  ainsi  c 

est  <  I ,  et  on»  aura  . 

On  donne  le  signe  +  au  second  membre,  parce  qu'en  faisant  4=0,  on 
doit  avoir  8  =  f. 

3ao.  Cela, posé,  la  correspondance- entre  les  quantités  a»,  6  et  4 9  pc>^'~ 
dant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  sera  telle  qu'il  suit  : 

4=co*,      ga*,      i8o*,      370%      36cP, 

«  =  o,         /*,  O,      —fi,  o> 

6  =  b,  o,        "^^j  o,  b« 

Dans  la  première  demi^soiUalion ,  le  point  L  parvient  de  L^  en  B  ou  L'  ; 
en  même  temps  Para  LM  panûont  de  k  position  initiale  L^'M,'^  à  la  position 
L'M',  qui  fait  avec  le  méiidiea  Pangle  DBM'ss/^.  DaM  ta^^QODde  deoû-*. 
oscillation,  le  point  L  continue  son  mouvement  de  nutati^n  de  L'  ea  L'y 
où  l'on  a  0  sa  —  ^;  en  même  temps  l^irç- I4M  revient  -de  la  position  L'M'  j 
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dansJaqueUe  il  €»t  le  .plu$  .élcigoié  du  xAéridieii  y  k  la  poskioii  L*M*  >  diri(^ 
dans  le  sens  ^u;  mërfdieii*  Dans  la  U]oisièflAe  demi-oscillation  ^  le  point  L 
revient  de  L*  à  L'  ou  Rf  en.  même  ;temp8  l'arc  LIML  s'écarle  dn  méridien 
dans  le  sens  opposé,  et  parvient  de  la  position  L^M^  à- la  position- L^M' , 
qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DMB^  =  fc.  Enfin ,  dans  hi  ^{iiatriénte  demi-> 
oscillation»  le  point  L  revient  deX'  ou  B  a  L^,  et  Tare  LM  revient  de  la 
position  L'M'  à  la  position  L^M^  De  sorte  qu'au  bout  de  deux  o^cillatipns, 
les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  état  qu'au  commencement  ^u  mou-- 
vement. 

Ces  mouvemeb^  d'osciUatîon  et' de  nutation,  mesurés  par  tes  variables 'cv 
et  8)  sont  d'ailleurs  indépendans  du  mouvement  du  méridien  lui  a  même 
autour  du  point  D,  lêcpelest  mesa^é  paril'angle^/.  - 

3a  I .  Ces  résuï  tats  apposent  a  <  qo*.  $x  l'on  a  a  >  90* ,  soi t  a  =  1 8o* — «', 
on  aura  «'<90*.  Par  cette  su];)stitution9  l'équation  (i)  sera  la  même  que  si 
l'on  changeait  simplement  le  signe  de  coy  et  qu'on  mit  ctf'k  la  place  de  a. 
La  valeur  de  /k  élaM  déterminée- sem^^lablçment,  on  aûca  yi^etf^  et  les 

limites  de  «  deviendront  —  (^0+  fit')>  +  (f*"^*')i  ^®  ^^^'^  V^^  l'étendue 
d'une  oscillation  sera  tpujours  mesurée  par  l'arc  iLfi\  et  si  l'on  fixe  l'époque 
du  mouvement  au  milieu  d'une  oscillation,  cela  revient  à  faire^  dans  la 
formule  primitive,  «'  =  o  ou  a  =  :  80^,  ce  qui  conduira  toujours  aux  mêmes 
résultats  que  nous  avons  trouvés.  En  éïïet,  on  voit  immédiatement  que  la 
valeur  «=  180*  amène  l'axe  AM  sur  le  méridien  DL,  comme  le  fait  la 
valeur  «  =  o,  avec  cette  diderence,  qu'au  lieu  du  point  M,  on  doit 
prendre  l'autre  extrémité  du  même  axe  principal ,  dont  le  moment  a  été 
supposé  A+C. 

Second  cas  :  m  —  cos  aa  =  p^. 
3^2.  Alors  l'équation  (i)  prendra  l'une  ou  Pautre  des  fermes  suivantes  : 

(/»  —  CO8  2«)  C08*y 


COS*fl 


m — COS  (  2«r -f- la*  )  * 


.    »A^_^  m  8in*y  +  006  tla  cos'y  -**  oo»(a# + ^ 

j» —- cos  (  2# + a«  ) 

où  l'on  voit  que  m~*cos(aa>-|-  a«)  doit  toujours  être  positif»   . 
Supposons  d'abord  ct<90%  et  soit  fi  un  angle  <90''>  tel  qu'oq  ait 

cos  2f& = —  m  hin^y  —  cos  2ft  cos*^. , 

on  aura  cos  (180®  —  a/x) —  cos2«  s=  (m  —  cos  2«)  sin*  j<=^;?'  siu*  y  ;  donc 

48.  • 
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f^>9^^  "^*»  Cela  posé,  potir  qne  èia'  0  soit  positif ,  il  fiiiit  que  éo^(  i8o* —  2fi) 
—  cos(3â>  +  aa)  ou  2  sin  (90®  —  ^  -f.  ûif  -f^  et)  sin  (tè  -{-  et  -f-ye  —  ^o*)  soit 
positif.  Donc  ^positif  a  pour  Hmite  +(9o*-|-jtt-^flt)j  et  a» -négatif  a  pour 
limite  — (<x-f-/* — 'Qo*);  d'où  il  suit  que  l'étendue  d'une  oscillation  est 
encore  l'arc  2^4  ^iSo'. 

3^3.  Si  l'on  prend  pour  époque  du  motivement  le  nailieu  d'une  oscillation , 
ce  qui  revient  à  faire  dans  nos  formules,  Àssgd*,'  et  qu'en  même  temps 
on  fasse  6  =  €,  les  formules  deviendront 

•  ^^Bù (i  +  /»)cos'C      ^  ,     ___  i+m  .   ,^ 

cos  tfs=s i — •  •  sm  us=— — -sm"b. 

Fig,  4.  Le  cas  de  «=190^  suppose  L=9o*;  ainsi  l'état  initial  du  miouvemenk  est 

représenté  par  la  JSgùre  4>*oii  l'on  a  L*I*=è,  lang  DL*=cotff=p-^g  ^^g«9 

et  comme  on  a  A  >•  G ,  il  s'ensuit  que  PL*<^  PL^.  Dans  ce  cas,  la  première 

valeur  de  -^  ayant  le  même  sighe  que  co6a«--^m,'  eai  native  ;^  donc  les 

premières  valeurs  dé  û»  sonl  aussi  négatives. 

Puisque  les  limites  de  tû  sont  encore  -— fÂ  et  +/ct,  et  qite  les  premières 
valeurs  de  ai  sont  négatives,  nous  supposerons 

tango»  s=  —  tang/be  sin-^/, 
et  il  en  résultera 

•    ù  sînCcos4^ 

j        ,  .       8În*C— sînV       I— w^ 

en  prenant,  comme  dans  le  prenuer  cas,  c*  = 1 =^;T^tangy«. 

334.  Yoici,  daprès  ces  formules,  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les 
trois  variables  a»,  0,  4  pendant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  au 
bout  desquelles  l'axe  AL  et  la  situation  du  corps,  à  l'yard  de  cet  axe, 
sont  rétablis  comme  ils  étaient  au  commencement  du  mouvement  : 

4=z=o%    9Q%  ,,  i8o%    270%   36o% 
û>=o,  —fi,     o,     /«,     o, 

8=f,    G,   —  C,     o,    €. 

Au  premier  instant ,  l'arc  LM  est  dans  là  situation  L^M"",  qui  £Biit  uii  angle 
droit  avec  le  méridien  DL;  c'est  donc  alors  l'axé -AN  qui  se  trouve  situé 
dans  le  méridien.  Du  reste,  ou  explique,  par  la  figure  4>  la  correspondance 
des  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutatiou,  comme  on  l'a  fait  par  la  fig.  3 
dans  le  premier  cas.  '  ■      * 
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'   Si  Fon  ayait  «>  go%  on  ftvik^ctasx  i8o*— ^  9!,  et  on  parviendrait  abso- 
lament  aux  mêmes  conclusions*^ 

3a5.  Il  résulte  de  l'analyse rprépéden te ,  que  le  mou?ement  d'un  corps, 
considéré  relativement  à  son  ajtie  moyen,  présente  deux  cas  dont  voici  les 
caractères  distinctîfs. 

Premier  cas.  Dans  chaque  oaoillation  il  y  a  un  instant  où  l'axe  moyen 
AL,  Taxe  du  plus  grand  ttomeat  AM,  et  l'axe  de  rotation  instantané  AI  Fîg.  3. 
sont  dans  un  même  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet  instant  est  le  milieu 
d'une  oscillation ,  époque  où  l'axe  moyen  est  dans  sa  plus  petite  ou  sa  plus 
grande  distance  à  l'égard  de  la  directrice  AD.  Les  formules  données  pour 
ce  cas  (art.  3 19),  supposent  que  le  temps  commence  à  une  de  ces  époques 
où  le  point  L  est  le  plus  prés  de  D. 

La  distance  IL  étant  coflnufî  au  premier  instant,  et  désignée  par  s,  on 
trouve  la  distance  DL  =  9o*-r-C,  qui  donne  la  position  de  la  directrice 
AD  par  la  formule 

tang  DL  =  cet  î  =  ^±^  tangÉj 

ainsi  on  a  toujours,  dans  Ce  cas,  DL^IL. 

Connaissant  C,  qui  détermine  la  nutation  de  l'axe  moyen,  on  a  la  quan- 
tité ft,  qui  détermine  l'étendue   des  oscillations   par   la  formule  sin'/A 

s=   "^     sin*  Q.  Cette  quantité  fi  est  toujours  plus  petite  qiie  f ,  et  à  plus 

~—  y— j.  A*     ^^     H* 

forte  raison  plus  petite  que  90**  j  et  puisque =  ———^  il  s'ensuit 

qu'on  a  aussi  sin;*  <  vCc^^irff  )*  ^^^^  ^^  premier  cas,  le  troisième  axe 

principal  AN,  qui  a  le  plus  petit  nou^nent  A  +.B,  ne  peut  jainais  se  trouver    ' 
sur  le  méridien  DL;  car  la  plus  petite  valeur  de  l'angle  DLN  est  90* -~^, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Second  cas.  Si  l'on  change  B  en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  qu'on  a  Fi^.  4. 
dit  du  premier  cas  s'applique  au  second.  C'est  donc  alors  l'axe  du  plus 
petit  moment  AN,  qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation,  se  trouve  dans  un 
même  méridien  avec  l'axe  moyen  AL  et  l'axe  de  rotation  instantané  AI. 
L'axe  du  plus  grand  moment  AM  est  toujours  a  une  distance  du  méri- 
dien DL,  qui  ne  peut  être  moindre  que  90^ -^f«. 

Dans  le  second  cas,  la  distance  DL  se  détermine  par  l'équation 

tang  DL  s=  cot C  =  g^  tangi; 
ainsi  On  a  toujours  DL<IL. 


/ 
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Au  reste  y  ces  deux  cas  se  traiteot  analy tiquement  de  la  même  mani^ , 
puisque  la  permutation  des  lettres  B  et  C  change  m  en  — «iti,  et  qu'ainsi 
les  formules  trouvées  pour  le  premier  cas  ^s'appliquent  également  au  second , 
comme  on  le  verra  ci^après. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  l'on  aurait.i»—-oosa«=î:o. 

Troisième  cas:  cosiitf.— -;!»  =  o. 

3^6.  Alors  l'équation  (i)  donne  û)=:o;  ainsi  le  corps  n'a  aucun  mou- 
vement autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux  autres 
variables  â  et  ^i  il  faut  recourir  aux  équations  (2)  et  (3)  du  n''  3o8,  les- 
quelles donnent 


cos  6  n  —  008  2«i 

d(p  =  Kdt. 

11  en  résulte  d'abord  (pzszKt^  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de  l'axe 
moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

Ensuite  si  l'on  fait r-=  h  o^  aura — 5=  —  iû?f  •  ce  qui  donne; 

/»-<^oosace         '  00s  0  '         *  ' 

en  intégrant^ 

/tang(45«  +  i9)  =  /tang(45^+i>)-i/, 

ou 

tang  {  45*  +  ^  fl)  =  e-'' tang  (  45- +  ^  p.). 

£n  faisant  /^loo,  on  aura  Q  =  go^  ou  0£=: — go®,  selon  que  i  sera  négatif 
ou  positif;  c'est-à-dire  selon  que  «  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  90*. 
Alors  l'axe  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ces  axes  réunis,  continuera 

de  se  faire  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  ^  =  K. 

Et  quoique  cette  réunion  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement  qu'après 
un  temps  infini ,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  croit  ou  décroit  l'expo- 
nentielle 0'*,  permet  de  regarder  oes  axes  comme  sensiblement  réunis  après 
un  temps*  assez  court 

327.  Yoilà  donc  un  nouveau  cas  très  remarquable  où  l'on  peut  déterminer 
exactement  et  d'une  manière  très  simple  le  mouvement  d'un  corps  de  figure 
quelconque  :  c'est  lorsque  la  valeur  initiale  de  l'angle  ILM,  que  nous  avons 

appelée  L ,  est  telle  qu'on  a  cos  ^a  =  m = — c^^n* — *  Cette  valeur,  com* 
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binée  avec  Fëquation  lang  a  =  TjTT;  tang  L,  donne  cos  aL  =  A/r3.B^  '  ^^ 

A«-«B      Cl  I  A 

tang*L=Y;rjg,  g^r-  Ainsi,  pourvu  que  Paxe  de  ratation  primitif  A 

soit  placé  sur  l'arc  LI,  déterminé  par  la  valeur  précédente  de  tang  L,  le  cas 
dont  il  s'agit  aura  lieu  :  l'arc  Ll  pourrait  d'ailleurs  être  situé  de  l'autre  côté 
de  l'arc  LKT,  ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d'une  solu* 
tion  très  simple. 

328.  Ayant  développé  l'équation  (i) ,  qui  contient  la  loi  générale  des  os* 
dilations  du  corps  autour  de  l'axe  moyen ,  et  de  la  nutation  de  cet  axe,  nous 
allons  procéder  à  l'intégration  des  équations  (a)  et  (3)^  qui  feront  connaître 
les  variables  û»  ,  6  et  ^  au  bout  d'un  temps  quelconque  L  II  suffira ,  pour  cet 
objet,  de  considérer  les  formules  de  l'art.  319,  puisqu'elles  renferment  celles 
du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 

tang  cù  =s  tangfc  sin  4^ ,  an* fc  =    "^     sin*  C, 

V^(i  —  c*sm*y)  I— OT        **  '^  cos*^' 

d'où  l'on  déduit 

COS  2(»  — •  m  ^ r-7 — ;:t r-r-7 —  »  "7—.  =       .  %    «  ,    . r ;■  ^  >    • 

I -f- tang*^  sm'y     '  sin â  sin C        i  -f-  tang'^ sm* y 

Substituant  ces  valeurs  dan9  l'équation  (3),  oàil  faut  feire  a=o,  on  aura 

Kdt  =  ""^"*  .  ^!^^  .  ^^   • 

d^ailleurs  K  =     .^*  et  '^"""^  =  -r—r-n  î  donc  si  on  ftit 

Wcosf     A— B 


on  aura 


idt=: 


lang/»  *  A+C  ' 


et  en  intégrant 


i«  =  F(c,4).        ^ 

Ainsi  étant  donnée  une  valeur  quelconque  de  l'angle  4  y  on  pourra  trouver 
la  valeur  correspondante  du  temps  t,  et  réciproquement. 

3^9.  Soit  r  le  temps  d'une  demi-oscillation ,  qui  est  aussi  celui  d'une 
demi-nutation ,  opi  ausa  ir  ss&  Wc^  et  par  conséquent  ce  temp^  pourra  être 
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déterminé  avec  toute  la  précision  qu'on  voudra ,  par  le  moyen  de  la  fonc- 
tion complété  F'c. 

Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figure  sphérique ,  la  quantité  i  sera 
très  petite  et  r  très  grand  3  de  sorte  que  les  mouvémens  d'oscillation  et  de 
nutation  seront  très  lents. 

Soit  ^^^  la  valeur  de  4  c[ui  répond  à  un  temps  quelconque  t' ^  r;  si  l'on 
fait  en  général  tz=:2krdsit\  k  étant  un  entier  quelconque ,  on  aura 

La  constante  r  étant  une  fois  calculée  avec  toute  la  précision  nécessaire^ 
par  la  théorie,  des  fonctions  elliptiques,  on  déterminera  exactement. Fangle 
4  pour  toute  valeur  de  t  multiple  de  r.  On  pourra  même  déterminer  algé- 
briquement cet  angle  pour  une  infinité  d'autres  valeurs  de  t ,  commensura- 

blés  avec  1:4.  Car  oft  sait  que  l'équation  -  F*^  =  F  (c,  4)  est  résoluble  algé- 

i  »  <    .  ■  - 

briquement ,  toutes  les  fois  que  -  est  rationnelle. 

330.  Dans  tous  les  cas ,  on  pioùrra,  par  l'équation  it  =  F  (c,  4)9  déter- 
miner aussi  exactement  qu'an  voiicjra  l'angle  4  ^^  bout  d'un  temps  quel- 
conque,<;  l'angle  4  étantconnu  ^  on  connaîtra  la  distance  90^— -0  de  l'axe 
AL  à  la  directiice  ÂD^^  et  l'angle,  e»;  o^  DLM  q\ii  fixe  la  situation  du  corps 
par  rapporta  l'axe  AL,  au  moyen  des  formules 

tang  c»  =  tang  u  sm  4  9    sm  8  =  trr^ ,  ■  1 1  %  » 

où  il  faudra  se  rappeler,  que  ai  est  toujours  compris  entre  les  limites  ft  et 
— -ft,  de  même  que  6  entre  les  limites -|-  ^  et  —  C 

33 1.  Il  nëreste  plus-  qu'à  dêtei^joiijiér  l'angle  f ,  qui  fera  connaître ,  au 
bout  d'un  temps  quelconcgue. < ,  la  positîosi  du  méridien  DL.  Or  si,  après 
avoir  fait  a  =  o  ,  on  substitue  dans  l'équation  (3)  les  valeurs 

dm tang /M  dj/ 

(cota#— m)  sinl         (i -7iï»)|in?  *  |/(i — c^sin*^)^ 

n  — *  COS  301  =  n  "4-  I  —  — r-r — l ?-T7  » 

i  +  taiig*^iiii*y 

on  aura 

d'où  l'on  tire,  en'intégrant  Qt  observarit  que  ^•;^°)^-pg  =  ^^^^7 

♦ = 5^,  [4^  F  (4)  ^  n^toê>,  4  )]. 
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DaDS  cette  fonnuIe>  n  (  tang* /i ,  «j;)  désigne  la  fonction  '  elliptique  de  troi* 
sième  espèce ,  dont  tang*  /x  est  le  paramètre ,  c  étant  d'ailleurs  le  module 
commun  aux  deux  fonctions  F  et  II. 

33a.  La  valeur  de  ^  correspondante  au  temps  d*ane  demi-oscillation ,  se 
trouvera  en  faisant  «v^  s=  90*  ;  si  l'on  désigne  cette  valeur  par  4> ,  on  aura 

«  -=  .  "°^      ri±i  F-  - n'  (tangV)!. 

La  fonction  complète  II*  (tang*ft)  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  au  moyen  de  la  formule  du 
n*  107  ;  mais  pour  cet  objet,  il  sera  bon  de  donner  une  autre  forme  à  cette 
formule. 

333.  En  suivant  les  dénominalions  de  l'article  cité,  soit  A  un  angle  tel 

-        oot  8  .  j  .     ^  cof  •      .         ^        c  aîn  4 

que  tang  As= ,  ce  qm donne  **'ï^=77rT^^*^*'^î=T7r7Nj  on  aura, 

par  les  propriétés  connues , 

F(A,fl)  4-  F(A,A)  =  F*&, 

E  [b,  8)  -f  E  (^  A  =  E'&  H-  ^  sine  sioA. 

Au  moyen  de  ces  équations ,  on  éliminera  F  (i^,  6)  et  £  (&,  0)  de  la  valeur 
de  n^  (il,  c)  j  puis  réduisant  d'après  l'équation  des  fonctions  complément 
taires ,  on  aura  la  formule 

isi^  "•  ("' ^)  =  ^'5  E^T^V;  +  E  (*,  A)  -  F(*,  A)]  +  EVF  (*,  A)  „ 


dans  laquelle  n  =  cot*  6. 

334*  Potur  appliquer  cette  formule  an  cas  proposé,  il  faudra  faire... 

fl=iîr  — /*^  J=  ^,ceqm  donnera  taiigX=îîl^«y/(l~£) 


•m 


_—  n*  (tanfi*/t)  :sz  F*c  (sin  f  cot  M  —  b^  cos  u  sin  A) 

-  Pc  [F(4,  A)- E(A,  A)] +  E'cF  (4,  A). 
J'observe  maintenant  que  la  quantité  sin  C  col  fjL  —  b^  cosf«  sin  A  se  réduit 
d'abordàî^(i— 4*sin*A)  =  ^  (cos» A  -+•  <ï*sin*  A);  et  parce  que 

c'  =  tang'  /i  cot'  A,  elle  se  réduit  ultérieurement  à   .^^     .•,......' 

C*  — A*     tang  M     j  ^ 

Œjr^-j^  .  ■  .r\  donc  enfin  on  aura 

T.  1.  4g 
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Par  cette  formule,  on  peut  déterminer  hufcsi  e:ractement  qu'on  vouilra  l'an* 
gle  4^  que  dëcrit  l'axie  moyen  autour  dç  la  directrice 'AD  ^  pendant  la  durée 
r  d'une  demî^oscillatîbn.  .  :  '* 

335.  Cela  posé«  pour  avoir  la  valeur  de  (p  au  bout  d'un  temps  quelconque 
/,  on  fera,  comme  ci-dessus ,  i  =  a^r  db i?.  On- chercîiéfa  ,  par  ce  qui  a 
été  déjà  dit ,  l'angle  •>[/' ,  qui  répond  au  temps  t'  ^r-,  puis  calculant  par 
la  formule  générale  la  valeur  de  f  qui  correspond  à  l'aagle  4^  ^^  appelant 
cette  valeur  ^',  on  aura  généralement 

Ainsi,  au  moyen  de  la  seule  constante  4)  une  fois  calculée  avec  toute  la 
précisioa  nécessaire,  on  connaîtra  exaôtementip  pour  toute  valeof  de  tmiit* 
tiple  de  T  :  on  pourra  encore  déterminer  <p  algébriquement,  et  par  le  moyei) 
des  arcs  de  cercle,  si  t  est  commensurable  avec  r;  dans  tout  autre  cas,  on 
déterminera  (p  par  les  formules  d'approximation  '  connues  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Développement  du  cas  particulier  ou  F  on  a  m  =  — *  i . 

336.  Quoique  ce  cas  suppose  C  =  A,  et  retombe  ainsi,  à  la  notation 
près,  datis  celui  qui  a\ été  ti*aité'n*  Si  3,  cependant  4e  nouveau  point  de 

^   vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement^  et  les  int^ales  exactes 
^que  nous  obtiendrons,  ne  peuvent  que  répandre  uti  nouveau  jour  sur  cette 

matière^  '       ' 

•  « 

Soit  donc  nrsâ:— -  r  ou  G=:  A,  on 'aura  )Et=^,  <hA^^==  T^i^^^^' 
c=  o,  «=  T-Tn  WsiuÉ,  et  les  variables  a,  fl,  ^  seront  données^ par  tefr 


A+B 
équations 


^  '  O  ^  COS/M  ' 

H  "4"  I       I 


tang  (»  =  tang/EA  sin^*, 
sin  &  =::  sin  (A  cos  4^     cos  0  ces  ûù  z=z  cos  fc. 

Voici,  d'après  ces  équations,  comment  on  déterminera  la  position  du  corps 
au  bout  du  temps  t. 

On  connaît  d'abord  Parc  4  par  la  valeur  ^^=^ity  et  l'arc  Ç"  par  Téqua- 


N 
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""'  tion  tang-^K — 2^ ,  oil  il  faut  obsenreri^oe  £—•<)'  est  toujoOTS  moindre 


JitC. 


F'- 


('■ 


C08/« 

que  90**.  Par  ces  de^x  arcs  oir  a  Ijat  ^leur  de  ^  y  qui  détermine  la  posiiioii 
da  méridien  DL.  Ott  a  ensuite  les  angles  6  et  o»  par  les  équations  sind  =s 
sin/i  cos^sp,  tang(v=:tang)Etsin4>  la  première  fait  connaître  la  distance 
DL=9o'*-—  6,  et  la  seconde  donne,  avec  le  signe  convenable,  l'angle  DLM 
qui  détermine  la  position  dé  l'axe  AM^  et  par  conséquent  celle  de  tout  le 
corps  par  rapport  à  1  aie  AL. 

337.  Cette  solution  doit  revenir  au  même  que  celle  qu'on  déduirait  du 
n^  3i3;  mai3Xomixi/Qk elles  graissent  très  djflférentç^  au.  premier  o^oup  d'oeil, 
il  sera  bon  d'en  démontrer  l'identité. 

Soit  BL^PDM*  le  méridien  primitif  où  se  trouvaient,  lorsque  fs=o,  les 
axes  AL,  AM,  et  l'axe  de  rotation  Al  aux  points  marqués  L*,  M*,  et  !•:  ^•^*  ^' 
Supposons  qu'au  bout  du  temps  t,  les  axes  AL,  AM  forment,  avec  la  direc- 
trice AD,  le  triangle  sphérique  DLM;  la  position  des  points  L  et  M  sera 
déterminée  par  ce  qtd  précède,  au  nloyen  dès  élémens  BXas:^,  XLa=:&, 

DLM=:û»^LM=:90^  - 

Dans  le  triangle  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  90^;  on^  a  cos  DM=: 
cosDlMsinDL=:coso»co9ifi  =  coSjLi;  donc  DM=jU.  Donc  l'axe  principal 
AM  (celui  qui  n'est  point  semblable  aux  deui;;  autres)  est^  toujours,  égale- 
ment incliné  à  la  directrice  AD. 

Le  même  triant^le  donne  sin  MDL  =  — .    ^^  =  -r— "•   mais  les  formules 


tangâr=:sin4  tangyte,   tang^  =  cosfc  tang Ç  donnent  sin^ :2=  -r-<*  ;    donc 

l'angle  ^  est  égal  à  l'angle  MDL ,  ou  à  son  supplément  MDx.  Or,  lorsque 
t:=zOy  le  point  M  étant  en  M%  c'est  le  supplément  MD.r  qui  devient  zéro;. 
donc  on  a  en  général  (^  =  MDx. 

II  suÂt  de  là  que  l'angl^  MDM*,  parcouru  par  l'axf  ÀM  autour  du  p^le  D 
dans  le  temps  ^,es^'4*C^  ^^  sorte  qu'on  aura 


MDM'^sc ^  +C=  I — 5  •  -^  =  rxn  • 

^        ^        A — B    oof^       A  +  B       008^ 

Donc  l'axe  AM  se  meut  uniformément  autour  dii  point  D  avec  la  vitesse 
-,  .        aA       "W  situ      ^  2A  -  /»      . 

angulaire  ^  »  p  * ;  et  parce  que  Vïr5===^ot^cot  i= col /licoti,  cette 

--   .  ^  .    ,        .  Wcosi 

Vitesse  peut  aussi  s  exprimer  par  — : . 

Enfin ,  le  même  triangle  DML  doùne  encore  sin  DML=  sin  DL  sin  MDL  = 

49.* 
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cosfisio^ss — ^,  2î^=s-^25^  =  sin4;  et  puisque  PaDcle  DML  est  zéro 

en.  même  temps  que  4  »  on  a  DML  ss  4*  Donc  le  .cprps  tourne  uniforme-' 
ment  autour  de  l'axe  mobile  AM,  dans  le  sens  CB,  avec  pùe  vitesse  angu- 
laire-j.=  j^  W  sin  €• 

Ces  mouvemens  sont  précisément  ceux  que  nous  avons  indiqués  il*  3i3, 
pourvu  qu'on  échange  entre  elles  les  lettres  A  et  B,  afin  que  la  supposition 
actuelle  C=A  revienne  à  celle  du  n^  3i3,  CsB.  ^ 

jipplicaiion  des  formules  au  second  cas  du  problème  y  art.  3^5. 

•»  •  •    - 

338.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  cdui  où  l'axe 
àù  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque  oscillation ,  dans 
le  même  plan  avec  l'axe  moyen  AL  et  la  directrice  AD.  Venons  mainte^- 
nant  au  second  cas,  où  l'axe  du  plus  petit  moment  AN  est  celui  qui  se 
trouve  périodiquement  dans  le  même  méridien  que  l'axe  moyen  AL,  tandis 
que  l'axe  du  plus  grand  moment  reste  toujours  éloigné -de  ce  méridien  à 
une  distance  qui  n'est  jamais  moindre. que  90* — fju. 

Il  suffit,  pour  la  solution  de  ce  second  cas,  d'éobanger  entre  elles  les  lettres 

B  et  C;  et  comme  on  suppose  constamment  m  =  — T^ ^, — ,  afin  de  con" 

^^       * 

server  l'ordre  de  grandeur  C^  A^B,  il  fiiudra  en  même  temps  changer  le 
signe  de  m.  Par  l'effet  de  cette  permutation ,  la  constante  i  deviendrait  né- 
gative; ainsi  il  convient  de  changer  le  signe  de  «4/,  ce  qui  change  en  même 
temps  le  signe  de  a»,  comme  l'exige  la  nature  de  la  question  (art.  323).  Cela 
posé,  voici  les  formules  par  lesquelles  on  déterminera  la  situation  du  corps  elf 
les  vitesses  de  ses  diffiérens  mouvemens  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

339.  Connaissant  €  par  l'équation  cot^=  g^TT*  tangc,  on  trouvera  Tan* 

gle  fc < 90*  par  la  formule  sin'/x  = ^  sin'  € ^  Fï^gï  ton'C  Faisant 

ensuite 

. Wcosi    C— A 

*~"  tang/»  •  A+B» 
on  aura  l'équation 

i>=:F(c,4), 

qui  servira  à  déterminer  t  par  >|/,  ou  réciproquement  %[^  par  t.  Soit  t  le 

I  ' 
temps  d'une  demi-oscillation ,  on  aura  r  ss  t  V^e. 
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Connaissant  r  avec  toute  l'exactitude  nécessaire ,  on  pourra  supposer  qu'un 

temps  quelconque  ty  aussi  grand^u'on  voudra,  soit  représenté  par  la  for* 

mule 

t=i2krdbtfy 

h  étant  un  entier,  et  i  un  temps  <,  r.  Soit  >|/'  la  valeur  de  4  qui  répond 
au  temps  i ^  en  sorte  qu'on  ^it  iV=sF(c,  >|/')  on  aura  en  général, 

4  étant  connu ,  on  déterminera  la  distance  gcf  ~*  6  de  l'axe  moyen  AL 
i  la  directrice,  et  l'angle  au  que  &it  l'arc  LN  avec  le  méridien  IUL^  par  les 
formules  suivantes  : 

où  l'on  a  c*  =  --r—  tang*ft.  Ces  formules  détermineront  toujours  0  et  ç» 

sans  ambiguïté,  parce  qu'on  sait  que  0  est  compris  entre  les  limites -f-f 
et  —  C,  de  même  que  (ê  entre^les  limites  -f-jte  et  — jtt;  d'ailleurs  il  faut  se 
rappeler  que  t»  négatif  suppose,  comme  dans  la  figure  2,  l'angle  DLN  formé 
du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se  porte  l'axe  AL  par  son  mouvement 
autour  du  point  D,  et  que  (â  positif  suppose  l'angle  DLN  formé  de  l'autre 
côté  de  DL. 

340.  Il  ne  reste  plus  qu'i  déterminer  la  position  du  méridien  DL,  ce 
qui  se  fera  par  l'arc  BX=^,  dont  la  valeur  est 

,,     .  B  +  C  +  aÂ        ^  »— I        B+A 

en  supposant  toujours  i»s=  — qZTb — '    ^*  ■  s=  c^^' 

Si  Ton  appelle  4  la  valeur  de  ^  correspondante  &  «4/=  90*,  ou  au  temps 
d'une  demi-oscillation,  on  aura  - 

et  en  prenant  un  angle  auxiliaire  A  d'après  l'équation  tang  A  s=  \/(^-^\ 

on  aura 

^  — r(A  +  C)(A+B)^      »îpC  >x1r.. 

Soit,  comme  ci«des8us,  £ = aAr  db <^,  on  aura  ^=:aJH>dbf%  9'  étant  la 
valeur  de  ^  qui  correspond  au  temps  fy  ou  à  l'angle  -^z'  déjà  déterminé. 
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Formules  particulières  pour  la  cas  où  taxe  de  rotation  primitif  est  très 

près  de  Vaxe  du  plus  grand  moment  AM. 

■ 

34 ï.  Alors  il  faudra  supposer  «"ss^tt  — cT,  cT  étant  une  quantité  très 
petite  9  dont  ^  pcmrra  négliger  les  puî^ances' supérieures  au  second  ordre. 
Appliquant  doâd  les  formules  du  prenHér  eas ,  on  aura  d'abord  ks  yaléurs 
suivantes:  -       . 

d'où  il  suit  que  la  nutation  de  l'axe  AL,  et  les  oscillations  du.  eorpa  autour, 
de  cet  axe,  seront  très  petites  de  l'ordre  cT. 
On  aura  ensuite 

.^A— B    Wsin/-_.^y     //A~B     C--B\     /  CÇC^-A)  ,\ 

'  —  A+C  •  1^^  —  ^^  V  VÂhPb  •  C+b;  •  V  '~(C  +  B^(A  +  B)'*  h 

et  réquation  *'^=F,(c,^«4/)=5t!>|l(i  4-^c*)— Jc*sina4  donnera  récipro- 
quement 

4  =  (1— •  J c^)  «^+  y c*  sin  ait. 

On  en  tire  le  temps  d'une  demiroscillation 


'JT 


et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  précision  des  quantités  du  second 
ordre,  on  nnra  en  général 

L'angle  4  étant  ConOu  pour  un  temps  (jneksonque,  on  aura  les  valeurs  de  m 
et  %y  savoir  : 

ûi  =  /xsin4     et    6  =  £cos4* 

343.  Enfin  la  valeur  de  ^ ,  au  }K)ut  du  temps  I,  sera  donnée  par  la  formule 

o&  Pon  pdurra  substituer  la  valeur  4  =  <^ 

Soit  4)  l'angle  décrit  par  l'axe  AL  autour  de  la  directrice,  pendant  le 
temps  T  d'une  demi-os^illatiinx,  on  aura 


ob,  tXk  substituant  îa  valeur  ;4/  =  ^r^«rW, 
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*  =  WT(i-.i<fH.iej^)=WT(i-i/-.^). 

Ainsi  Faxe  AL  tourné  autour  de  la  directrice  AD  avec  une  vitesse  très  peu 
différente  de  la  vitesse  angulaire  initiale  Wi  Cela  s'explique  en  observant 
que  l'aie  de  rotation  primitif  AI  est  très  rapproché  de  la  directrice  AD , 

puisque  la  distance  DIsscT  — f  =  TZTc^i  quantité  qui  sera  très  petite, 

même  par  rapport  à  «j^ ,  si  l'on  suppose  le  corps  peu  éloigné  de  la  figure 
sphérique,  ou  A  — B  très  petit  par  rapport  à  A4" G. 

Au  reste  ^  on  voit  que  dans  le  même  cas^  le  temps  d'une  pscillalion  re- 
présenté par  ar  est  très  gra&d^  puisqu'en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre 
J^*,  on  a 

^^  —  w  V  Ur^B  •  e:=By- 

Ayant  détenniné  la  constante  #  avec^toutelaprécision^^âtoi^saire^  on  pourra 
mettre  la  valeur  générale  de  ^  sous  cette  forme , 

^  =  -ft-^2Cusin— . 

Ainsi  l'on  voit  qu'il  ne  s'en  faut  que  d'une  très  petite  quantité  ^  C/t  sin~, 
que  le  mouvement  de  l'a^ie  AL  autour  de  la  directrice  ne  soit  unifprme. 
Lorsque  t  sera  un  multiple  de  r,  on  aura  exactement  f  =^  -  4. 

Cas  où  le  mouvement  est  le  plus  compliqué. 

343.  La  valeur  de  c*  étant  exprimée  directement  par  l'angle  donné  c, 

on  a 

I  ,   C  — B     C  +  A^       . 

?=^^  +  cTB-c  =  a'^°8^^- 

De  là  on  voit  que  c  est  d'autant  plus  près  de  l'unité,  que  l'axe  de  rotation, 
initial  est  plus  près  de  l'axe  moyen ,  cas  où  Isr  distance  €  est  très  petite  sans 
être  nulle.  Gomme  on  a  d*àilleurs(  G  >^  A  >^  B,  il  en  résulte  (G  —  B) 
(C  -f-  A)  >  (G  -f-  B)  (G  —  A)  ;  ainsi ,  dans  aucun  autre  cas ,  on  ne  peut 
avoir  c  très  peu  différent  de  l'unité.  T)atis  ce  cafs  donc  la  nutation  de  l'axe 
moyen  est  de  près  de  180^,  et  lès  oscillations  autour  de  cet  axe  sont  le^ 
plus  grandes  qu'il  est  possible.  Ainsi  le  mouvement  du  coï'ps  sera  d'autant 
plus  irrégulier,  que  l'axe  de  rotation  initial  sera  plus  près  de  l'axe  moyen. 
Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'aie  de  rotation  initial  est  fort  près  'de 
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l'un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a  déjà  vu,  dans  les  art.  34i  6134^^ 
et  on  démontrera  plus  en  détail  dans  la  suite,  qu'alors  le  mouyemeut  du 
corps  est  presque  uniforme,  et  que  l'axe  de  rotation  ne  varie  que  très  peu. 
11  y  a  cependant  un  cas  (u®  337)  où  l'axe  moyen  s'approche  continuel- 
lement de  la  directrice ,  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  au  bout  d'un 
temps  assez  court  ^  de  sorte  qu'après  la  réunion  de  ces  deux  axes^  le  mou- 
vement devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté,  et  celui  où  l'axe  de  rotation 
initial  serait  précisément  l'axe  moyen ,  un  corps  ne  peut  tourner  d'une 
manière  sensiblement  uniforme  autour  de  son  axe  moyen;  Si  donc  un  corps 
parait  avoir  un  mouvement  presque  uniforme  autour  d'un  axe  sensiblement 
fixe,  cet  axe  ne  peut  être  son  axe  moyen.  Les  planètes,  les  comètes,  et  en 
général  tous  les  corps  sujets  à  quelque  variation,  ne  tourneront  jamais  uni- 
formément autour  de  leur  axe  moyen.  « 

Seconde  solution  ,  AL  étant  Vaxe  tlu  plus  giymd  moment. 

344-  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité ,  par  les 
formules  précédentes ,  qui  supposent  m  *<  i ,  il  ne  sera  cependant  pas  inu- 
tile d'examiner  aussi  le  cas  de  m  ^  1  :  les  formules  qu'on  trouvera  dans 
ce  cas  seront  plus  immédiatement  applicables  au  mouvement  de  rotation 
des  planètes.  Mais  pour  ne.pais  entrer  dans  des  détails  superflus,  nous  sup- 
poserons qu'on  a  C  ^  B  ^  A  ;  alors  l'axe  AL  aura  le  phis  grand  moment 
d'inertie  B  4-  C  ;  l'axe  AM ,  dont  le  moment  d'inertie  est  A  -{-  G ,  sera  l'axe 
moyen ,  et  Taxe  AN  aura  le  plus  petit  moment  A  <4*  B.  Dans  cette  suppo- 

sition ,  la  quantité  m  =     ^^_^, —  sera  toujours  positive  et  plus  grande 

que  l'unité.  Cela  posé ,  Féquation  (i)  donne 


sin'O 


m  8in*y  -f*  cos 2«  cos*  y  —  cos  (  a«  +  %m) 


et  elle  offre  trois  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  m  sin'  y  •+•  cos  2it  cos*  >  <  f . 

34^«  Comme,  le  dénominateur  m  -*—  cos  (  2âi  4*  20)  est  toujours  p5>sitif , 
il  Ëiut  que  le  numérateur  soit  positif  atissi ,  ce  qui  exige  que  o^  ne  $'étende 
pas  de  o^  à  180*.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscil- 
lations autour  de  son  axe  principal  AL. 

Pour  ai  déterminer  l'étendue,  on  prendra  un  angle  /a ^  90%  td  qo^on 


'^ 
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ait 

cos  a/i  s:  —  m  ûn*7  — -  C08  3a  cas*  7^  ; 

cette  valeur  donne  cos (180*  —  2ft)  -->  cos  2ct  =:  (m  — -  1  )  ûn'^,  quantité 
positive;  donc  /x>  go^—- et.  Maintenant  pour  qae  8in*6  soit  positif,  il  faut 

que  cos3f&<4*cos(3â)-|-2et)  on  2Cos(€»-^et-h/^)cos  (o»-^  a-~/^)  ^oît 
négatif;,  donc  ai  positif  a  pour  linoite  +(go*— *« +  fi),  et  œ  négatif  a 
pour  lioiite  —  (  a -4* /^  —  90^);  Tétendue  de  chaque  oscillation  est  donc 
Tare*  2ft<  i8o*. 

On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement ,  le  milieu  d'une  oscilla- 
tion, ce  qui  revient  k  faire  et =90*.  Soit  alors  6=^  ou  7  =  f  ,et  on  aura 

les  équations 

%o       (m  +  i)co«*C      .  i-fm   •   .^ 

cos^Sss^ — -^— ^ ,  nn'u  =  — ^^— -  sm* b. 

Ce  cas  suppose,  comme  on  voit,  sin  6  <  \/Ç  ■  •)  <  i/f  ^  3  a*/  3  ®* 
puisqu^au  commencement  du  mouvement  on  a  a  s=:  90*  ss  L,  cot  f  s= 
g^g  tangs,  il  faut  qu'on  ait  aussi  tang«  >  t/(  gÇr-  *  c— b)  *  ^'^  ^ 

symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  réquation  précédente  on  déduit 

et  réciproquement, 

.   -  m  +  i     sin*?  —  «B^â 

sm'û»= • TTT . 

a  co8*6 

SoitsinB;ssin^cos4^  ?t  c^ss  — ^^  tang^Çssi  — — ^gr',  on  aura 

rin/>  sin>)/  ^^^  coiC  |/(i—  c*sm*4) 

1/(1  — sin*Ccos*+)'     *^^*^—    i/(i— •in*CcM»>|.)  • 

On  a  mis  le  signe  — ->  à  sin  â#,  parce  qu'en  faisant  tsso  et  tfssso,  la  première 

valeur  de  ^  (n^  3i4)  est  négative. 

D'après  ces  formules,  la  correspondance  entre  oi,  6  et  4  ^^^^  ^^^  quatre" 
premières  demi-oscillations,  est  telle  qu'on  le  voit  ici  : 

%|/  =  o%        9g%         180%        370*,        36o% 
6  =  f ,  o,      •—  C,  o,  C, 

û»so,    — /u,  o,      +fx,  o. 


8mo»  =  *-r77 ^^/. — n\j    cosa^ 


346.  Maintenant,  si  dans  l'équation  (3}  du  u*  314)  on  (ait  «  =  90%  et 
T.  I.  5o 


t 
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dm       .    , 

qu'on  substitue  la  valeur  de  -r-j  iirée  des  fonaoks  précédentes,  on  aura 

_  «  _ 

D'ailleuw  on  a  K  s=  -^j^g^,  cotC  =  ^^  tang*,  et  — j-^=.---j  donc 
si  l'on  foit 

on  aura 

et  en  intégrant, 

«Soit  r  le  temps  d'uqe  demi^oscillation  ou  celui  d'une  demi-nutation^  oa 

aura  t=:  rF'c;  en  général,  si  Ton  £siit  £=aA:r  zbt',  k  étant  un  entier, 

et  t'  <T,  on  aura 

4  =  3A:,  ^^rfc4S 

4'  étant  déterminé  par  l'équation  jV=sF  (c,  4')- 

Si  ~  n'excède  pas  ^,  on  aura  d'une  manière  suffisamment  approchée , 

ciV  =rteg  tang  (45*  +  ^04'), 

ce  qui  servira  à  déterminer  fort  simplenoeat  4'  P^^  ^^  moyen  de  ^,  et  réci- 
proquement. 

On  pourra  donc  connaître»  par  œs  formules,  aus^  exactement  qu'on  vou- 
dra, l'angle 4  qui  répond  à  un  temps  t  quelconque,  et  on  voit  que  cet  angle 
augmente  proportionnellement  au  temps ,  toute»  les  fois  que  /  est  un  taxùr 
tiple  de  r. 

L'angle  4  étant  connu,  00  connattra,  par  les  formules  précédentes,  les 
quantités  û»  et  6  qui  déterminent  la  position  de  l'axe  principal  AL  par  rap- 
port à  la  directrice  AD,  et  celle  du  corps  par  rapporta  son  axe  principal. 

•^  *  347.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  ^ ,  qm  fixe  k  poAtion 
du  méridien  DL  dans  l'espace.  On  a  pour  cet  effet  l'équatioB  (3),  si 

qui  devient 
jft_    «Pj»     /A4-B  d^ çR^ ^\ 
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«t  dont  l'hi^grale  est 

Sok  4  la  valeur  de  (p  lorsque  4  =s  90^9  on  aura 


Pour  avoir  la  valedr  de  FI*  (tang'^,  c),  on  observera  que  €•== Uug'C; 

ainsi  en  procédant  comme  dans  l'art-  333,  et  faisant 

on  aura 

.T^n-(Ung-C,  «)=K^+E(».A)]r.c  - 

On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  de  *.  Faisant 
ensuite  <=  aAr £b: Z^,  ou  4  =  ^k.^Ttdb 4',  on  aura 

(p'  étant  kl  valeur  de  ^  correspondante  à  4'* 

Second  cas  :  m  sin^y  -f-  cos  2a  cos^y  >  1. 

348.  Dans  ce  cas  on  voit  par  Féquation  (i),  que  €â  n'a  plus  de  limites 
et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dans  le  même  sens  autour  de  son 
axe  principal  AL.  Si  l'on  prend  pour  époque  du  mouvement  l'instant 
d'une  révolution  où  V^n  a  «  =  90^  et  8  =  Ç,  l'équation  (1)  donnera 


cos*fl 


(m+  1)  cos*C 


m-H  0082# 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  fiaco;  c'est-4-^re  que  Faxe  AL  qui  fait,  au  com- 
mencement du  mouvement,  un  ang)e  aigu  ^O'*-— ^  avecia  directrice  AD 
ne  pourra  jamais  faire  un  angle  drok  avec  cette  directrice.  Soit  Ç'  la  plus 
petite  valeur  de  fl,  cette  valeur  aura  lieu  lorsque  cossây  î=  —  i  ;  ainsi  on  aura 

cos-e'=^?^±îcos-C. 

m  —  I 

349-  Ayant  fait  a  =  90%  lesfiAnHlles  de  l'état  initial  du  mouvement  don- 
aeut  ootb  =  g—  tang  €,  et  par  conséquent  DL^  <  PL%  cet  élat  est  repré- 

É 

5o.. 


396      .  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

^'S-  4*  senlépar  la  fig.  4 9  où  Ton  voit  qu'à  cause  de  et  =:s  90%  il  faut  qu'où,  ait  aussi 
L =90'',  et  qu'ainsi  Taxe  AN  du  plus  petit  moment  se  trouve  en  N*  sur  le  pre- 
mier méridien  DL^.  On  voit  en  même  teoips,  par  la  formule  du  n*  314»  que  la 

première  valeur  de  ^  est  négative,  et  qu'ainsi  (0  est  toujours  négatif;  c'est- 
à-dire  que  pendant  que  l'axe  AL  tourne  autour  du  pointD  dans  le  sens  BG,le 
corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l'axe  AL  dans  le  sens  opposé  CB. 

D'après  cette  observation,  soit  tang6)—  Atang'4/,  h  étant  une  constante 
que  nous  déterminerons  de  manière  à  simplifier  les  formules;  en  Cûsant 
cette  substitution  on  aura 

""  (i»  +  i)co8*^  +  (''*—')'**»î>**4'* 

C     •■.!.•  TO-f»I  t  ces  C 

^oit  /i-=: ,  ou  «=: — y,  on  aura 

—  1'  cosC  ' 


77» 


cos*fl  =  c6s*ff  cos*4  "H  cos^Ç'  sin*4î 
et  si  l'on  fait  c^ss^A*—  i)cot*ff  ±= — — -^  cot*C=5  !  —  -?-.■>•  on 4iura aussi 

sin*  9  =  sin'  ^  (  i  —  c'  sin'  %[#  ). 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  û»  et  de  0  en  fonctions  de  >|/  ;  sur 
quoi  il  faut  observer  que  6  est  toujours  compris  entre  les  limites  Cet  f , 
mais  que  o»  négatif  croit  continuellement  avec  4  9  ^^  sorte  que  la  différence 

4  +  » ,  déterminée  par  l'équation  tang  (4  +  «)  =  —  j^^.^  Z[h^y] co%:^^ 
est  toujours  plus  petite  que  90*. 

35o.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  l'équation  (a)  la  valeur  de  »  tirée 

de  l'équation  tang  û»  =  — -  A  tang  4  j  ^^  ^^Ue  de  sin  0  en  fonction  de  4^ ,  ce 

qui  donnera 

g  ^^ (n— m)  h  d^ 

Or  on  a  Iv  =  — ï-;?-»  et  — \ —  =5  ^     .  ;  soit  donc 

i  =  Wc0S<.^y/g~i)=:WC08«y/(§=|.|=D, 

et  on  aura  en  intégrant , 

,«  =  F(c,4). 

Si  l'on  &it  4  =^==  90*9  ^  ^^  le  tcfmps  .d'une  nulation  dans  laquelle  0  passe 


SECTION  I.  »  397 

de  la  valeur  f  à  la  valear  Ç^  ou  réciproquement  ;  soit  r  ce  temps ,  on  aura 


T  =  i  F'c. 

V 


Lorsqu'il  y  aura  peu  de  diffi^rence  entre  les  quantités  G,  B^  A,  ce  qui  a. lieu 
lorsque  le  corps  est  composé  de  couches  peu  éloignées  de  la  figure  sphéri- 
que^  la  quantité  i  sera  très  petite ,  et  le  temps  d'une  nutation  sera  fort  grand  ; 
c'est-à-dire  que  le  mouvement  de  nutation  sera  très  lent. 

» 

Si  •  est  un  nombre  entier ,  ou  aura  exactement  4  ==  7  ^«  "*  »  ^^  P^^  consé- 
quent, û»s=s-^4^=***ft'''^*~*  0^  ^^î^  P^i"  conséquent  que  le  mouvement 

-particulier  du  corps  autour  de  son  axe  AL ,  dans  le  cas  dont  nous  venons 
de  parler  y  sera  très  lent,  puisqu'il  ne  décrit  90^  que  dans  le  temps  r^  qui 
est  celui  d'une  nutation  ;  mais,<^  mouvement  s'exécute  toujours  dans  le 
même  sens ,  c'est-à-dire  en  sens  contraire  au  mouvement  de  l'axe  AL  autour 
du  point  D. 

35 1.  Il  ne  nous  reste*  plus  qu'à  .déterminer  ce  dernier  mouvement  mesuré 
par  l'angle  9  ;  or  on  a 

dm  dm  hd^  (l  —  c*  sîn'  4) *  ' 

sin  I  '       sine  (  cod^4'  +^**  *ia*  4^)  sinC  ' 


d^zszKdt 


donc 


d^ 


~  A+B       h  d^ h^    <AKi— c^sinH)"^ 


et  en  intégrant,  ... 

^ «  ^^C  [ê^  P  (^'  4)  +  n  (c-  tang.  C,  c,  4)]. 
Sent  4  la  valeur  de  ^  lorsque  4  <=^  90*  >  on  aura 


Mab  par  la  formule  du  n*  333 ,  on  trouve 

D'ailleurs  la  quantité  -r^^ — % .  jr-'-r  4-       •  ?*  se  rëduii  à 

^  sinC  cos?    C  —  A    '        smC 

co8Ccot(€-f'«— ^w);  donc 
«ssIcosC»  cot  (f -f-«  — Î9r)-|.E  (*,egF*c^F(A,^).  (F'<?  — E'c). 


JpS  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

35^.  Si  -  est  un  entier,  on  aura  ^  =  -  A  ;  on  a  en  même  temps 

^j/  =  ^  ^  •  -  ;  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement  au  bout 
d'un  temps  quelconque  ty  multiple  du  temps  r  d'aune  nutdftîon  ;  on  pourra 

déterminer  exactement  cette  même  situation  lorsque  -sera  rationnelle ,  par 

les  propriétés  connues  des  fonctions  elliptiques. 

En  général,  soit  t  =  2kr  db  t'j  k  étant  un  entier,  et  l'  ^  I,  oa  aura 
%P  =ac  2A:  •  jTT  db  ->{/' ,  et  (^  =  sAr.O  ±  (p' ,  4"'  étant  la  même  fonction  de  t! 
que  «^  «st  de^,  et  p'  la  même  fonction  de  ^p'  que  ^^e^  de-4^. 

Au  restai  si  -  est  une  fraction  plus  petite  que  ^^  on  aura^  av^c  une  exac- 
titude suffisante , 

-y  étant  connu ,  on  en  déduira 

tang  cù^zxz  —  h  tang  >{/', 
sin*  &  s=  sin'  €  cos'  4' "4"  sin* if  sin* 4'> 

ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  L 

•  -      * 

Du  cas  ^où  ràxe  de  rotation  initial  est  très  près  âe  Vuxe  du  plus  grand 

moment  AL. 

353.  Alori  IVc  €  est  triés  petit  >  et  si  on  rejette  les  pnîssaneeB^e  e  supé- 
rieures à  la  secondé,  les  quantités  C  et  6\  qui  déterminent  l'étendue  de  la 
nutalion  de  l'axe  AL,  seront  ainsi  exprimées  : 

de  là  on  tire 

Si  la. différence  G  «*-  B  est  beaucoup  plus  petite  que  B  -^  A^  ainsi  ^pie  càm 
doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre ,  h  sera  très  peu  différent  de  l'o:- 

nité,  et  on  aura  6— t€'  =  ^ — r  w  ^s  dcisortc  que  l'arcade  nutation  €  —^' 


I 

1 


SECTION  J.  .  Zgft 

Mm  hetmtoup  plus  petit  <pm  «.  Dan»  la  même  hypotké»^  oft  »ur9 


—  -  _C~B   B±A 
Mn'C'~C+B*B  — A     ' 

4^==''0 — fy  "^  5"  "**  ^''' 

354  Désignons  toujours  par  T.lf  temps  d'anenutation,  ou  celui  pendant 
lequel  le  corps  f^it  un  quart  de  révolution  aiitoi|r  de  son  axe  AL ,  ^(jù  àtira 

et l'expressioa  de  4'  pour  ua  temp  quelconque.-^  deviendra 

'J^  étant  connu,  on  aura  9  par  l'équation  sin*0  =  sin^f  cps^4"("S^^*^'  sin^-NP; 
et  comme  on  peut  négliger  le  carré  de  6  —  Cy  on  aura  avec  une  eiactifude 

suflisante , 

G=C  — (g  — C')sin*4. 

Quant  à  l'apgle  €â,  il  est  donné  exactement  par  Féquatiou  tang  ûi=:  —  h  tang49 
ou  d'une  tnanifre  tpproçb^  par  1|^  valeur 

si  toutefois  G  — *B  est  très  petit  par  rapport  i  B  — -  A. 

355.  11  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  f .  Four  cela  n«iis.  ranaisquerons 
que  la  formule  du  n"*  35 1  peut  se  réduire  à 

^  tT  ami    i  +  (A»— 0«in*+* 

Or ,  l'équation  tang  0»  =  —- A  tang -v}/ donne  dâ»  = _       .     .  ^  et 

par  ôonséquent,  ( A'  —  i  )  fdcû  sia*  >[/  =  —  h^  —  ty  ;  donc 

J  lin  C  •  i+>-i)sia-4~y       aioC^"  +T^8m  ^)  _  —  _+-_  .  -^—^ 
Ov  on  a  .•  =  (A--Ocol-Ç;  donc^  .  ^^  =  "^^^H+«); d'ail 


4oo  APPUCATION  A  LA  MÉCANIQUE^ 

leurs  comme  ^os*^  est  une  quantité  très  petite  du  second  ordre,  celte  quan- 
tité se  réduit  à  i  cos*ff  (A>J/-|-  «^)*   On  peut  seroblablement  réduire  -r^s  à 

û>(i  +  îCOs*^);  ainsi  Fin tégrale  précédente  devient  —  a  (i  ^lcos*f)-f- 
^cos^5(A4  +  ^)  ^""^ 4-1^4. cos'^=i: — a^^^kcos^Ç. it;  donc  enfin 
on  a 

Ainsi  l'angle  ^  +  ^  croit  px;oportionnelleaient  au,  temps,  sans  aucune  iné- 
galité sensible;  d'ailleurs  en  substituant  les  valeurs  de  K  et  de  i ,  on  a 

K4-^Wcos»e==Wco6e(iH-|œs«é,j^==\Y'cQ8«(i+i«'.g^î 
donc  enfin, 


^  +  «  =  W£(,>^f.-.^,. 


ce  qui  fait  voir  que  l'arc  ^  +  ^  ^st  décrit  par  un  mouvement  unifidrme, 
dont  la  vitesse  diffère  très  peu  de  la.  vitesse  initiale  W,  puisqu'elle  est 

Si  l'on  appelle  4  la  valeur  de  ^  lorsque  -^1.  =:^*,  ou  pendant  le  temps 
d'une  nutation,  on  aura 

Fig.  la.  32g  Yoici  comment,  dans  lliypolliièlBe  précédente,  on  déterminera,  au 
bout  du  temps  ty  la  position  d'i^n  point  quelconque  du  corps  situé  au  com- 
mencement du  mouvement  sur  le  rayon  AP^  déterminé  par  les  deux  élé- 
mens  DL*P==n,  L*p£=:P. 

Ayant  fait  l'arc  BX=^ ,  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien  DX  ; 
prenant  ensuite  LX  =:8  =  €-ï-(C  —  &) ^in* ^{/ v ^.^  **"™  la  position  de 
l'axe  AL;  enfin  si  Ton  fait  l'angle  DLP^s  A— >â»,~puis  l'arc  LP=  P,  on 
aura  le  lieu  cherché  du  rayon  AP.  .  . 

Supposons^  pourplus  de  simplicité,  que  -soit  un  entier, onaura  «^/ss-J^^.  - , 
»=— 4=—i5r.^,  (p=W'«—û»,  en  supposant  W'=:W(i —4<*.^^^) , 

G>nnai8saot  DL,  LP  et  Tangle  DLPssA— « ,  la  résolution  du  triangle  DLP 


SECTION  I.  4oi: 

ikiDnera  les  formules  suivantes  pour  ^terminer  Tangle  BDP=:âr  et  la* 
distaDce  DP=j^. 

Soit/=gJ|€(i4-i^.~^^sin*4)î  si  Pon  néglige  les  quantités  d^ 
Tordre  (*,  on  aura 

LDPs  ^  —  n  — 4-"/^^'^P8"^(û  +  4)j 

jc  =  W«-H  9r  — .  û  — /cot  P  sin  (û  4-4), 
y=  P    -./cos(û+4). 

On  voit  que  y  varie  depuis  P  -—y"  jusqu'à  P  +/,  et  que  Pangle  BDP  œ: 
croit  pas  tout-à-&it  proportionnellement  au  temps ,  puisqu'il  7  a  dans  son? 
expression  une  équation  ou  in^alité/*cot  P  sin  (Il*f*4)9  ^^^^  l'argument 
^t  A  -H  4'  Cette  équati(m,  qui  ne  peut  monter  qu'à  la  petite  quantité. 
y*€Ot  P ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre ,  et  qui  d'ailleurs  ne  peut  que  varier 
très  peu'  pendant  une  révolaticm  autour  de  l'axe  de  rotation  diurne,  >  sera^ 
toujours  insensible  dans  le  mouvement  de  la  Terre. 


Troisième  cas  :  m  sin*^ -f'cos  aa  cos*^ ss  i. 


357.  Ce  cas  où  l'on  a  sin^  cù  s= tang*^,  revient  à  celui  de  l'art.  3a6,  Fîg.  %* 

et  n'exige  aucun  nouveau  développement.  En  e£fet,  la  figure  3  représentant 
l'état  des  choses  au.  commencement  du  mouvement,  suppose  DLM  =  tt, 
LD  =  i  ^  —  j'.  Prolongeons  Farc  LD  à  la  distance  DU  =  îT  —  DL,  et  soit 
DML'sa^,  DM=i^ — y,  afin  que  les  quantités  af  et  >' représentent, 
pour  l'axe  AM,  des  quantités  analogues  a  et  et  y  pour  l'axe  AL.  Dans  le 
triangle  sphérique  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  90%  on  aura 


Ê       «in>  siny 

«^cosa'sB — £7,     tx>sa=s — ^: 

donc 

cos*  a' = -!î5-2^  =         ^^'^         =        ^"8*  y _,     ^ 

coi^y.      I — oo8*>€08*«       t«iq;*y4^8in'#       j»+i' 

^  f       3  —  m 

et  cosaa  =s — 1 — :  :••.). 

m+i  ' 

substituant  la  valeur  m  ==  — ^^T^ — - ,  il  viendra  • 

,       O  +  A»  — aB» 
^^=       0-A>       i 

*  0  +  B*  —  a  A*     ' 

is'cst.  eejque  devii»)t  Ijéqqatâon  qw a4tsa^    .'(y_yi  ■■  jc  lorsqu'on,  éçbapg«( 
T.  L  Sx 


40,     .  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE , 

mixte  efterla  kltea»  IT  et  A^  «fin  <iiie  l'a»e  AM  dwigpio,  ^U»  1«  cm  li- 
sent, le  même  axe  que  AL  dans  l'art.  327. 

Becherche  <fe  Toare  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  »<itaqws  instant. 

358.  Quoique  le  mouvement  du  corps  soit  déterminé  par  ce  qui  précède, 
d'une  manière  complète,,  cependant  comme  les  trois  mouvemens  de  rota- 
tion continus  ou  alternatifs,  que  nous  avons  considéra,  peuvent,  pour 
chaque  instant,  se  réduire  à  un  seul  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
œ  vwp&ble,  U  sera  utile  de  délerBÛner  htpositi»*  de  c(«  a«e  <«.la  vileste 
aligiJàin.  à  l'instant  donné.  ,       ,  .  ».     vjl^ 

Kg.  7.      Supposons  qu'aaftout  do  temps  «  l'àxe  de  wteUo»  «ncoBti*  »•  *P»»«*  •« 
iM^M  1  et  «me-  b  vitesBr  angulam e  aotpuv  de  eetaie,  dans  te  sens  BC,.sqiI  w».  ' 
SSwis'ptagte  LW»A,  et  la  distaooe  Dls»^,  oa  trouvera  eomme  au 

«f  3io, 

^  =s  —  tf  sin  A  sin  r, 
dt 

2-a=ïVsmr.^, 

— =  TV  f  C09«i>  —  sin  r,  tanff^  co$  A  ). 


Sul^t«wi« 


iW  écjjiatioas  suiyantes.pour  dét^jmjmeï  ïes  twis  quantités  w^ ,  ^^v^ 
à  Taxe  înstâatané  de*  rotation  : 


relatives^ 


(  cos  aet  — OT)cos*y    


35q  Par  la  théorie  pcécédtnte  on  eonnaft,  pour  un  temps  donné,  les 
quantités  «  et  6;  on  comiaîtra  donc,  par  la  premièij  ^«rti«,  1«  vale,* 
^  A:  par  la  seconde,  celle  de  ,,et  pajr  la  troisième  celle  de  la  vitesse  ang.^ 
laire  w.  Ainsi  l'axe  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  sont  détenmnéï  a 

chaque  instant.  , ,  i       -^      ^  ^« 

il  troisième  équation  ôfire  cç.tMorè«e  ,*«»rquable,  que  la  v^^^''^^ 
gulaire  est  toujours  réciproquement  proportionnelle  au  cosmus  ^J^*-^ 


1  t. 


vkeeL,  -et  qu'«iwi  Taxe  de  sotatioa  qui ,  «u  oomm^itoemMt  dn  mcmmérmeatj 
fait  un  angle  aigu  avec  la  directrice ,  fera  perpétuellemei^t  un  mo^t  aigu  ^vec 
elle,  et  ne  s'en  écartera  plus  ou  moins  que  par  un  mouvement  de  nutàtion' 
qu'il  est  £aicile  de  déteman^. 

Cette  propriété,  au  reste,  vonfitme  xe  qae  tioûs  avtms  déjà  dit,  n*  3r  i , 
sur  l'invariabilité  de  la  directrice^  4piA  guesoit^aBlui  des  troiâ  axes  {ynnô^ 
paux  dont  on  se  sert  pour  déterminer  le  mouvement  du  corps. 

Nous  observerons  ^eafia  -gué  les  valeucs  àd-A^  Vyttt  sont  indépendantes  de 
fU  et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules  fonctions  ellip- 
tiques de  la  première  ^péee. 

36o.  Si  du  point  I  on  mène  Vmû  IQ  perpendiculaire  au  méridien  mobile 
DX,  la  position  du  point  I  pourra  être  déterminée  assez  simplement  par 
les  coordonnées  DQsxc^  0^^=^  !  ar^n  a 

tai]|gx=:tangy  cos\,siii/=sinysinA,cosf*  =  — -^  taqgyrrsmxtajig^A; 

ainsi  Im  valems  de  a:  et  ddf  senmt  dennëes  inmiédiateinent  put  les  éqttii^ 
tîmis 

sin»         sin(a#«f'3«) 

tane  r  s»  -r-r  «  ■■    ^'  ^  > — -— — - 

vu^  sinH         rkTks  r  «»M  _1—  «ftiw  1    _  1 


smo  *  cos  (aj»  +  2«)  —  ro* 

Comme  les  valeurs  de  r»  et  de  0  reviennent  toujours  les  mêmes  après  deux 
nutations  de  l'axe  AL  ^  il  s'ensuit  que  dans  cet  intervalle  de  temps^  le  point 
I,  extrémité  de  l'axe  de  rotation^  décrit,  relativement  au  méridien  mobile 
DL,  une  ovale ,  ou  en  général  une  courbe  rentrante ,  et  revient  au  pcuat 
d'oà  il. est  parts,  rïons  examinerons  plus  particulièrement •la'figamdefoette 
ovale  dans  les  différent  cas  génëraiiK  qui  ont  >été  traités  fnsqa'icL 

36i.  Lorsque  le  mouvement  de  Taxe  AL  est  tel  ^que  les  vttleun  de  9  wttl 
alternativement  positives  et  négatives,  la  nutatbn  de  oet  ase-i^'étendant  de- 
puis 6  =  ^  jusqu'à  0 = — €^  fllorSNon  voit  par  l'équation  tan^  x  =/*tangO, 
où  y  est  un  coefficient  constant ,  que  la  valeur  de  a:  sera  aussi  alternative- 
ment positive  et  ni^gaftive;  de  sorte  que  les  limites  de  x  seront  +  â^et-— â^ 
Dans  le  mêm^  tas ,  on^crraque  les  limites  dé  jr  sont  -f-  i'  et  —  6^  ;  d'où 
il  suit  que  le  point!,  considéré  relativement  au  méridien  mobile  DL,  dé- 
crira une  espèce  d'éllipse  dont  D  est  le  centre^  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  W,  dirigé  suivant  le  méridien,  l'autre  a^,  perpendiculaire  au  né* 
fidien. 

36^:  ConaîdérMis^ :par  exemple,  le  Hpraaiîer  des  deux  cas  qui  ^peuvent 

5i.. 


4o4  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

avoir  Heu  lorsque  AL  est  l'axe  moyen;  alors  on  a  (art:  3 19)  «  3=  o  ,  ycsCy 
sin*  /t*  =  -— -  sîn*  €  ,  ce  qui  donne 


(i  — w)co8'g        (A--B)  cos'C 


—  „^ro-.(i_TO)co«»ff        A  +  C— (A  — B)  cû8*C* 
Sôit  a'  la  valeur  de  x  qui  répond  à  0  c=:  f ,  on  aura 

langtf  _/  tangb  —  ^  +  C—  (A-  B)  cos^r 
Soit  &'  la  valeur  dej^  qui  répond  à  6  =  o,  on  aura. 

tan-y=    ^^^^^     _/taP8'g_taBga^tângC. 
^  ODS  2fê  —  I?»  tang^  tang/c 

donc  r-^^—}  =  ^  °^    ;  or  on  a  A6  <  ff  ;  donc  a'  <  i'. 

taDga  tang/v'  /-   ^      7  ^ 

Fig.  8.  Dans  ce  premier  cas,  l'axe  de  rotation  AI,  considéra  toujours  par  rap- 
port.au  méridien  DL,  comme  si  celui-ci  était  fixe,  déerit,  dans  le  sensP  V 
ouBC,  un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  r  d'une  demi-oscillaiion , 
ou  pendant  que  Taxe  AL  passe  de  L**  à  L^  ou  fi.  Il  continue  son  mouve- 
ment dans  le  même  sens  pendant  les  trois  demi-oscillations  suivantes  ;  de 
sorte  qu'après  le  temps  J^r ,  qui  est  celui  de  deux  oscillatians  ou  de  deux 
nutations ,  l'axe  a  parcouru  son  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  I*, 
d'où  il  était  parti. 

Pendant  ce  mouvement ,  la  vitesse  angulaire ,  qui  est  toujours  comme 

,  ne  varie  qu'entre  les  limites  W  et rr-;  la  première  a  lieu  aux  points 

du  méricfien  I*,  I*^;  la  seconde  aux  points  1%  I',  qui  en  sont  les  j^us  âoi- 
gnés  ;  d'ailleurs  puisqu'on  ^  ci  K^V  ^  on  voit  que  la  vitesse  hors  du  mërir 
dien  est  toujours  plus  grande  q(e  la  vitesse  dans  le  méridien. 

365.  Dans  le  second  cas  du  mouvement  de  l'axe  moyen  (art.  333)^  on  a 
a  =  90* ,  7^;==  C,  sin* ^  =  — ^t —  sin*  g^  ce  qui  donne 

tang*=/tang8,  /=- a+B+(C-A)oo.*C> 

sinjc         aio24»  Aux     C*—  B*     tang^  sin 4^ 

^•'^""  «ni  '  m  +  co8  2#'""        sinô  '  C  — 'A*  *  1— c^sio*-*!^* 

Dans  ce  cas,  comme  difinffle  précédent,  on  supposé  G >  A  >  B;  aîn«i/"est 
négative ,  et  par  conséquent  la  première  valeur  de  x,  lorsque  I  s=  o  ,  est 
«ugsi  négative  :  Êdsant  idorsx=:  —V,  on  a  tang«'  =ss  — ^tang  €  s=s.  • . . 
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.    ,   ~.  /^^^°  . . r!^.  En  effet,  nous  savions  dcià,  par  Pétat  îbitial  dumou- 

A+B  +  (C— A)  cos*b  '  }   ^r 

veinent,  que  le  point  D  doit  se  trouver  entre  I*  et  L"*.  Ayant  fait  d'ailleurs  Fîg.  9. 
L*  P==s€,  DL*  =  7^-^C,  et  ayant  trouvécotf  ^g—^tangé,  ona  DP 

ou  a'  =  6  —  (^  TT  —  f  )  ,  et  par  conséquent  tang  a'  =iîpêl^^|^} cequi, 

en  substituant  la  valeur  de  tang  e  en  cot  €y  revient  à  la  valeur  précédente. 
Les  valeurs  jcss-—  a',  /sî=  0  répondent  à  <  =  o  ou  %[/  =  o.  Soit  main- 
tenant ^  =:  T  ou  ^1^  ==  90^  y  on  aura  d=  o  et  Jtr  :=  o  ;  ensuite  si  Ton  fait 
jr^s  1/  y  on  aura 

fronaA'—       /-C»— B*    tang^_        ^  g  — B*     tang^  cos' /«* _       /tang^C 
langi?  —  "T/-C*— Â?"  I— ci— "■-'^•C*— A**       cos-C 'u^P 

ce  qui  donne  encore  ^  °^  y  =s  -?^^  ;  etcommeonaf  ^u,  il  s'ensuit  ^'>  a': 

*  tanga        tang^'  '^  '  ^ 

de  sorte  que  l'ovale  décrite  par  le  point  I  autour  du  centre  D,  a,  comme 
dans  .le  premier  cas ,  son  grand  diamètre  perpendiculaire  au  méridien. 

Il  résulte  de  ces  formules ,  que  l'axe  de  rotation  passe  de  P  en  l' y  c'est-à- 
dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans,  le  temps  r  d'une  demi-oscillation  : 
il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi-oscillations  suivantes ,  et  son  orbite  en- 
tière est  parcourue  dans  le  temps  4^9  qui  est  celui  de  deux  oscillations  ou 
de  deux  nulations.  Ce  mouvement  qui  a  toujours  lieu  dans  le  même  sens , 
c'est-à-dire  dans  le  sens  CB,  se  renouvelle  de  la  même  manière  dans  les 
périodes  suivantes ,  et  ainsi  à  l'infini. 

On  fera  d'ailleurs  la  même  remarque  que  dans  l'article  précédent ,  sur  la 
variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  £=  W  sur  le  méri- 
dien en  P  et  P ,  eï  la  plus  grande  en  1^  et  P ,  lorsque  le  point  I  est  le  plus 

éloigné  du  méridien ,  où  sa  valeur  est  W  — r?. 

Tels  sont  les  mouvemens  que  Taxe  de  rotation  AI  exécute  par  rapport  an 
méridien  où  se  trouve  l'axe  moyen  AL,  dans  les  deux  cas  qui  peuvent  avoir 
lieu ,  selon  que  l'axe  AM  ou  l'axe  AN  est  au  commencement  du  mou- 
vement dans  le  même  méridien  que  l'axe  AL  avec  l'axe  de  rotation  pri- 
mitif AP. 

364-  Si  m  est  positif  et  plus  grand  que  Funité,  ce  qui  a  lieu,  comme 
nous  l'avons  vu,  dans  l'hypothèse  C  >>  B  >•  A  ,  où  AL  est  l'axe  du  pliis 
grand  moment ,  et  AM  l'axe  moyen ,  il  faut  distinguer ,  cdmme  ci^dessus^ 
deux  cas  qui  donnent  lieu  a  des  mouvemens  très  différens. 

Premier  cms.  Si  la  position  initiale  de  l'axe  de  rotation  est  telle  que  le 
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oor^  ne  puis^  faire  que  des  oftciUa lions  autour  de  l'axe  AL»  alors  on  trou- 
vera des  résultats  analogues  aux  précédons ,  mab  avec  des  différences  qm 
méritent  d^étre  remarquées. 

ïl  &udra^  daos  ce  cas,  feire  a  sa  i  ^,  5^  ss ^ , isitf*ift es  ^^  m*€yO^ 
gui  donnera  _ 

tan6ar=/tang8,  /=~  A/B+(C~A)casrtf  > 


ain  JT        «m  sâ»  ^  ùi99%       wn  ^tm 


^"^"""«iné  '  7M+0W2M       '^'isoàê  *  m^toêo/m 
Mais  par  les  formules  du  n^  345 ,  on  a 

— ; ==  — ; — ^ — r — T.8m4  v(i^-t^sin*'4/): 

ioo6  ^ 

tang  r  =  —  7 — Y  ^T^    i»  •  — ?  •  sln-1  i/f  1  — c*  sin*  J/). 

Au  commencement  du  mouvement  oft  f  r=o  et  4  =^ o>  ^^  afora  jr  ae  o;ét 
siTon  &itx=3  — li',  on  aura 

/  r^        />  (C— A)iî«CooêC 

'ce  qtd  s'accorde  avec  la  valeur  donnée  immédiatement  par  fêtât  initial  du 

mouvement  iJ  =a 6—  (7^--^^,)^  où  l'on  a  cotf  =: g-Xc  ^"S  *" 

Pour  avoir  la  position  de  l'axe  de  rotation  an  bout  dttiemps  r,  qui  est  oe* 
^  àai  d'une  demi- oscillation ,  oti  fera  4^ s=  7  çr,  6  s=  o^  oe  qui  dMinem  jr  as  o; 
^  ai  (l'on  fiiîty  =8:^' ,  on  aiara 

tanK5'  =  —      /sin^       ,*^^=      f^^^^  / 

^  ()»+i)cosC  *cos(  tang^    ' 

ii'ou  résulte  encore  .    ^-,  =  r^    :  mais  comme  dans  ce  cas  f  <  u»  il  s'^n- 

rait  qu'on  ^V  <^d. 

On  voit  par  là  que  pendant  le  temps  r  d'une  demi^osciUafcioii ,  Taxe 
•  to.  rotation  décrit  xm  quart  de  aon  «rinte  en  passant  de  P  en  I*  ;  il 

ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trob  autres  demi-oscUlatiaBt; 
4e  sorte  que  dans  le  temps  ^r ,  qui  est  celui  de  deux  osoillctioiis  o«  de 
deux  tmtations ,  l'axe  de  rolatbn  parcourt  «on  orbite  eatière ,  et  les  d 
KftA  rétablies  dans  le  mdaae  état  qu'au  covnnenceiaeiÉt  du  mravemeoi. 

L'ovale  décrite  par  Faxe  de  roMion  a  pour  centre  le  fMMnt  D, 
^Êfkk  a*&9a  dMislea  aasuvemoE»  rapportée  i  L'axe aoyen^  mm  il  jr^^cmtta 
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diffîrence  dans  le  cas  présent ,  <|ue  F^Tale  est  alongée  àwÊS  \%  iem^dé  tain 
mèàtn ,  puisquTon  a  titmvé  V  <id  j  tandis  que  daD3  \f^  deux  Mi  çpk  soiit 
relatâft  »  l'axe  moyeiL^  obbl^lV  ^d* 

.  Dans  ce  ea»  donc  la  pinrgrande  viljnse  YV  aora  lieu  dan»  le  Kiétidieii-, 
lacsque  Faxe  de  sotatum  répondra  aux  poiatt  P  et  Y^  et  la  phis^  petite 

^  aura*  lien  aux  points  1*  et  V,  les  plus  éloignés  du  méridien. 

365.  Second  cas*  Si  Tétat  initiai  du  corps  est  te)  qu'il  doive  tourner  sans 
cesse  autour  de  l'axe  AL,  cet  axe  ne  peut  plus  s'éloigner  de  90*  de  la  dîeee* 
trice  AD,  efc  sa  nutation  est  Ksoitée  depuis  Qz^C  jusqu'à  9  ;»  €%  ^aleuri 
entre  lesquelles  on  a  cette  relation  : 

m —  I  B*  —  A*  ' 

de  sorte  que,  pour  que  ce  second  cas  ait  lieu,  il  faut  qu'on  ait.  ••••• 

cosff  <  \/(^rEr£)^  ^^  8inC>  \/(gï^^-  Soit  alors  c«  =  jj~- eof  C, 

ou  c*=  I r-7^,  les  équations  qui  servent  à  déterminer  €ê  ei9  par  le 

moyen  de  la  variable  4>  ^^^^ 

sinSsssinf  ^(r— o^8in'4)' 

Fouar  aveîr  neîntenanfr  les  eeordoDnées  x  el^  qui  déterminent  là  pesitiofr 
de  l'axe  de  rotation  à  un  inslamt quelconque,  en  fera^  coimne  dansl^rf .  94g^ 
«(=^^,  y=i€y  et  les  formules  du  n*  36o,  combinées  avec  les  précédentes^ 
donneront 

tanft  T  :;9  -r-s*  •  - »    zst^*'    ■"■  ■  f  ■   >-^  .K  -9«— . 

^•^         «niS      irt+cosa^  iW'+i  «ml- 

G)mme  fl  est  toujours  positive ,  on .  veit  que  a:  est  toujours  négative ,  et 
qu'ainsi  l'ovale  décrite  pat  f  âxe^  de^  rokotîoii  ësl  tout  entière  d'un  même 
côté  du  pâle  D^  en  quoi  ce  cas  difiene  de  tous  les  préoédens^  où  le.pQÎirt; 
D  était  le.  centre  de  l'ovale  décrite  pav  l'axe  de  rotation. 

Les  limites  de  9,  savoir,  6  =  1^  et  dsë',  ont  lieu,  la  première  ^r^gj^f 
t=zo  et  «4/^0^  la  seconde  lorsque  tsr  et  ^[/  =  ^9r•  Soient  dans  ces 
deux  mêmes  points,  x=:  — a^ef  arci^-^c/',  les  limites  de  â:j  on  aura 

tang^sB^^/tangC    et    «airg  ef^  &» -*i/tttig  ^; 


s. 


\ 
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on  a  f  ^  f^  on  aura  donc  aussi  ci  >•  a'^  Dans  ces  deux  poiol 8,^=0;  d'ailr> 

leurs  en  faisant  A^  <^\  ir,  on  voit  que  tang  y  est  positive.  Donc,  pendant 

le  temps  r  que  l'axe  AL  emploie  à  parcourir  son  arc  de  nutalion  de  L* 

Fîg.  I  T.  en  L',  l'axe  do  rotation  parcourt  la  moitié  de  son  ovale  PuI'  dans  le  sens  GB. 

Xiorsque  l'axe  AL  reviendra  de  L'  à  L"*,  l'axe  de  rotation  parcourra  l'autre 
moitié  de  son  ovale ,  et  reviendra  au  point  P  en  même  temps  que  l'axe  AL 
au  point  L%  et  ainsi  à  l'infini. 

Ainsi  9  pendant  que  l'axe  de  rotation  fait  une  révolution  entière  dans  son 
orbite,  l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux  arcs  de  nutation  qui 
le  ramènent  au  point  d'où  il  était  parti,  et  le  corps  fait  une  demi-révolu- 
tion autour  de  l'axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W  au  point  P ,  et  la  plus  petite 

Wcosû^  .   .  ,, 

sera t-  au  pomt  l*. 

366.  Si  l'on  suppose  t  infiniment  petit,  comme  dans  l'art.  353,  les  points 
Y  et  r  ,  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le  sens  du  mën* 
dien,  seront  déterminés  par  les  valeurs 

.       C  — A 


'=v(?^^ 


Si  l'oa  suppose  G<— B  beaucoup  plus  petit  que  C»'A,  en  aorte  <pi'oD  ait 

G*— B*sa  j^(G'— A*),  <r  ëtaot  très  petit,  on  aura 

.        i         • C  — A   I  *  I      C— B 

et     «'  — <^  =  ^-j-g.î<r«=7«.gq;^; 

donc  al^^if  est  encore  beaucoup  plus  petit  quei'arc  de  nutation  C— ^1 
puisqu'on  a 

y— a"  est  l'axe  de  l'ovale  dirigée  dans  le  sens  du  méridien.  Pour  avoir 
l'autre  axe  perpendiculaire  au  méridien ,  il  faut  chercher  la  valeur  de  f 

lorsque  •>!/  =  45^,  et  on  aura 

_C— B    , 

Cette  valeur  à» y  est  égale  à  d  ^^d\  Donc>  dans  J'ovalà  déerite  par  l'axe 


SECTION  I.  409 

<le  rotation ,  l'axe  perpendiculaire  au  méridien  est  double  de  l'axe  dirigé 
dans  le  sens  du  méridien. 
-  La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  1^,  où  elle  est  égale  à  la 

vitesse  initiale  W;  elle  est  la  plus  petite  au  point  P,  où  elle  est  W  — r-î 
=  W  [i  —  i  (/!'•  —  a''* )] ,  c'est-à-dire 


Mais  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu'on  peut 
regi^rder  comme  fort  au-dessous  du  second' ordre. 

Remarque  sur  le  mout^ement  de  Faxe  de  là  Terre. 

367.  Comme  il  est  infiniment  probable  que  l'axe  de  rotation  primitif  de 
la  Terre  n'a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  principal,  ou  du  moins 
que  ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque  variation  arrivée  à  la  sur-^ 
face  ou  dans  l'intérieur  du  globe ,  il  est  à  présumer  que  les  inégalités  qu'on 
vient  de  calculer  ont  lieu  effectivement  dans  le  mouvement  de  rotation  de 
la  Terre.  Mais  comme  elles  sont  extrêmement  peu  sensibles,  et  que  la  quan- 
tité €y  beaucoup  plus  grande  que  a! ,  ne  peut  monter  tout  au  plus  qu'à 
quelques  secondes,  ce  n'est  que  par  une  longue  suite  d'observations  très 
délicates  qu'on  pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

'    Soit  D  le  point  fixe  du  ciel,  très  voisin  du  pôle  mobile  autour  duquel  Fig.  la* 
la  Terre  parait  tourner  à  peu  près  dans  un  jour,  la  distance  de  ces  deux 
points  étant  tellement  petite  qu'elle  ne  pourra  jamais  devenir  sensible  par 
l'observation.  Soit  L  l'extrémité  de  l'axe  principal  de  la  Terre,  voisin  du 

pôle,  de  manière  que  la  distance  DL,  ou  g-^jj^^e n'est  peut-être  pas  însen- 

sîble;  on  peut  au  moins  la  regarder  comme  constante,  et  négliger  la  nuta^ 
tiou  Q  —  £i'.  Soit  P  lé  zénith  d'un  lieu  de 'la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort 
près  de  L;. soit  la  constante  LP=/?,  et  l'angle  variable  DLP  =  fl  — a*, 

on  aura  DP=^  — ^-^7-^6  cos  (fl — eu).  D'où  il  suit  que  la  distance  du 

.A  -4-C 
zénith  au  pôle  variera  pour  un  lieu  quelconque,  depuis  Z^**"  idXT<  ^  jusqu'à 

P^tTt^ç  ^'  Donc  si,  par  des  observations  exactes  de  la  hauteur  du  pôle, 

dégagées  de  la  réfraction ,  de  l'aberration  et  des  nutations  dues  aux  causes 
externes,  on  trouve  que  cette  hauteur  n'est  pas  constante,  ce  sera  une  preuve 
T.  1.  52 
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qu'il  y  a  un  mouvement  naturel  dans  l'axe  terrestre  ;  mouyement  donfc  lé 
cause  est  dans  la  Terre  méine,  et  qui  doit  être  distingùëe  de  la  nutàkmi 
caùfiëe  par  l'action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  peut-être  par  eemoMe- 
ment  qu'on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observateurs 
exacts  ont  trouvée  entre  l'obliquité  de  Pécliptique ,.  déduite  des  solstices 
d'hiver,  et  l'obliquité  déduite  des  solstices  d'été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  phis  grande  jusqu'à  la  plus  petite  hau- 
teur du  pôle  pour  un  lieu  quelconque,  la  Terre  fait  une  demi-révolution 
autour  de  son  axe  principal.  Le  nombre  de  jours  écoulés  dans  cet  intervalfe 

est  donc ,  d'après  nos  formules ,  {  t/f  ^ôZTâ  •  cZIT  y  >  ^^  •  •  c Â  >  ^  ^^ 

admet,  ce  qui  est  fort  vraisemblable^  que  C  diffère  beaucoup  moins  de  B  que 
de  A.  D'un  autre  côté,  il  paraît^  par  le  phénomène  de  la  précession  des 

équiûO^ies,  qud  la  vakur  de  j  est  comprise  entre  5^^*  3^  J  ^^^  ^  VcïBps 

dontU  s'agit  est  d'environ  i5ô  ou  160  jours.  Ces  résultats  auraient  encore 
lieu,  quaîiid  même  on  aurait  exactement  B=C,  ce  qui  est  le  cas  de  l'art.  3i3. 

Bemarque  générah. 

368»  Quelles  que  sobnt  k  figure  et  la  constitution  iiitérieure  d'cài  60)^ 
adlide  tpH  peut-  librement  tourner  dans  tous  ies  sens  autour  d'un  point  fiae^ 
et  qui. n'est  soumis  à  Faction  d'nucunefccce accélératrice,  le atéiiTeBMfttidè 
ée  corps  peut  toujours  Ôtre  assuàilé  à  cedui  d'un  eUipsoide  faointgàaa  de 
même  massé,  dont  les  demi-râxea  pcinsipftttx  4^,  b\  c\  dirigés  èam  leimeme 
aens  que  les  axes  principaux  durcorps  profiosé^  ont  les  mêmes  momeiiê  d'ioi»^ 
^,  et  qm  aurait  recula  tnSmè  vitesse  iiiitifilè^  dans  le  inéioë  seae <8ttmfchnr 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  éléméhs  qtii,  dans  la  théorie  précédente,  dépendent 
dé  la  figure  du  corps  et  dé  la  loi  que  suit  la^ensité  de  ses  différentes  iàdié- 
cûles,  sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se  forment  les  mevUëns 
d'iner^  du  corps  relativement  aux  trois  axes  principaux.  Donc  si  ces  quan- 
tités sont  égales  dans  deux  corps,  et  si  IHmpulsion  primitîve «st  ia  même., 
ces  deux  corps  auront  nécessairement  la  même  position  et  les  mêmes  vi- 
tesies  àû  i>out  d'un  temps  quelconque. 


SECTIONS.  4  lit 


•»n  W»<»IWiW^W>lWWt<MWI<i<ilWW)W<l(l(|ll(l)l(»l^ 


SE€T!0?f  H. 

Dm  .mouikupsnt  étum.carps  attiré  ivers  deux  centres  fixes. 

369.  ]S  ous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  du  corps  est  dirigée 
toute  entière  dans  un.plân  qui  passe  par  les  deux  centres  fixes^  et  qu'ainsi 
le  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  ce  plan.  Cela  pose,  nous  suivrons 
l'analyse  qu'Euler  a  donnée  le  premier  de  ce  problènouB^dlBii»  lé»  MAneire» 
de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1760^  Nous  donnerons  ensuite  les  dévelop- 
pemens  que  fournit  la  théorie  des  fonçtioi>s  elliptiques  pour  en  compléter 
la  solution. 

«    * 

Jhaljrse  du  problème. 

370.  Soient  F  et  G  les  centres  \p^  les^els  j^ont  dirigées  les  deux  forces  lig.  i3. 
attractives;  soient  A  et  B  les  inteAsités-  de  ces  forces,  mesurées  à  l'u- 
nité de  distance;  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  L  Ayant  abaissié  MP 
perpendiculaire  sur  l'axe  EFG,  nourJerens 

« 

l'angle  £FM  s=  <p,     l'angle  EOM  s=  «i^ 
ce  qui  donnera  ' 

^••MtassTOi»:^ ,  ^2ssr>siii>f  ss#sm#,  x^stsocfsâê.  . 

Au  point  M  le  cocps  -est- soUioîté  pir  la'  fbrcé  -«^dirigée  suivant  MF,  et 

par  la  force  -7  dirigée  suivant*  MG;  étftkCf  en  snppôsant  Abottstaïit,  les 
équations  différentidles.  du  mpm£W^%,  §mvA  ' 

Mm             a  (s  — a)        Bbr 
lî?'^^* r» 7^ 

Multipliant  la  première  par  dx^  lajeconde  par  .i^;  «îpiita^t  (e»  prtyliiits^ . 

52.  • 


4ia  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

et  intégrant,  on  aura 

équation  qui,  après  avoir  déterminé  là  constante  G,  donnera  la  yîtesse  du 
corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  Il  en  résulte  que  si  le  corps  passe  deux 
fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  ce  point,  mais  avec 
ime  direction  qui  pourra  être  différente  ou  même  opposée.  On  voit  aussi 
que  la  vitesse  sera  la  mêàoie  dans  deux  points  de  l'orbite  qni  seraient  sem- 
blablement  situés  au-dessus  et  au«-des6ous  de  l'axe  FG. 

371.  Pour  obtenir  une  seconde  intégrale,  considérons  les  aires  élémen- 
taires 

dont  les  différentielles  sont 

ddd  =  (x  —  a)  ddy  ^^jrddx^ 
ddC  =  xddjr  "^jrddx. 

Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddfr  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  du  mouvement,  on  aura 

cUa       Boy     dât Aoy 

donc 

AêddC+dCddm       àBydê       akydU       . 

Mais  on  a yd&  =  s^dcù  sin (a  eljrdà  ==  r^d^  sin^ j  donc 

dtiddQ  !■  dl^ddtê       t»  ^      •  l  3     • 

\^ =  nacù  sm  co  —  Ad^  sin  ^. 

Cette  équation  est  intégraUe  iiaœédiatem«Qit,  et  son  intégrale  est 

OU,  en  substituant  les  valeurs  àe  d»  eï  d€y 

(a)  î-^^  =  Acos^  — Bco8(»  +  C 

Au  moyen  de  ces  deux  intimâtes,  le  problème  peut  être  réduit  aux  qua- 
dratures. 

37:1.  En  effet,  soient  p  el  q  deux  nouvelles  .variables,  telles  qu'on  ait 

tang^  ùÊzszpÇj  tang  ^f  s=  ^,  ce  qui  donnera 
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dans  le  triangle  FMG  on  aura 


i 


«  I 

Par  ces  valeurs  on  trouve  ,, 

•       -    •      r^-«?««—    -  (^-J»^)*(,I-hî•)♦     -.,      ' 

mais  par  les  équations  Çi)  et  (a)  on  a  ^ 

f*g*dfd0     ■  i^gCAco»»-rBoos«»-)-.C) 
dM^+ify^—    .         A      B       C- 

r        t        a 

Donc  si  l'on  exprime  toutes  ces  quantités  eu.fii^çtiQns  de  p  et  q,  on  aura, 
entre  ces  ~deM:i(  deriiièfes  variables',' l'ëquatifoa.'v^  . 

(  1  +  ?•  )•(//,•  +  C 1  ~/,«)»dg«  —  ,  (i-P*)(i+g')  .  „  ('-V)(i+g*)  .  ^  * 
qui  se  réduit  a  '       v 

Soit  donc  ' 

Q=aA.-riB)(i  — 9*)  +  C9*4-iG'(i  +  9«)?,   ,  , 

et  on  aura  l'équation  di£Pérentielle  séparée 

laquelle  suffit  pour  déterminer  la  cpurbe  décrite,  (^uàht  au  sjgSé  ambigu  du 
premier  membre ,  on  verra  bientôt  comment  il  se  détermine.  d^^rèsTétat 
initiai  du  mouvement. 

373..  Il  rieste  à  trouver  la  valeur  de  dt.  Pour  cela  soit^M;?? h-^H-G 

et  K^=s  î  A\(ïos  p  ;—  ^  B  cos  »  4-  X  G', .  afin  quîoJi  aiiy  ^coMinei  dans  FaT&cle  f 
précédent^  f      -       r-  '      ';(••:,.•'••  f 


»  •(  '  .1 


ri         •• 


i::) 
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Celle  équation ,  d  «aô  foo  artfâkiit  Qc^is:  fef^',  idcniMf 

Soit  <^»=PrfR'*,  on  aui'a  til/'sarQ^»,  ^'par  cbttSR^qtieM; 
Of  on  9  par  Téqttôtidtt  (2), 

donc 

et  par  conséquent,  >       -. 

Mais  <^R  ^d=  ^fr^P^^^gî  4ôaaoff  a  enfin  — 


V        w 


Cette  fiormule^  -«msi  ^ôela'f»<*iiinle'^3)-,  éA  'écrite^  ^bm^  supposition  que 

^  est  po^tif,  au  dioiits  dans  lés  prëtnièfs  ïnBtàns  da  mouvement;  c^  il 

faut  que  sOi  \i|pi!»  tdr^tô-seil^  (^usdetn  positiTrî-puftqH^s  rësultent  du 
produit  de.tfft^  t|«i'où\de|îfe-îfe|^ud^  «cmmiie  jpcA^f-p»  la*  mume  des  deux 

On  voit  par  ce  résultat  que  i^-rafaur-^d^^,  qui  correspond  a  des  va1#Wi 
données  de  p  et  j,  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troi- 
sième espèce,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de  cas,  être  réduites  aux 
Tonctiohs  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  D'ailleurs  Féquatioii  (3^, 
qui  joe  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce ,  âonne 
^""retaCïon'efltl'é  /j'^rt  ^,  tiétc^ssairè  pôuf  détérminéi'ià  côutbe  décrite. 
Fif.  ]3.  -3^4  U '&uArflMttntaMOt  ^détenwnet  ks-^eonstaateb  -G  lefc  G».  Fonr-  ctb 
nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  Aj^ht^lim»» 
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PA 
situé jur  le  proloB^went  de  FG  du  càii  de  F,  et  fainuBt  ^^=^^90^  mv» 

FA  =: s , ^A  =^  r~~5-  C«la  pose,  soit  V  la  viCeâse  ifiitiele ^smvaifi  I» 

Ungente  AH,  et  soit  Tangle  EAH  =:ft;  il  faudra  qu'où  ai  ta  h  fçw  f  =^  0# 

de  plus,  en  vertu  des  valeurs  de  r  et  de  9,  ou  aura  en  même  temps  p^z^rn? 
et  ^  =  0.  Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  les  ëquatioDS  (1)  et  {2)^ 
ùtÈ  eu  déduira 

(l— «**)*  '  ' 

et  éH  tWmyi^tiéyà  que  la  supposition  Faite  sur  la  situation  du  premier  point  A 
satiéfaît  à  là  condition  que  ^  soit  positif. 

S7S.  PôUt'  <téterftnner  le  signe  ambigu  des  équations  (3)  et  (4)  j  j'observe 
qu'oo  a  en  général  (art.  872)  r  +  9s=--i-^^,  dWilsi^tqiieFéilîW^iai^ 

p*=  m®  eippartient  à  l'ellipse  dont  A  e6t  le  sommet^  F eC'G.l^  deuj^ft^^erSj 
Or,  dans  le  temps  dly  le  corps  décrit,  suivant  la  tangente  AH,  l'espace 
Axçi^Ydijf  iaisant  avec  J'axe  un  .wglc  EAH«Pf4,  atoii  voiH  qfe'^  fOiot 
X  sera  situé  dans  l'ellipse  ou  hors  de  l'ellipse,  selon  que  cp$/ti  sera  négatif 

ou  positif j  donc  en  général  ~  aura  le  même  signe  que  cos;»^' c'est-à-dire 

que  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on  devra  priBudre  r^  a<vKcX^sîgiia  ^svcot^fik 

est  positif,  et  avec  le!  sîgoe*^  si  cosf(  est  négatif. 

Pour  savoir  quel  est  le  signe  qui  doit  avoir  lieu,  lorsqu'on  a  cqs^cso 
ou  /x=:^7r,  il  faut  observer  qu'alors  F  aura  pour  facteur  /;•— -mO,  ^cirorte 

qu'eti  fiîsant,  pirar  abréger,  Datt  jr^^^;,;,?  0^  t^^ni 

Sok,  dans  im  temps  trèsipcftit  8,  ^eBs>m*(i  •^•Ç),  Ç  étant  «ov  -quiBlité 
taès  pMite de  l'ordre4,  on  «ma P s='C[Ds( i  .^0|<^>*»»A«^ Bm***].  Ainpi,.» 

général,  Ç  sera  du  même  signe  que  D(î— m'*)— A  — Bm^'j  cfr,  ^est 

aussi  du  n^me  signe  que />' -^  lo^  sT&io?^^  doM  kvsqu^on  9i  iâ,^=^^\^y  aux 


,    SI 
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devra,  dans  les  équations  (3)  et  (4),  prendre  -^  avec  le  signe 

P>  ,_^.«  0"»^  >"i;^->  «*  «^««^  *«  signe—,  81  V»<-^j5-  :  on 

9ubpose  ici  /•  =  ia. t  =  AC,  C  étant  le  milieu  de  FG. 

SI  Ton  a  exactement  y*^=:^~—^^  on  voit  que  la  quantité  /?•  —  m* 

devra  être  zéro,  au  moins  pendant  quelques  instans;  mais  il  est  facile  de 
s'assurer  qu'elle  sera  toujours  zéro ,  et  qu'ainsi  la  courbe  décrite  par  le  corps 
sera  l'ellipse  p^  ==  m^  :  c'est  un  cas  qile  nous  examinerons  ci-après  avec  le 
détail  nécessaire. 

376.  Avant  d  aller  plus  loin ,  il  sera  bon  de  faire  voir  quelles  sont  les 
limites  de  la  vitesse  initiale,  pour  que  l'orbite  s'étende  ou  ne  s'étende  pas 

à  l'infini.  Lorsque  r  et  ^  sont  infinis,  le  second  membre  de  l'équation  (i) 

C      .     . 
se  réduit  à  -:  ainsi  pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il  faut  que  G  soit  positif.  Or, 


a'      / 


quel  quasojl  le  point  A  où  commence  le  mouvement,  soit  qu'on  le  prenne  sur 
l'axe  £FG  6u  hors  de  cet  axe,,  si  l'on  appelle  Y  la  vitesse  initiale,  h  et  h'  les 
distances  AF^  AG  dii  point  A  aux  deux  centres  F   et  G,  on  aura... 

-=aj  V*  —  -r — T?;  donc  en  général. le  corps  s'éloignçra  à  l'infini  si  l'on  a 


•  •    •  • 


y*>-T--+:  TT'i  au  contraire,  l'orbite  sera  renfermée  dans  un  espace  fini, 

»  •  ».  •  •    ,    ' 

si  l'on  ^  y*  <x"^  À^  •  ^'^  ^*  d'égalité,  le  corps  s'éloignera  à  l'infini. 

Si  l'on  fait  B  ^  o ,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps  sou- 
mis à  Pklfraction  de  la  force  A  décrive  telle  ou  telle  section  conique.  En 

effet ,  on  sait  que  l'orbite  sera  une  ellipse  si  V*  <  -j-,  une  parabole  sî 

y*=:^,  et  une  hyperbole  si  V*>-^. 

377.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  i  l'intégra-* 
tion  des  formules  générales  du  problème;  mais  pour  ne  pas  donner  trop 
d'étendue  à  npsi  recherches,  nous  nous  bornerons  à  considérer  les  cas  ou 
l'orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini.  Ces  cas,  dont  le  symptôme  vient 
d'être  déterminé  par  la  limite  de'  la  vitesse  initiale,  sont  les' seuls  qui  aient 
quelque  rapport  au  mouvement  des  planètes  et  autres  astres  qui  ont  des 
retours  périodiques.  Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de  />* 
ne  surpasse  pas  une  certaine  limite  m  plus  petite  que  l'unité;  cardés  qu'on 
^p^~ii^  lès  valeurs  des  rayons  vecteurs  /•  et  s  deviennent  infinies. 
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Cela  posé,  le  polynôme  P  ne  pourra  être  que  iie  l'une  des  deux  formes 

P= M  (to — ^•)  (^«  —  to'), 

Dan»  le  premier  système,  ;»•  serç  toujours  compris  entre^  le»  limites  m  et 
«  ,  ou  Ion  suppose y^Cm;  dans  le  second,  ;.•  poum,  avoir  toutes  les 
valeurs  depœs.zéro  jusqu'à  m.  Il  s'agit  donc  de  développer  les  formules 
générales  dans  ces  deux  systèmes,  qui  doivent  comprendre  tous  les  cas  tfos- 
sibles.  " 

Le  premier  système  se  développera  sans  difficulté  dans  la  supposition  aue 
nous  avons  ftite  sur  la  situation  du  point  A,  où  commence  le  mouvement  • 
mais  pour  développer  le  second  d'une  manière  complète^  il  conviendra  de' 
placer  le  point  A  entre  les  deux  centres  F  et  G,  ce  qui  donnera  une  autre 
forme  aux  constantes  G  et  C;  sans  cette,  précaution,  il  pourrait  y  avoir 
des  cas  que  les  formules  ne  représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  l'orbite 
ne  coupe  1  axe  qu'entre  les  deux  centres  F  et  G. 

378.  Dans  le  premier  système  on  aura  d'abonJ  à  subsUtuerles  valeurades 
constantes  C  et  C  de  l'art.  874,  dans  l'expressioû  du  polynôme  P,  savoir, 

P  =  TA  +  iB-.fC-f(C+C');.--(iA-f-iBH-iCV; 

et  pour  que  cette  expression  soit  aussi  représentée  par  M(m-^p'')(p'^m') 
il  feudi-a  qu'on  ait  r  J\r  )i 

>  —  Ja^'w»  ainV  -  A  f  1  —  m«^«    -       -  .       :     ^. 

iaV»»»o  8in>-t-  B(i  —  mojï) 

-  I  __«°'^-'-'^~-'-+'--)-(è-»--V-^)- 

t  av-TO»  8inV+ B  (  1  —  ««f \ '-> 

Ainsi  les  quantités  m,  rrl  et  M,  par  lesqueUes  on  exprime  le  polyâomfi  P 
dans  le  premier  système ,  sont  fiiciles  à  déduire  des  données  immédiates^  du 
problème  m",  V,  /«.  *  .  «u  • 

379.  De  même  puisqu'on  a  Q=iA  — iBH-iC+(C  +  C')o*  + 
(iC-.iA+iB)9*,  on  pourra  donner  an  polynoihe  Q  la  forme  corres- 
pondante .  . 

Q  =  M-.B-f.M(/»H-i»')^+(M-A)^, 

d'où  résulte  /T-rv  ir> 

(.-W)Q;5=A+B«w*'+(A+B)(«,.f.:«^)^4.(B4.A««')^. 
*  53 
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Nous  allons  suspendre  im  moment  la  suite  de  ces  calculs,  poiir  nous 
occuper  d'une  remarque  sur  l'emploi  des  variables  ;?  et  ^ ,  et  de  la  consi^ 
dération  de  quelques  cas  partiagdieos* 

Remarque  wr  V emploi  des  variables  p  e(  q. 

38q.  L'emploi  des  Tariàbles;i  et  q^  pour  ei^primer  les  rayons  vecteurs  r 
et  ^)  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  esiige 
quelques  développemens  qui  pourront  d'ailleurs  être  utiles  dans  d'autres 
recherches  d'analyse. 

n  résulte  d'aboord  des  valeurs  de  r  et  ^i  données  dans  l'art.  379,  qu'on  a 

OoDC,  1*.  si  p  est  constant,  r»f-5  sera  constant,  et  la  courbe  décrite  sera 
une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  foyers,  et  le  grand  axe  ALs  s/^ss 

F>g*  >4-  a"".  Si  9  #st  QOMtanti  #  *^r  sera  constant  y  ce  qui  fiût  voir  que  la  courbe 
décrite  sera  une  hyperbole  dont  F  et  G  sg^t  les  foyers.  Mais  alors  le  point 
A  ne  peut  se  trouver  sur  le  prolongement  de.FGj  il  devra  étae  situé 

FA 

entre  les  points  F  et  G;  et  si  l'on  fait  -^  =  m,  on  aura,  au  point  A, 
g^ssm.  p'  =:  o,  et  5  —  r=  ■     ^   -^  :  c'est  la  valeur  de  l'axe  transverse 

38i.  U  suit  49  là.^ue  loisqii'ou  veut  déterminer  tm  point  de  la  trajec- 
toire par  des  yalemt  donnéoa  de  />*-et  ^*, eavotr,  p^^ssUr^  ^ta»^,  on  peut 
regarder  ce  point  comme  étant  l'intersection  de  l'ellipse  où/^*  =  <s  avec 
l'hyperbole  où  q*  =  6.  Mais  tsette  eonstruclîmi  bisseratt  incertain  si  le 
point  cherché  est  au-dessus  de  l'axe  ou  au-dessous.  Pour  éviter  à  cet  ^rd 
fovMf  aUnbigtdlé,  it' convient  de  déterminer  chaque  point  de  la  courbe  par 
Fig.  i3.  dès  coordonnées  rectangles,  tcDes  que  GP= jr,  PM==7,  dont  les  valeurs 
sont 

382.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  son  axe  méritent  tme  atlentioii 
partict^ère  :  vôkd  1er  syibptôiÀes  pair'  lesquels"  its"3oivent  être  distingues 
suivant  les  différons  cas. 
Fig.  15.      1%  Sàia.  e^be-Té9<;aBtile  i^e'ei^  mi  ^^îat  B-sttn&^u-delà  de  G  par 
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rapp<M:t  à  F,  on  aura  en  c6  p<Hat  f-^ssau^  et  pte  coha^quent  ^aas  od;   . 
c'cât  le  symptôme  de  ce  premier  cas.  On  aura  en  même  temps  p*;^tz     ,     .  ^ 

GB  GB 

=  ^  y  ainsi  la  valeur  connW  de  j/  fiera  «gale  an  ra^p6rli  «g  qui  détermina 

la  position  du  pmnt  fi.  C'est  et  (^ft'on.  tj^uvetfaxt  directement  ^  em  considé- 
rant un  point  M  infiniment  près  de  B;  Car  dans  ce  point  on  aura 

tanglap       tangJMFB       slnMFB^^GM        GB 
'^         tang  i  ç>       tang  i  MGB       sînMGB        FM         FB 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G ,  on  aurait  toujqurs  f!*s5Q0^  mais  en 
même  temps  /?*  =  o.  v 

2^.  Si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  I  situé  entre  F  et  6^  on  aura  dan»  Tig.  i6. 
ce  point  r-f-^^^^  et  par  conséquent  /^ssoj  c'est  le  6ynt|>tâMtie  dtt  ce 

second  cas  :  on  anm  en  même  temps  q*  :a±  ?  ^'■■'^T^rrtr-srs-^  •  ainsi  la  va- 

leur  connue  de  ç*  déterminera  la  position  du  point  I. . 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G ,  on  aurait,  comme  dndessusy /^  c=  o , 
^  =  ^  ;  si  elle  a  lieu  en  F,  on  aura  à  la  (bis  pzsiOy  f  =  o. 

3^.  Enfin  si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  A  situé  sur  le  prolongement  ^^s*  *^' 
de  F6,  du  côté  de  F,  on  aura  en  ce  point  5— -rs=  a^  ce  qui  donne  f  =s?a 
pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura  en  même  temps  p^  = 

y  .  ^  .  ^=j  =  gj^  :  ainsi  la  valeur  Connue  de  fi^  détflfloainora  ki  position; 

du  point  A. 

383.  On  voit  pat  ces  détails,  que  la  quantité  tf^  relative  à  l'hyperbole, 
peut  avoir,  suivant  les  différens  cas ,  tontes  les  valeurs  positives  ou  néga- 
tives, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  mais  que  la  quantité /9,  relative  &  l'el« 
Mpse,  est  toujours  comprise  entre  +i  et  —  i.  Lorsque  p^:^iy  on  a 
r+^  =  <30  ;  et  par  conséquent  le  point  M  est  infiniment  éloigné.  Dans  ce 
cas ,  si  l'on  appelle  fl  l'angle  que  Fasymptote  de  la  courbe  fait  avec  Taxe  GF^ 
cet  angle,  qui  est  alors  la  valeur  de  ^ ,  se  déterminera  par  l'équation  tang^A 

=/pf ,  ce  qiû  ftWcorde  d'ailleurs  avec  la  valeur -ss  tango»  =  jr—f^r^^ 

384«  U  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  eourfae  sccait 
quelquefois  incomplète  y  si  l'on  n^attribuail  kp^tt  i  y;3ue  des  vàleora  relies; 
car  il  y  a,  dlauoB  certaîoB  cas,  des  bvaaches  qui  ne  soiA  reprësenlëes  qu'en 
donnant  k  p  et  q  des  valeurs  imaginaîrea.  Ce»  eaa  se  cei^cûntrent  dana  le 
problème  dies  dèûai  entres  d'attraoâoD^  c'est  powqnaâ  il  ooDBicBt  de  donner 

d'avance  l'explication  de  cette  diffimillë* 

53. . 
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Fig*  17*  '  Sapposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe ,  soit  parvenu  de  A  en.G, 
où  l'on  a  ^==00  et/7  =  o;  s'il  continue  sa  marche  au-delà  de  G,  les  for- 
mules ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM'  située  au-dessous  de 
l'axe ,  du  moins  en  donnant  k  q  et  p  des'  valeurs  réelles. 

Car  puisquon  a  s=t' — ^  ■.;  v«\=    ^  >+a    »    ^^^ m»  on  con- 

çoit  que  5  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  p  devient  plus  petit  et  (f 
plus  grand.  Enfin  au  pinnt  G ,  où  l'on  fait  à  la  fois  ps=o  et  ^  :^  od  ,  on 
a  5  ss  o  ;  mais  passé  ce  point ,  comme  la  valeur  /7*  si  o  ne  peut  être  suivie 
d'une  valeur  p'  >  i  ^  il  n'y  a  aucunes  valeurs  réelles  de  p  et  7  qui  rendent 
s  négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les  formules  représentassent  la 
portion  de  courbe  GM^ 

385.  En  eflSjt,  dans  le  cas  où  l'arc  GM'  et  l'arc  GM  sont  situés  du  même 
côté  de  la  tangente  commune  TGT',  les  valeurs  de  ûi  et  de  ^  varient  infini*- 
ment  peu  du  point  G  au  point  M',  que  nous  supposons  infiniment  près  de  G. 
On  a  au  point  G,  ^=9r,  &)  =  FGT,  et  au  point  M',  ^  =  7r+GFM', 
où  =  FGT  +  TGV ,  GV  étant  le  prolongement  de  la  corde  M'G.  11  faudrait 
donc  que  la  valeur  de  s^  qui  ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devint 
négative  pour  répondre  à  sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à 
GV.'  Or ,  on  vieiit  de  voir  que  ïa  valeur  analytique  de  s  ne  peut  devenir  néga- 
tive, tant  que  p  et  q  sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc,  dans  ce  cas, 
à  représenter  la  branche  Giâ!  ;  car  puisque  s  ne  peut  pas  devenir  négative, 
après  avoir  fait  â»=FGT  au  point  G,  il  faudrait  tout  d'un  coup  augmenter 
dû  de  TT.-f-T'GM^  pour  passer  du  point  G  au  point  infiniment  proche  M'^ 
ce  qui  ne  s'accorde  point  avec  la  loi  de  continuité  à  laquelle  doivent  être 
,    ^sifjçitties  les .  quantités  algébriques. 

.  386.  ,11  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d'inflexion  en  G^ 
et  qa'elle  se  continuât  dans  la  branche  GM'^ ,  située  de  l'autre  coté  de  *  la 
tangente  GT\  Le  passage  du  point  G  au  point  M''  ne  peut  plus  se  iaire  en 
augmentant  par  degrés  cû  ,  même  en  admettant  que  s  devint  négatif;  car  si 
l'on  fait  (à  =  FGV,  FGV  difiërant  infiniment  peu  de  FGT,  la  droite  G V  , 
prolongée  au-dessous  de  FG ,  ne  rencontre  pas  la  branche  GM'.  Ainsi  il  fiimt 
admettre  que. l'angle  ^  passera  tout  d'un  coup  de  la  valeur  FGT  qu'il  a  au 
point. G,  à  la  valeur  FGT  +1^.-^  T'GM'  qu'il  a  au  point  M";  supposition 
quiestdacorè  contraire  à  la  loi  dé  continuité,  et  qiii  ne  peut  subsbter  en 
donnant  à  ^  et  9  des  valeurs  réeUesi. 

387.  YoiGÎ  maintenant  la  seule  manière  de  fMisser  analytiquement  de  k 
branche  MG  à  la  branche  inférieure.  GM'. 
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Soit  FM'  =  r',  GM'  =  s' ,  HGM'  =î  »',  HFM'  =  <p' ,  tang  ^  <p'  ==  p'q', 
tang  y  û>'  =  2,,  on  trouvera ,  par  les  formules  du  n*  872,  eii  accentuant  les 
lettres,  et  changeant  r  en  s  y 

Mais  si  l'on  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour  la  branche 
MG,  il  faudra  changer  r  en  /  et  5  en  —  ^',  ce  qui  donnera 

Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lien ,  à  moins  de:stipposer  que /?*  et  q^  devien- 
nent tout-à-coup  négatives,  en  passant  du  point  6  aux  points  situés  au-dessous 
de  l'axe;  et  pour  qu'il  y  ait  identité  entrelesdeux  résultats,  il  faut  supposer 

;,.—  ^y*    et  ^=  — ^.    ! 


:  [  ■'/-  '  ' 


D'aiUeurs  les  premières  valeurs  de  p'  et  q'  ^  au  point  0^  sopt /?':£=  o^ 
^'  3=  o  y  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  de  p  et  g  en  ce  hiémè  poiiit,  sa-* 
voir,  ps=o,  9  =  «o. 

388.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple  très  simjple,  soitFMG  Fig.  iS. 
un  arc  de  cercle  plus  petit  que  la .  de]iii*arcDnféiïçafie  >  et  &pit  O  le  centre 
de  ce  cercle.  Ayant  fait  FC=CG  =  i  a,  COs=c,  FOssAss  i/(c*+ia»), 
GP=;ar,  FM  =^,  on  aura^  suivant  les  formules  générales,. 


'.    « 


d'ailleurs  ,  par  la  nature  du  cercle  ,  on  a  (j*  -|-  c  )•  -p(  f  a  —  jc)*  as  ^ , 
ou^  -)-  2çjr  '{'  x^  —  ax  ^^o.  Soit  M  un  jpoint  infiniipent  proche  de  G, 
ensorte  que  x  etx  soient  infiniment  petits  et  positifs;  si  î'oii  appelle  B  l'an- 
gle due  fait  la  tangente  en  Xi  avec  Paxé  GC,  en  aura  tang  0  sts  -^,  eti  ^  aur^ 
pour  limite  tang  6.  En  effet ,  soit  x  :=  aS^  J"  étant  infiniment  jpétît ,  on 

,  par  l'équation  du  cercle,  jr=  —[1  —  cT  ^1  -P  S» J J  •  ™®^* 

^  —  ...2S1«  . 'donc    '  .^.•:-..'    .:    H -'.;;..  =  a  ;•.: 


aura 
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ce  qui  donne pq  =  tang  7 Ôm g).  Pour  avoir  sëparément  p  et  ç,  il 

faut  combiner  cette  équation  avec  l'équation  /  =      %w  X  ^  ' 

Cette  dernière  ^  oà  l'on  voit  que  q*  doit  êir^^  de  l'ordre  j,  y  donne 


^=i^Q+p^y, 


I  •—  D*^*  /  - 1         à' il  ■4- /^^ 

on  en  tire ^-  =  cT  (  i  +J^)y  et  ~  =    _\  ;  ;  substituant  la  Valeur  de 

/^^  donnée  par  lapremièfe  équalftok^  on  àtù4 

1  /008âc08»i9(l+/) 

Ces  valeurs  de  p*  et  -;  soïit.  positives  tant  ^e^  est  positif;  elles  sont  nulles 

lorsque  J^  =s  o*  Mais  si  on  fait  cT  n^tif ,  elles  deviennent  négatives,  et  par 
conséquent  p  €t  q  sont  imaginaîres. 
An  resttî,  ces  valeurs  sWcordent  avec  les  formules  de  Fart.  îS^^  tesquclfesi 

ea  supposant  p^  et  -ri  infiniment  petits ,  donnent 


•    t       ■■•      >■ 


.-    i 


et  comàie  en  changeant  le  ûgM  de  J" y  on  ap^E=—-    ■       ■  »  «•••.,•.  ••« 
l^=_tf2î:ii,aeàté«ilte 

y*  COll      ^ I 

Gc>«o&le&<i&ft^VTfde#vakarsila/^«'etr'  — «'«apointM',  «o  faisant 


)     -  -Z 


Efu,  cm  particulier  oh  tune  des  forces  est  nulle, 

Fig.  i3.  389.  Soit  B  =  o;  alors  la  distance  F6  devient  arbitraire 9  ainiàque  m*, 
et  il  n'y  a  de  déterminé  que  la  distance  AF  =  ■  ^^  ^  y  que  nous  nomme- 
rons h.  Dài^  Ifë'cas,  6n  sût  que  Lb  c6ÙtI>&  décrite. 4ett  élut  une  ellipse ,  ou 


plus  gënéralement  uneMCtipn  conique  dont  F  estl'un  des  foyers.  Il&ut 
donc  voir  eomment  œ  insultât  peut  être  déduit  de  nos  formules,  en  les 
coDSÎd^raat  dans  leur  plus  j^erâde^:géiKraUte^  «t^aiis  B^Brtmndre  A  lliypo^ 
thèse  de  l'article  ^77^ 

J'observe  d'«bord  que  comme  la  direction  de  l'axe  FG  est  à  volonté,  on 
peut  prendre,  pour  origine  da moavmaeDt^  an  peiat  déternimé  A,  dans 
lequel  AF  sera  perpendiculaire  à  la  courbe*  Ainsi ,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité de  la  solution ,  on  pourra  supposer  fc  =  7  ^7  j  et  en  mettant  simple- 

ment  m  au  lieu  de  m*,  on  aura  (ast.374^.,  Cs=  i  ^^^'^^-m  ^  '  ^^r/**^.)  >•  •• 

C!  =  7 —  —  A ,  valeurs  où  il  reste  deux  indéterminées  tf  et  Tnr  mais 

comme  on  a^ntre  elles  la  relatioB  ^om  =cs  Ih(A  ^f*^  m)  ,-eii  i^et-ne  comerfer  que 

l'indéterminée  m ,  ce  qui  donnera  C  =  ( ^  AV*  —  A )  f  ~    y, 

C  =  '  ^^  A.  Soit Dsss  ^^^-  ;  les  valeurs  dés  polvnom^  P  et  Q 
(  art.  3^2  )  pourront  être  mises  sous  cette  forme 

et  réqaaUoD  de  k  tra}ectoii«  sera^  en  insftttt  D-»-*  A  tte  mnID)   -       - 


±.<fy 

•■M^*»^^*^— •-iB'a^ta-i^— >»^i^«iaA«*i     fiCrS  — — -^— -^ __^^^.____^ . 


Dans  cette  équation  on  peut  rendre  le  secebd  membre  semblable 
mier  en  faisant  mq^  s=     ,  et  on  aura  la  transformée 


^ 

3go,  L Intégrale  ooBq>lète  de  cette  équation , .  .cgmirenaat  la  4onstatite 
arbitraire  c,  est  \      :••'   •    .   :   1     1 

et  comme  on  doit  avoir  simùltanemenl  ^*  =:±  m,  çf  =  o ,  2*  =  m,  on  trou- 
vera c«s  o ,  et  llntëgrtfcHiiB^îendrir  âètn|»meîft  a?  ei  4:;?,  «'(A  téétflté 


.  ^ 
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Soit  r  -fr  ^  =  fltt ,  s  —  r  =  ai^,  on  aura  u  =  — ^,  ^  =  —,-*;,  ce  qui 
donne  récipf  o€|ueinént  />•  :s  "  ?  ^  ==^  -^^.Substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  préoédente,  et  faisant,  pour  abréger ,  «=  — *^^/^' ,  .,...• 

«  •  •  •  •        •  .         j 

j9     ,  mk  — •  27»  +  I.  jo 

b'scs     >        »  k.   ->  (Ml  aura  w-*rP  =  ct  — b«tf',' ou 

SoiéntAP=ar,  PM  =j^,  onaura  r»  =jr«4-(A— x)*,^*— r»fi=a*+aa(A— ce); 
dottc  r  =  7  a(it-^Ç)-^C(A*^  ar):  Cette  équation,  qu'on  peut  mettre 
^ussi  SQUS  la  forme 


!•  .       t    > 


appartieht  ^n^énéral  a  une  section  conique,  dont  A  est  un  sommet  et  F 
xm  fQyepr  i  elle  appartiendra  en.  particulier  à  l'ellipse  si  l'on  a  f  *.<  i ,  à  la 
parabole  si  £*  =s  i  ,  et  à  l'hyperbole  si  6^  ^  i . 

391.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  point  G  peut  être  pris  à  volonté, 
on  pourra  supposer  que  G  est  Iq  second  foyer  de  l'ellipse.  Alors  on  aura 

h 

r  +  5  =  a-|-2A=:  — (i-f-in),  ce  qui  donnera  ;[?' =s  17» ,  et  par  suite  A s=  m. 
Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  D  —  A  ^  mkD ,  on  en  tire 
D=    _^^,  etpftT  conséquent  V*=g^^^  .  ^y  C'est  le  quarré  de  la  vitesse 

nécessaire  pour,  décrire  l'iellipse  dont  le  grand  axe  est  —  (i  +m),  et  dans  la* 


m 
FA 


quelle  m  représente  le  .rapport  jg. 

Si  l'on  a  m=s  o  ^  le  grand  axe  devient  infini ,  et  l'ellipse  se  change  en  pa- 

rabole;  ainsi  la  courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l'on  a  y*=-7-j  elle  se- 

i«  -. —  • 

rait  une  hyperbçIe:sL^;^t4iégatif,  ou  si  l'on  avait  V*>  —. 

•'dga.  Pour  ^dir  ierrtemps  du  mouvement  dans  |e  cas  de  l'orbite  ellipti- 
que ,  il  faut  reprendre  l'équation 

et  yi :$)}bst^^  l(5s^?talfiurs  p^^^m^Q  =  D  (i  -f- mfYy  ce  qui  dûnnera  / 

a  V(aa)  ""  V,(i  — 7»)»  "«^(i  -f^sr»)»^  i  •!-  m;*' 
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OU ,  en  fiâsant  le  demi-grand  axe  7  a  •  — ^-—  =y/ 

dù\/k  i  (f»  +  y*)rfy 

Soit  q  =  tang  Ç ,  et  on  aura  l'intégrale  . 

&isant  Ç  ssi  j-jr,  et  doublant  la  valeur, de  t.,  on  aura  le  temps  d'une  ré- 
volution, savoir, 

VA    ' 
ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 

Du  cas  particulier  où  Von  a  m'zs,  ni  ^  dans  le  premier  sjrstème,  art.  Zjj* 

393.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P  se  réduit  à  la  forme 

A  +  B  ^ 

Or,  M  est  essentiellement  positif,  puisqu'on  a  M  =  -;;-^- ;  de  la  on  voit 

f 

que  l'équation  (3)  ne  peut  subsister,  à  moins  qu'on  n'ait  dans  toute  l'éten- 
due de  la  courbe  décrite, 

p'  —  TO  =  o  ; 

cette  courbe,  dans  laquelle  r-f-^  est  constant,  sera  donc  une  ellipse,  dont 
F  et  G  sont  les  deux  foyers. 

Cela  posé,  le  point  A,  intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ne  peut  être 
que  le  sommet  de  l'ellipse ,  et  on  aura,  en  ce  point ,  /le ss  ^^ ,  m"*  =  m,  ce 

qm donnera M=:-^-;^—r;  4"B  =  -^— j,,et  par  conséquent % 

V*  =3  —^ — —  .    ~^  ;  ou,  en  substituant  la  valeur  I7ui=  A  f i  -— m) , 

donc  avec  une  vitesse  initiale  ainsi  déterminée ,  le  corps  décrira  la  même 
ellipse  qu'avec  la  vitesse  i/k  .     ^     .j ,  si  la  force  A  agissait  seule  ,  ou 

qu'avec  la  vitesse  \/(i^  Tj^\)>  ^i  la  force  A  était  nulle/  On  peut  tirer 

de  la  un  théorème  assez  l^marquable. 

T.  l.  54 
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((  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers  ;  soit 
»  V  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  celte  ellipse  soit  décrite  en  vertu 
»  de  la  force  A  placée  au  foyer  F  j  soit  pareillement  V"  la  vitesse  en  A  né- 
»  cessaire  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en*  vertu  de  la  force  B  située  à  l'au- 
D  tre  foyer  G  ;  si  ces  deux  forces  agissent  à  la  fois  sur  le  mobile  y  et  que  sa 
»  vitesse  initiale  V  soit  telle  ,  qu'on  ait  V*  =  V*  +  V'* ,  il  décrira  enoort 
D  la  même  ellipse.  » 

394.  Pour  avoir  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque  de 
cette  ellipse  7  déterminé  par  la  variable  ^ ,  on  obsei*vera  que  dans  ce  cas  par- 
ticulier, la  valeur  de  Q  se  réduit  à  cette  forme , 

r 

ce  qui  donnera  la  formule  à  intégrer 

4/V/  '  *"  {^  +ty  i/[A  +  Bm*  +  2  (A  +  B)  wzy»  +  (Aj»*  +  B)  ^]' 

Soit  R  =  V^[  A(  I  -f-  mq^y  -f-  B  (m  +  Ç*)*]  >  on  aura,  par  les  rëductiom 
connues , 

On  voit  que  la  valeur  de  t  ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiq[ûes  de  la 
troisième  espèce ,  si  l'on  a  A  ss  B  ;  c'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  ï 
développer  ce  cas  particulier. 

395.  Soit  donc  A  c;:  B  ^  ce  qui  donne  le  quarrë  de  la  vitesse  initiale 

on  aura  immédiatement 

(l'+m)  <f^  1>A (m  +  q^)  {i+mq^')  dq 

Soit  9  :=:  tang ^ !%[/ ,  cosd  ;=s— ^7j-^,  c=:sin~6,  6=;:oos^d,onaaralatraiii- 
&nnée 

4<int  l'intégrale  est 
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Dans  le  mouvement  que  nous  considérons,  la  vitesse  est  la  même  anx  deux 
extrémités  du  grand  axe  ;  elle  est  aussi  la  même  aux  deux  extrémités  du 
petit  axe.  En  appelant  celle-ci  Y%  on  aura 

^   —        mf       '    ^    —  /  ? 

d'où  il  suit  que  Ja  vitesse  va  en  diminuant  de  l'extrémité  du  grsmd  axe  k 
Fextrémité  du  petit. 

U  est  évident ,  d'ailleurs ,  que  chaque  quart  d'ellipse  est  parcouru  dans  le 
même  temps  qui  sera  le  quart  du  temps  d'une  révolution  ;  de  sorte  qu'en 
appelant  ce  dernier  temps  T ,  on  aura 

3g6.  Les  deux  forces  A  et  B  sont  égales  \  elles  agissent  aux  deux  foyers 
de  l'ellipse.  Si  l'on  voulait  que  la  même  courbe  fût  parcourue  en  vertu 
d'une  seule  force  attractive  aA ,  placée  dans  l'un  des  foyers,  le  temps  de 

la  révolution  serait ,  comme  nous  l'avons  vu  n*  3û3 .  T^ s=  -V,  •  ^  :  donc 


on  a 


T  :  V  ::  2*F'£?  —  \  Ev  :  ' 

h  a 


Poior  savoir  lequel  de  ces  deux  temps  est  le  plus  grand ,  j^observe  qu'oo  a 
en  général ,  E  =  AT  4-^^^^^;  donc 


aiF"c  —  i  E"c  =s  *F'c — Ç  Z*, 


b 


Z' étant  l'intégrale  /  î^-^—^ ,  prise  depuis  Ç  =  o  jusqu'à  ^ss^x.  Mais 

W"c  représente  l'intégrale  \      *^^  '  *" — ^ ,  prise  entre  les  mêmes  limites  ; 

et  puisque  i— c*  est  plus  petit  que  i  —  c'sin*^,  cette  intégrale  est  plus 

petite  que/Hip  ou  ^ <r  :  dbnc,  à  plus  forte  raison,  a6F'c«4TT.Ë'o<^'7r;  donc 

on  a  T  ^T'.  Ainsi  la  masse  aA,  partagée  également  dans  les  deux  foyers, 
agit  plus  fortement  que  la  même  masse  réunie  dans  un  seul  foyer,  c'est- 
à-dire  fiiit  circuler  le  corps  dans  un  moindre  temps. 

397.  Pour  juger  <^e  la  différence  numérique  de  ces  termes  dans  un  cas  par- 
ticulier, soit  0=:  sin  3o*^  on  oiiDs  piar  la  tablé  des  fonctions  complètes, 

54.. 


/' 
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logF'^  =  0.326793  ^Sg'jSSj 

log  E'c=:  o.  i6ô566  935943, 
ce  qui  donnera 

T 

sp=  0.780066  690323. 

Ainsi  les  deux  temps  dont  il  s'agit  seront  à  très  peu  près  dans  le  rapport 
de  78  à  100. 

Au  reste ,  les  vitesses  aux  extrémités  du  grand  axe ,  ne  sont  pas  les  mêmes 
dans  les  deux  cas ,  et  leur  différence  sert  à  expliquer  en  grande  partie  la 
différence  des  résultats.  Si  l'on  appelle  Y'  et  Y'  les  vitesses  aux  apsides  supé- 
rieure et  inférieure,  dans  le  cas  d'une  seule  force  attractive  s A^  concentrée 
dans  l'un  des  foyers,  on  aura 

^    ~    f  '     ^     ~f^' 
et  dans  le   cas  des  forces  séparées,  on  a  V**= -z ;  donc  Y*= 

f  (Y'*  + Y"*),  c'est-à-dire  que  Y'  tient  le  milieu  juste  entre  V  et  Y''*. 
Quant  à  l'effet  de  ces  vitesses  sur  le  temps  périodique,  il  n'y  a  que  le 
calcul  qui  puisse  l'apprécier,  et  à  cet  égard  il  ne  reste  rien  à.  désirer. 

Solution  (tune  difficulté  analytique. 

«  • 

398.  Puisque  l'ellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces  attrac- 
tives A  et  B  sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers  F  et  G,  on 
peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  faire  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions gépérales  (i)  et  (a),  afin  d'en  déduire  les  conditions  nécessaires  pour 
que  ce  mouvement  puisse  avoir  lieu. 

Ayant  donc  fait  t  A  :=/,  CF  =  CG  =  g^  =  ia,  /ii  =  ^=^;  soit  de 
plus  n  =  Ajf^y  on  aura  par  les  propriétés  de  T/elIipse, 


f+gcosp^  .     f-^gcosm  f-^g.Çoaf 


•} 
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Ces  valeurs  ^  et  celles  des  constantes  C  et  C  (  art.  874  ))  où  l'ou  fera 
fe  =  i  TT,  et  pour  abréger,  D=^7"^V%  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (3),  on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent  également  ^ 
et  sans  aucune  condition ,  à  cette  valeur  de  dt^ 

dt    /(     ^    \_(/*— ^)(^  +  y>cos^)^ 
dans  laquelle 
N  =  2D(ï  +;i  cos^)  —  A  (  I  —  cos^)  (  i  +  /i  cos  ^)  +  Ï^C^  —  ^[}  — cosç). 

Ce  résultat^  qui  nHmpose  aucune  condition  à  la  vitesse  initiale^  a  de  quoi 
surprendre )  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s'i|  y  a  une  vitesse  ini- 
tiale propre  à  décrire  l'ellipse  donnée,  toute  vitesse  plus  grande  ou  plus 
petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe.  *  ' 

399.  Pour  rendre  raison  de  ce  paradoxe  ;  il  &ut  considérer  que  les  équa- 
tions (1)  et  (a)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  dîFérences  Ap  ^  dté^ 
di^  et  qu'un  facteur  qui  est  nul  dans  l'ellipse,  a  pu  satisfaire  à  ces  équa- 
tions, sans  qu'on  soit  en  droit  'd'en  conclure  que  ces  deux  équations  se 
réduisent  absolument  à  une  seule. 

Toute  incertitude  à  cet  égard  disparaîtra,  si  l'on  remonte  aux  équations 
différentielles  du  second  ordre,  et  qu'on  fasse  les  substitutions  convenables, 
dans  ces  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la  condition  pour  que  l'ellipsfe 
soit  décritç  en  vertu  des  deux  forces  d'attraction  et  de  la  vitesse  initiale  Y, 
dirigée  perpendiculairement  à  la  ligne  des  centres  FG. 

Faisant  donc,  comme  au  n*  870,  j:=:a  +  rcos^,  ^  =  rsin^,  les 
équatiops  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédiatement, 

d!jr— rrf^ A       Bcos(^ — #) 

Ces  équations  servent  en  général- à  déterminer  la  courbe  décrite  et  le  lieu 
du  corps  au  bout  du  temps  t.  Maintenant  si  cette  courbe  est  l'ellipse  qui 
a  pour  équation  r(/-4-g' cos^)  srry*— ^•^  on  aura 

r  jy  I              ^\ddr^-rd^*             .     ^ /nfeSp ,+ 2</nf^\        ^    rf«* 
{f+g  cos<p) .^^g^<p{^^i!!L^ ?)=/r.^. 

Au  moyeu  de  ces  trois  équations  et  de  hi  valeur  de  -r-^,  tirée  du  résultat  de 
l'articl^é  précédent;  on  trouve  l'équation  de  condition 


/ 
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» 

Substituant  les  valeurs  de  r,  ^,  cosûi,cos  (/p — cû)  en  fonctions  de  ^^  on  aura 
enfin , 

N»  =  A(i  +  »co8Ç>)'+B(p=^y. 

Comparant  cette  valeur  de  N  avec  celle  de  l'article  précédent,  on  trouve 
qu'elles  sont  identiques ,  si  Ton  a  2/ïD=  A (i  +  n)  +  B(i  —  /ï),  cî^est- 
à-dire  si  la  vitesse  initiale  V  est  telle  qu'on  ait 

ce  qui  s'accorde  entièrement  avec  les  résultats  précédens. 

Du  cas  particulier  où  B  =  *—  ^ . 

4ooi  Dans  ce  cas ,  la  force  placée  au  second  foyer  G  est  répulsive,  et  ^ale 

en  intensité  à  la  force  attractive  placée  au  foyer  F.  Pour  que  l'ellipse  soit 

décrite  en  vertu  de  ces  deux  forces,  il  faut,  d'après  la  formule  précédente, 

qu'on  ait 

Y>_   4^   _A(i  — w*) 

Alors  la  vitesse  r  en  un  point  quelconque  est  donnée  par  l'équation  (i), 

savoir, 

aA        aA       y,  aA  aA 

Mais  on  a,  par  hypothèse,  V  =  -fr^-^  =  'j:^, ^  ■     î  ^o^c 

^       aA        aA 

r  ê 

On  Yoil,  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plus,  à  me- 
sure que  le  corps  sMloigne  de  l'extrémité  du  grand  axe;  elle  sera  nulle  a 
l'extrémité  du  petit  axe,  où  l'on  a  r=i5.  Ainsi,  à  partir  de  ce  point,  le 
corps  reviendra  sur  ses  pas ,  et  décrira  le  quart  d'ellipse  dans  le  sens  con- 
traire. Arrivé  au  point  A  avec  une  vitesse  Y  Cigale  à  la  vitesse  initiale ,  mais 
dirigée  en  sens  contraire,  il  continuera  son  mouvement  sur  l'ellipse,  joaqo'i^ 
ce  qu'il  parvienne  a  l'autre  èxtréinité  du  petit  axe,  oii  sa  vitesse  sera  nulle. 
Ainsi ,  daps  le  cas  où  les  deux  forces  situées  aux  deux  foyers  sont  égales, 
mais  agissent  en  sens  contraire ,  le  mobile ,  en  supposant  sa  vitSMe  inîtislr 
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telle  que  nousJl'avoiis  fixée,  parcourra  la  demi-ellipse,  d'une  extrémité  à 
l'autre  du  petit  axe,  par  un  mouvement  analogue  à  celui  d'un  pendule 
qui  oscillerait  dans  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  serait  vertical.  Cet 
exemple  d'un  mouvement  d'oscillation,  que  des  forces  accélératrices  pro- 
duisent sur  un  corps  parfaitement  libre ,  s'il  n'est  pas  le  premier  que  la 
mécanique  ait  offert  jusqu'à  présent,  est  au  moins  digne  de  remarque. 

4oi.  Pour  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B^— A  dans 
la  formule  du  n*  894  >  ce  qui  donnera 

Soit  c*  =  i,  y  =  —lli^^—^y  |/(i  —  c*  sin*4)  =  A,  on  aura 

donc  le  second  membre  de  l'équation  précédente  étant  nommé  dSL  y  on  aura 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

2  =  ctoF(c,  4)  +  c(i-—ni)*E(c,  4)  — c(i  —  iii)*yaL»rf4. 
Mais  on  a 

/A«rf4=ic»A8in4cos4-|-E(c,  4)  — |c*F(c,  4); 


donc 


3  «3 

Z  == -ç- (  1-1-4^  +  1»') F (c,  4)'~t("  —  ni)*A8in4co*4' 


Cette  intégrale^  qui  ne  Comprend  que  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  4)y 

est  la  valeur  de  tj^  (i  -I-'»)  V^(ï  •r*  "**);  «^  «^  &isant  inss*^^^,  on  en 
j^dttit  '  ''  '  ^ ■  " 

"Si  l'on  fiiit  7:=:i,  ou^s^^»^»  on  aura  le  temps  employé  i  parcourir  la 
quart  d*ellipse.  Ainsi  en  appelant  T  le  temps  <l'uue  osdllatioOf  on  aura 


^  i.(   k>ti  •      >••       «.t'i. i 
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Du  cas  particulier  où  Von  a  C  +  C''=  6'. 

4o3.  Dans  ce  cas,  les  polynômes  P  et  Q  se  réduisent  à  deux  termes, 
savoir, 

Dans  le  premier,  les  coefiiciens  et  et  ff  sont  toujours  positif;  dans  Pautrc, 
les  coefficiens  y  ei  J^  peuvent  être  tçus  deux  positif ,  ou  l'un  positif  et 
l'autre  négatif. 

D'après  ces  valeurs,  chaque  membre  de  l'équation  -^  =  -^  pourra  tou- 
jours se  réduire  à  la  forme  .,  J^  .-^-r ,  où  l'on  a  ^  ;=  -y  ;  donc  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  peut  être  représentée  en  général  par    /e  ^%  -  •^v^ 

i/(i-c*sm>0'  ^^  ^^  iï^tégrale  sera 

A:F(c,  4,)=F(c,  Ç)4.const, 

ou  simplement  A:F(4)=F(0'^^^^^^*9  ^^  module  commun  à  ces  fonctions 
étant  c  sï=  |/ j.  ^ 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement ,  l'une 
des  variables  %|/,  ^  est  nulle.  Soit  cette  variable  Ç,  et  soit  en  même  temps 
^^  =s€,  alors  l'équation  de  la  courbe  sera 

A(F4.--.Fe)=:FC; 

et  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  ^ ,  telle  que  F^  =:  F«4'  — -  Fé ,  on 
aura  plus  simplement  A:F0  =  F^. 

4o3>  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l'équation  delà  trajectoire, 
lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à  la  condition  C  +  C  =  o.  Dans  cette 
équation,  A:  sera  en  général  une  fonction  donnée  des  quantités  A,  B,  tf, 
et  de  celles  qui  sont  relatives  à  l'état  initial  du  corps;  si  l'on  suppose  que 

A:  est  égal  à  une  fraction  rationnelle  -,  prise  à  volonté  entre  des  limites  con- 
venables,  cette  condition  établira,  entre  les  données  du  problènae,  une  rela- 
tion au!  moyen  de  laquelle  la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe 
algébrique,  puisqu'il  y  a  toujours  une  équation  algébrique  qui  représente 

l'équation  transcendante 

iF0  =  cFÇ. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  cas  où  la  oonrbe  décrite  par  uu  corps  attiré  vers 
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deux  centres  fixes ,  est  une  courbe  algébrique.  Cette  courbe  serd  nécessai- 
rement rentrante  sur  elle-même ,  lorsque  la  vitesse  initiale  sera  telle,  que  le 
corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini;  alors  il  y  aura  une  période  composée 
'd\me  ou  de  plusieurs  révolutions,  laquelle  se  répétera  à  l'infini;  de  sorte 
qu'il  sufllra  de  calculer  le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes, 
pour  pouvoir  assigner  le  lieu  du  corps  et'  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement au  bout  d'un  temps  quelconque. 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  seront  déter- 
minées d'une  manière  plus  particulière  dans  l'examen  que  nous  ferons  des 
difierens  cas  principaux  du  problème,  sont  les  seules  qu'Euler  ait  données 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1760.  Mais  nous  ferons  voir  qu'il  y  . 
a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent  éga- 
lement satisfaire  au  problèoie;  et  cette  multitude  de  solutions  est  une  nou* 
velle  preuve  des  avantages  que  peut  procurer,  dans  les  applications,  la 
théorie  des  f<Nictions  elliptiques. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. 

4o4-  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  partîealiei«  ;  nous 
allons  maintenant  procéder  à  l'intégration  de  l'équation  (3).  Pour  cela,  il 
faudra  distinguer  dans  ohacun  des  deux  systèmes  indiqués  art.  877,  les 
dîflGsrens  cas  prindpaux  qui  peuvent' y  être  renfermés,  et  qui  donnent  lieu 
i  des  résultats  de  forme  dîffiérente.    . 

Eo  général,  on  sait  que  chaque  membre  de  l'équation  (3)  peut  être  réduit 

à  la  fi^rme  7//  J[^  -  %a^\  î  c^tte  équation  sera  donc  toujours  de  la  forme 

et  son  intégrale  sera ,  par  conséquent,  ''' 

A:F(c,  4)  =  iF(x,0  +  consl.      / 

•  En  supposant  que  le  point*  A,  origine  du  mouvement,  est  situé  sur  l'axe 
EFG^  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre  les  deux  centres 
F  et  G,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  qu'une  des  variables  4  V'K'  ^^^' 

nulle  au  point  A';'  alors  on  devra  supposer  que  -;^  ot  ^  sont  tous  deux  po- 

sitifs,  afin  que  les  ;angl|es  4.  ^^  C  croissent  continuçllement  avec  le  temps  i 
f'est  fiur  ce  priac^p^  que;seroai,c^rigée|  :les  transfc^rmat^^Mi^ftcpâr;  lesquelles 


\ 
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oïk  obtient^  dan»  les  4iflfêreM'  €to,  l'ëquatmi  de^  la  eouirke  diétrite 

Cette  équation,  de  même  foroie  dans  tous  les  cas,,  et  facile  à  ré^oiufare 
pour  déterminer  tant  de  points  c|u'on  voudra  de  l'orbite  >  e^t  remarquable 
surtout,  en  ce  que  le  coeificii^nt.  k  s'exprime  toujours  très  simplement  par 
les  deux  modules  ^  et  x  ;  d'^où  il  suit  que  les  cas  les  plus  variés  du  mouve^^ 
ment  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes,  sont  toujours  résolus  par 
uue  équation  finale,  où  il  n'y  a  que  deux  constante^  arbitraires  pour  repré- 
senter toutes  Ves  données  du  problème.  . 

4oS^.  É^âtis  fe  premier  Système  que  nous  no^s  proposons  maintenant  de 
dé^elbpper,  le  polynôme  P.  est  dé  ïa  formé 

P=xM(w--/i*)(/^*-^iiir), 

où  }iim^  suppose  m  et  m'  positi&^  et  m  >  /t/v  L»  ▼aieor  dep^  esl  4cmc  tou- 
jours comprise  entre  les  limites  m  et  m'.  Oir^lrUeu  dirtbwles  ()K)ittt9  tfk 
l'on  a  p^s=:my  est  une  ellipse  décrite  des  foyers  F  et  6,  et  dont  le  som- 
met Ê  est  ptacé  a  la  distance  Êï*= :  de  même,  le  lieu  de  tous  les 

poîats: eitfBmtkft^otnt'i  est  un# nfHp^  déék^ifte^ébsittétaé^^foyers'^  et  dont 
Ve  sômQiet  t)  est  placé  k  la  distance  FD= ^.  Donc,  dans  tous  les 

cas:  qui  ^4^i:tieniieivt  au  pceqni^  sy/5tème|i  ii^  bourbe  décrite  par  le  omAiIb 
sera  toujours  comprise  dans  l'espace  que-lai#s)MI|.eDl««'  eiix  les  périmèlipes 
des^  deux'  ellipses* queBioua  Venlaiia  de  dét^ramAer}  de  série  i|ae-le»  îolfer- 
sections  de  cette  courbe  avec  l'axe  ne  pourront  se  faii^  que  dans  les*  par^ 
liés  de  cet  axé  ËD,  KL  comprises  entrte  les  deux  ellipses.    '  '    * 

4o6.  Nous  appellerons  apsides  supérieures  y  les  poii^s  de  l'orbite  S*,  S^, 
S',  etc.,  où  l'on  a  p^tsifn^  et  apsides  inférieures  les  points  P,  1%  1%  etc., 
où  l'on  a  ^*  =  m'.  La  raison  de  cette  dénomination  est  que' la  scnaMne  dee 
rayons  vecteurs  r -4*5  est  un  maximum  dans  les  premiers  points,  et  un  mi- 
nimum dans  les  autres;  mais  tl importe  ^ortoti't  <fe  rë&aixjuer  une  propriété 
t^én^rale  des  apsides,. taut. supérieures  %a'in|erieûres^)*  sevoitii^qoe  dafPe  tes 
points^  l'orbite  , est  toujours  tangei^te  à(.l'f4Upse  tWmînatricw  p*  um  ni  M 


P*  =^^'i 


P' 


En  effet,  si  l'orblke^  qui  a  un  point  S  comviuii  avec  l'ellipse  supérii 
àz:th\  coupait'  cetie  eliif)sé,  il  y  aùl^ait  des  points  de  lV>rbite  qui  appar- 
tiendruieiit  »4iike  dli^9e  pli^'giiàlAde^,  et  .p6tiri  lé^ti»éls ,  f)»!^  tfotiM^attii, 
ediaupasé  p^  >#r$  tei^im  pé^t  àfniir  ^eà,^  puisse  M!tM  la  phii'^ittdë 


valeur  de  p^.  De  méoie  si  l'orbite  i  ^^l  A  ufh  yvML  \  '€èoiau<n  ivéélVlipae 
inférieure  p^  =  ni ^  entrait  dans  cette  ellipse ,  il  y  aurait  des  points  del'or- 
bîte  qui  appartiendraieirt  k  «ne  -dUpse  p)ùs  petite^  ^  pour  lesquels  on 
aurait  p^  ^ni \  ce  qui  ne  peut  encore  avoir  lieu,  puisque  ni  est  la  plus 
fie^  vliteilt  tite  ;^. 

liÀe^Mt  y  avoir  d'oxdèption  à  éeUè  pïcfpriétfé  "gen^ë,  qttte  tliMfè  le 
cas  où  l'orbite  aurait  un  poid;  ^è  i'èteoAAèïnèht  'qifi  àlfeWtit*àft  &  l\lnè4ëà 
ellipses  terminatrices ,  ou  Inien  dans  le  cas  o&  la  vitesse  du  corps  serait  zéro 
au  point  S  ;  car  alors  il  lievtemârait  sû^  ses  pas  \  en  suivant  le  même  arc 
de  courbe. 

407.  Pour  procéder  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3)  ,  il  'faut 
transformer  convenablement  les  deux  tiiéiÂbrSs.  Et  d'abord  puisqu'on    a 

PctM  (m— ;^)  (/)•— m'),  si  l'on  fiiitc*^  1  *^^  et^*=H(i^4?8m*4), 
Ott  aura  là  tratls^hhéè 

t  * 

On  a  ensuite,  d'après  les  fofrmulésiie  ï'ârl.-37§"; 

(1— mmOQ=AH-Bi?iOT'+(i»+m')(A4-B)7*-KAiiiwt'-f*)^; 

mais  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  les  &cteurs  du  second  membre 
sont  réeb  ou  imaginàiilbs. 

4o&.  Premier 'cas.  Si  ces  firoteolis  sont  fanei^nairês,  eu  \k  l'tai  a 

€fn  pouilra  supposer 

Q  =  {M  — R)<i4-Mcosd.^^4-^y>, 
a.  .et  0  étant  di^tenntnés  f>ar  les  équations 


A  +  Biii/ii'  '      ™*^—  v/(Amm'+B).i/(A  +  B/i»/ii')' 


-  %• 


d'aiîleiirs  on  a,  comme  dans  Tart.  878,  M  = ?,  M — B^   ^".  -7-* 

èefai^  {>ose,  si  l'on  feit  x=  Sii  |fl,  y  te  -^  ftingÇ^,  on  anffala  translbrtnéb 
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=s,  tYr 2^21.^    et  rêquation.  (3)  dewendra 

d4'  _  dZ  . 


J  it  <■' 


mais  j'observe  qu'on  peut  mettre  «tT  —  4  à  la  place  de  4»  ^^  ^^^^^^, 
.valeur  supposée  ^*==:i7i( i  -— , à^sin*'^) ;  £|ÎDsi  on  pçut  Supprima  le  JouUe 
.signe  de  cette  équation  y  et  écrire  simpiemeprt  f  . 

t  ^  _  ^  ^ 

ce  qui  donnera,  en  intégrant, 

,AF(c,4)  =  F(*,0  +  C''. 

4^*  "  «'agi|iuainte&ant  de  déterminer  la  constante-G'^  Oi^)  d'après  l'état 
initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dans  l'art.  i'j4yOn  doit  avoir  an 
point  A ,  17  =  o  et  /y*  =  m^.  Faisant  donc  ^ =0  et  >(/£=(,  ce  qui  donnera 
mf^z=sm{i  —  c^sin*e),  ou 

sin*  é 


m'^m^       m  —  m* 


me*  I»  —  m'  * 


on  aura  C==— A:F(c,  €);  ainsi  l'équation  de  là  courbe  sera 

AF(c,4)-AF(c,é)  =  F(x,Ç).    . 

Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  £,  déterminé  par  la  voient  de' àin*€,. est 
aigu  ou  obtus;  car  l'équation  de  la  courbe  ne  serait  plus  la  même  si  Pcm 
mettait  tt  •—  6  à  la  place  de  €•  -^       .    . , 

Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dît,  faire  en  sorte  que  les  côel^ 

ficiens  ^,  -^r  soient  tons  deux  positifs  au' commencement  du  mouvement. 

Or,  on  a  au  point  A,  ç=o,  o^si^o,  y  =  o,  p  t=z  ^nfi^  rfr=VAcos/i*, 

rd^  s=i  ydt  sin  /t  ;  d^'un  .  autre  côté  les  équations  /•  =  -^^   \  ■*"   '  ^    «  • 

tang  ^(pp=i-  étant  différeijiciées ,  donnent  au  même  point  A  où  ^=0 ,  ^r= 

" .  ■  '     . 

e       m>î^y=— î  donc -^=^.5^=: C.V smu?= ^^ï— ^  Vsmu; mais 

on  a  en  général  17  =  —  tang  î  Ç,  ce  qui  donne  au  point. A,  ^  =  -j^  •  ^  ; 
doue  '^  r    •        (-.  ™  n  ; 


.  '!  .'.•^/  .'  ):TICGnQII  IL  7/  *.•:  ■':  A  43^ 

«ette valeur  est  totijéurb  posidvel  i'ouraVoir" celle  dé  ^,  foliserve  qu'on  'ai 
leurs  l^ëqôAtieki  ^st:fiir(i'-uï.«8M»«4f>"adone  H»±:i— yhc^shi^cbs^aj,; 


^/  me 


-T  r      y  *  n  <  "s  /  SS5  "li"*  ^îA  7         -^-^ 


fi'^  <  i. 


De  la  on  ^o»t5«ej»ourren<jre^^  positif,  Jfaii^  prent^e  epsi^d^ 

TuDjaigU',  rautre:ob(u8.  ..  j,  ;  .,.;i  i!    •         ;   J  >  .,:>.n;i  ,<■)  <i  .      f  t    x    7  -- 
Par  cette  conditiou^  Kangldi  €  sera  entièrediénli  Jétflnnibé^'ct  k^ooiirbe 
décrite  par  le  mobile  6^  construira  au .  moyen  dé  l^qqaation  : .  ; 

qu'il  feudra  combiner  avec  les  équations  /?*  =  /w  (i  ^  c*  sin'  J/  V  ^  — 

1  .  .  '     .  :!^  !   ,  »'  'îA    *  ^/^  y  — 

T/j  langfÇ.  On  voit  par  ces  dernières ,  que  p  restera  toujours  positive ,  mais 

»«   •  *  ■  *   I 

que  y  prendra  toutes  les  vdleurs  positives  et  jpég^tivfs^.depuis  zéro  jusqu'à 

Tin^ili.  On  déterminera , d'ailleurs  les  coordounéeaj^r  et  j:.^pai;J§iijroitnjuIes 
de  Fart  38f ,  où  l'on  voit  que  l'ordonnéç^^hange  de  signe  en  même  temps 
que  la  variable  q.  \     \    <.         _j 

4io,  L'équation  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  dlécrite  ^  peu!  en 
général  se  réduire  à ^  deux  termes;  ^r  en  ffûsant;F(%^)  —  F(€)=:F(^)  c 
étant  le  module  commun  à  ces  fonctions,  on  aura 

mais  alors  il  faùdrail -exprimer  ]p  en  iowvtiw-de^JÔr,  diaprés  l'équation 
supposée,  on  a  (art.   i8),  en  faisanj^   i^(i"^^*sin'0)=s A(0)  et 

^(,J.>sin*€)  =  û(€);  ■'r*"^^^       \~      -="    ^        •''■     '      .§<x-^- 

^ ./^  àîà?  —  c*8micotisîn£eoi£ 

Mais  cette  expression  étant  assez  compliquée ,  il  m  preférnble  de  laisser 
Péquâtion  deilâ  courbe  dans  safminçJEi  trois:  tern^^^/,  laqutfUgy  d'ailleurs, 
n'est  pas  moins  facile  à  résoudre,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  «X  par.  le 
moyen  de  Ç,  ou  réciproquement;.  \—  ^  ^    ^    ,\ 

Cette  équation  se  simplifia  {l'eUe^-inêmp  daqs  les  deux  cas  particulierftiOÙ 


4  % 
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le  point  A^  ori^ne^4]u.  moiiyement,  est  une  apMde.  ,i^|iparî|çi|re.att  b£»-. 
rieure.  ' 

qv't}^.  de3  somniRt^  de  i'^^ipse  p*z:^nif  on'^usat  |Mir  «pi9^^i)a«^|,dtiQ».p0 
point,  ni?:=m  et  f&ss-'^,  ce  qui  doQ^ra.  €?s=o,  .et , V^ufttipii  d»  lii 
courbe  sera  simplement  ...  . 

Si  le  point  A  est  une  apside  inférieure ,  ce^Aoint  sera  un  sommet  de  l'ellipse 
^=:m ,  et  ôh  aura  rt*=m ,  jtt=î  j^,  cb  ^m  donnera  €=J^.  Uans  ce  cas, 
r«^m^  del&cMrbe  eooiiem  «tàcêW'tfdîfs^térèlèk,  6»vd[^,'A:F(iéV\};)^MIFV 
=  F  (Xy  ^);  mais  eu  faisant  la  même  transformation  t|lièi  dSihé  VirÙiAn  pré- 
mi&imt,  4)t  flufaadèoaiit;  ÛMS' tefôrtfltàl»  ta  tadèw  ézigi^'^',  tfis  t^ltavé  ^=: 

V/fi-^'Iin^^)^^  \â^~^^y  ^*'^'''  S=*'('*;  d;  et  comme  rîeh  nW- 
pêche  de  mettre  >{/  diylièu  d^^  datii  ce'  residttft,  1  é^pation  de  la  courbe 
serai^ouîouiiqdeJçÊatpe^^^::^'^.^     ,,     ^   ,.   .,     ,.         .     ' 

;}ii.  JPff$i>/i)#  ci;»;  S}  lé^  f^MèUi%' du  }>6iyiititlië  Q s6ttt  ^âé» ,  Blr  si  PBH  à 

•♦•i»''Éî  ,'  •  '  •> 

,  —  »w»'  «^  A4.B  '  V 

«  et  «'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équatioos 

,.       (»-<hii»0  (A-HB)     ,_,_Am<»'-hB 

"•^-^^    ,.A4-hi««'  ~?<\*— .4^ii«*- 

Soïl  €t  >  €t' ,  si  l'on  fait  x*  s=  i et  9  s=s  -r-  taog  f  1  op  cura  1,^  trans- 

formée  ,        .  _ 

V/Q       V(-M— *B)     1/(1— ••«n*Ç) 

Soit.ertflu  *  =5<yV^^^;35^^)  ^  \/Q^^  »  et  eta  islim)  J'élpilitioii  de  U 

AF  (c,4)-AF  (c,é)  *rF'<.»,«)i   .         . 
6  éUKW  ^^éhf  de' 4*  au'  iMif  A';  ififnm'^^'^iqHlIflU'    ' 


mais 


( , 


/*   •  '    ' 


«EÉTlKW  n.    '  q(%> 


I 


sin*6  :;=:  —7. 


1  • 

On  trouvera  y  comttie  ci-dessus ,  <fue  l^angle  £  eéX  toujôurâ^  de  ttiéme  espèce 
que  9r  —  /Et,  ce  qui  achèvera  4é  ^èteriurtier.  cet  àrigte.  Ensuite,  pour  ooh- 
«truire  là  lôourbè ,'  ïl  Èiudra  joindre  a  i^éqtiâlion  préc^dénie  lés  éqliations 

;?*  =  m(i  — ^•sin*4),  ç  =  -^tangÇ. 

41 3.  ^i  le  point  A  est  une  apside  rop^kire ,  mi  àurli  €  =^  t» ,  «I  féqiMM- 
tion  de  la  courbe  sera  simplement     ;  > 

Si  le  point  A  est  une  apside*  inienenre*,  tnl'MfSritis^Tr  i  alors  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  encore  de  la  même  fchrniey  ma»  ona^ra..»**!'! 

^' ="?:i^ «* t^ i^r**« f-  --  '  -'-^  /  •■''  ^  •"  '  -■ 

Letdeàs  cà»  pmioip««id  que  hom  veiiot»»  de  kiértslopptr  sOUt  les  ^ult 
qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons  donc  passera  Vetêt^ 
men  des  cas  qui  appaîrrienifaiieht  bu  fécond  ^>^^tèrnefinais  pour  cet  effet  il 
fisiut  y  comme  nous  l'avoni'  d^  dit,  détonniner/leB  cànstflnfces  Ci  et  €?  daM 
l'hypothèse  que  le  point  A  ^.^ongiiie  du  mouvement,  est  situé  sur  l'axe  en- 
tre les  deux  centre»  âêi;jEo^Gçs~C  êiÇ'*  ~7      1""   • 


—  \\\\\\ 


-  '       ♦       ' 
Recherche  des  cas  principaux  coiïfenus  aanJ  le  second  srsième. 


4i4*  On. a  SéjSyU  qfî^^  dao8'ie4se40Hd:^sîiitie,Jft  fâleur  de  P  doit  tou- 
jours être  de  la'ibi*mé 

dliî^î^fâ^(îhdI^/^ës^pàsktfé^^  Sbk  d'unèti^aii- 

déiw  «Dell  )lijii£Cée.v«il.  '  j»  •'!    î»  ■    ''.'-:••■:  .- !  j-.  *-r       •*  ■!<;.;♦••         .'.^ 

Dans  ce  systènjie.,,  la  valeur  d/e  p^  variQjSjLreJese4imitQ^,.^4<^^t^^  $0^ 
les  points  où  /?•  =  m  sont  les  apsides  siifiéfî^res  S*,  S%  S*,  etc.,  dans  les- 
quelles l'orbite  est  tanjgenl^^ T^ellipse  lerfainalriçfef>'Mfe=  m  ;  tous  les  points 
où  ^'sso  peuvent  êti^  ^y|afdes*cdbnté'cîeé  iipsides  inf^ieures  1',  P,  P,  etc., 
péiqaafariwoipid  clirfti7<H|s>?ëif«pqr4<Vl4^fl6*,  ^gfiléi<&yf&,^iéflPai^M0IIU 

l'axe  enjtre  les  deux  centres  F  et  G. 

.  ,?fi5:-^Ssîr2|;^  phe^aeKaT8iït««'^^^*t*ét'«°'^4'^^  ^%û'é!  f^tiVoti-  ^^  ,^ 
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gine  du  monvement  ;  soit  Y  la  vitesse  initiale  ^  et  fe  l'angle  EAH  que  &it 
la  direction  de  cette  vitesse  avec  l'axe  :1es  angles  fÂ^^^m  sont  ouverts  d'un 
même  côté;  ils  prennent  naissance  lorsque  leurs  côtés  sont  confondus  avec 
la  partie  de  l'axe  dirigée  dans  le  sens  QF£. 

Gela  posé,  on  aura,  au  point  A ,  les  valeurs  t  =fO,  9=s9r,  £»  =  o, 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (3),  afin  de  détermiiier 
les  constantes  G  et  CS  on  ^d.  déduira 


C=iaV-(|;-|-B)(l+W). 

Maû  {Miisqo'on-'a  «n  gënëral 

et  que  cette  même  quantité  est  représentée  s  dans  le  aeocmd  8]f alàoie ,  par 

la  formule j.,;;     ;        ,  -  .  ; 

aùiii  pour  détdnniner  iM,  m,'  m','  les  équations    •  ' 

—  (A  +  B)  (ï  +*i»«5t» ~ J oV» J»« rftoV * 

•*.  À-f-B  A     •    11    .   «1     iTm     i»*«înV 

ensuite  la  valeur  de  Q  sera  dopnée.par^Ia  fojfmule. 

4x6.  Procédons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équatioBX3))9.'et  eoitdV 
boi^d  /^  &2  >/m  fcôs  ÇV^  i±= -iffi-j; ,  on  aura  la  transformée'  ' 


>      «    f 


i:;;    •    .      .'I 


i/P  i/(M/i»)     Vr  1  -r  c»  sin*  fît  '^  .         .         .  — ^. 

ï?IWft\Mifi<>P'fi^»i*  d'phlenijr  .i(!»i  r^udtat  «pçiitîf  ,.dp0VW  qufe  faripneBnîh^  «yafeor 
dë^  étant  iéi'o,  celle  dc^^tfôStétî^ikoiîéivèJW,  en  fiiàant'F^i^-Uf^cj^ii 

«         •  1  *  ^ 


•  «•••• 


SECTION  II.  ^i 

==  —  ^    —  g>  •  >g\  î  ®*'  comme  l'équation  supposée  donne  cos  Ç 

-TT — "°  .  ^ , . ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  fait  directement  o  =    ^v^  ^*°^ 
on  aura 

Cette  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second  système  ; 

da 

mais  celle  de  -^  sera  d'une  forme  différente,  suivant  les  différons  cas,  Vest- 

à-dire  suivant  les  différentes  formes  que  peuvent  prendre  les  facteurs  dont 
le  polynôme  Q  est  composé.  Noua  allons  examiner  successivement  ces  diffé- 
rons caS)  mais  nous  nous  bornerons  toujours  à  ceux  qui  supposent  les  quan- 
tités A  et  B  positives. 

417.  Premier  cas.  Supposons  qu'on  ait  à  la  fois  A  >  Bmm'  et  B  >  Kmm\ 
en  sorte  que  mni  soit  non-seulement  moindre  que  l'unité ,  mais  moindre  que 

B    A        • 
le  plus  petit  des  rapports  j,  g-.  Soit  dé  plus  (  A+B)'  (m  —  my 

<4  (A  —  B  mm')  (B  —  Ammf) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

I  +  mni  "^^  A  +  B  • 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  on  pourra  faire 

Q  =  (M— B)  (i  -|-3acosft.y»  +  cty), 

et  et  6  étant  déterminés  par  les  équations 

B  — AiiM»'  û       îCto  — j»')(A-|-B) 

Gela  posé,  soit  q  =  -rr^  tang^^,  xssin-d,  on  aura  la  transformée 

dq  1  d^ 

Soit  «nfin 

l'équation  (3)  deyiendra 


jb. 


et  son  int^ale  sera 

tF(c,4)  =  F(»,C)-F(«,0, 
T.  L  56 
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£  étant  la  valeur  de  Ç  lorsque  <=o  :  alors  on  a  ^=  v/iti"";  aini  e  est  donné 
par  réquation  tang  ^  €  =  |/(  «m*  ) . 

4i8-  Cberokotts omiastenaDt  les  valeurs  ^  '^  ^  ^  lorsqm  tz:^o.  Pub- 
qu'on  a  ^^^—£^  —  f  >>  t^^^gi  û>  =  f?9,  ces  équations  étant  difleren- 
ciées ,  donnent  pour  le  point  A  où pss^o  et  wzszo ,  drzair^^^,  ^d{»=:qdp; 

donc  ^=—  .  -T-sa-      .^-^Ysinft.  Cette  valeur  est  positive,  donc  -5-,  qui 

est  du  même  signe  que^,  çst  ay^si  positif.  Il  reste  à  ftôre  en  sorte  que  ^ 
soii  aussi  po^tif. 

Or,  en  a  «ir=~Vrf/cos^==^^2^ji9  ài«î^=^i^^ 

d'un  nutre  côte;,  l'ëquatiôn  J  =  r?;^  tangif  dooae  dq  =  ^-^  •  ^t,^}  donc 
au  paÎ9t  A,  on  aura 

Ainsi  la  valeur  de  ^  ne  serai  positive  que  lorsque  l'angle  /x  sera  plus  grand 

qu'un  droit.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  de  l'article  précédent  est 
exacte ,  et  il  n'y  a  aucune  ambîguité  sur  la  valeur  de  i'^agle  €  -dlédak  de 
l'équation  tang  71?==  |/(a;»*). 

419.  Mais  si  l'angle  fi  est  moindre  qu'un  droit,  alors  le  coefficieat  ^ 

deviendra  négatif,  et  l'équation  (3),  dans  laquelle  nous  avions  négligé  le 
double  signe,  devra  être  écrite  ainsi, 

Pour  la  ramener  à  la  (brosBe  ordinaire ,  nous  preRdrons  une  nouvelle  va* 

» 

riable  ^ ,  telle  que  tang  %  tangÇ  ==  i==  — -L._ ,  ce  qui  donnera.  ..!..• 
""  1/  (i  ^^^laCit)  ^  V\  1  ~^in^^)  >  ^^^  ^  ^*^^™  ^^  exprâoée  en  fonction 

I     ^  I  oos^ 

de  ç,  et  on  aura  ?  =  77-  .  777; ^  -  X^  ,  l  -  t*  Par  le  moyen  de tsette 

valeur  substituée  diroclemait  àems  la  qnantité  -^,  on  aurait  trouvé.. 

•      dq  I  /^df 

*"  Ï/Q  =  i»v/(M«-Bi5  •  jt/OiJvsia^^  ^"^^  J'équatipn  (3),  qui  est  alors 


sacTioN  n.  4^ 


-^  =»  —  ^^,  à  pour  transformée 
et  son  intégrale  est 

*F(«?,4>«F(»,  Ç)-P(»,'.>, 


•ott 


€  étant  déterminé  par  Péqnatîon  l/ftfni*)  = -77-- ,  .  ,  ^  ^  ,  . — ;  d'où 

Ton  tire 


1  — mm* 


4^0.  Il  résnite  de  cette  analyse ,  que,  dans  tou&Ies  cas,  l'équation  de  la 
courbe  sera  représentée  par  la  même  formule 

AF(e,4)=a-F(«,0~F(«,  Oj 

que,  dans  tous  les  cas^  la  valeur  de  p  sera  p  asr  ^  J^  '^1»» A\  '  ™®**  V^ 

les  formules  qui  donnent  les  valevrs  dé  la  variaUle  ç  et  de  la  conrtante  &, 
seront  différentes,  selon  que  l'angle  f(  qui  détermine  la  direction  de  la 
vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  angle  droit. 
Si  l'on  a  /Et  >•  7  "TT  «  les  formulea  dont  il  s'agit  seront 

tangi€=v/(flwn»),     î  =  p;^tang|C; 
si  l'on  a  f(  <  7^,  ces  formules  seront 


mm*  i  ct»i 


^^^^        !ii\/imm*y      ^—  ^^  •  |/(,_»«8m*C)  +  tfsinr 

421.  On  pourra  éviter  la  distmetîon  de  ces  deux  cas,  et  s'en  tenir  au  pre- 
mier, qitt  est  lie  plu*  simple,  si  l'oor  diésigne  constamaMit  plair  F  «eM  ées 
deux  centres  où  l'angle  FAH,  formé  par  la  tangente  AH  avec  l'axe  du  côté 

de  F,  est  un  a&gle  obtn».  Celte  hypothèse  ne  diminue  enriéù  la  généralité 

FA 
de  la  solution,  puisque  d'ailleurs  pi*,  cpii  représente  le  rapport 2^9  P^"^ 

avoi^  une  valeur  quelconque  depuis  zéro  jusqu'à  l'iafini,  et  qu'il  a'y  a 
aucun  avantage  à  supposer  le  point  A  plus  près-  d&.Fqw  de  G^  ca  ^ui 
rendrait  m®  <  i. 

Pour  éviter  une  subdivision  intïCSe,  nous  choiaifons  de  même,  dans  les 
autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à  examiner,  le  centre  relativement 
attend  k  .sokitioD'  se  présente  9<dù9  hr  fimne  h  plbs  simple,  lorsque  ceCte 
solution  sera  susceptible  de  deux  formes. 

56.  i 
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422.  Nous  pourrioDs  passer  sous  silence  le  cas  de  fju:^^^]^  parce  que 
ce  cas  particulier  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occik> 

pons.  En  effet ,  comme  on  aurait  alors  ^  =  o ,  il  faudrait  qu'on  eût  en 

même  temps  Q  =  o,  et  qu'ainsi  q*  —  m?  fût  Êicteur  du  polynôme  Qj  ce 
qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  facteurs  de  Q  sont  imaginaires,  excepté  dans  le 
seul  cas  de  0=0,  où  ils  deviennent  égaux  et  de  Ifi  forme  i  -t-^*,  non 
semblable  a  ^  —  m*. 

Au  reste,  si,  dans  la  supposition  de  /ea=7^,  on  cherchait  à  vérifier  la 
condition  (A  +  B)'(/îi  —  m')*  < 4  ( A  —  Bmm')  (B  — •  Aiwm'),  d'après  le» 
valeurs  de  mm'  et  m  —  ra'  données  art.  4  '  9  >  ^^  trouverait  que  cette  con- 
dition n'a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour  résultat, 

[ i aV  (i  —  W)  =  (^,  4-  Bw^)  ( I  +  m^)]*  <  o. 
Ainsi  lorsqu'on  a   ^j'IL  <^  LL.— .     l'orbite  ne  coupera  jamais  l'axe  à 

*  I -f*  "^"^  A+U  ... 

angles  droits  entre  les  deux  centres  F  et  G. 

423.  Second  cas.  Soit  encore  A  >•  Bmm'  et  B  >  Animf,  et  supposons  de 

plus  qu'on  ait 

m+m'   „^^  2  y/AB 

i^uim'  <   A+¥' 

ces  conditions  ayant  lieu,  les  facteurs  du  polynôme  Q  seront  réels,  mais  il 
y  aura  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  m-^m'  est  positif  ou  négatif 

424*  Soit,  I*.  m'^my  on  pourra  fcire  . 

Q=:(M  — B)(iH-ay-)(i  +  aV), 
ûL  et  a!  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

+    ,        (ot  — m')(A  +  B)  ,       B-r-Amn»' 

A  — Btoi»'         '     *^ — A  — Btoot'' 

Soit  a  >  «';  si  l'on  fait  x*=  i  —  ^  et  y  =  -j-  tang  Ç,  on  aura  -^^  —s 


:.  Soit  ensuite 


^^ D  ^f ^Q 


k(M«— B«)*  i/(r  — ••8in»Çy 


l'éçiatiM  (3)  deneadm *-^/,J>^^  =  >/(. -7- .;.•»' « «»  «'«'p.»» 
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*F(c,^^)•=F(■»,Ç)-F(x,  «), 

i  étant  la  valeur  de  Ç  au  commencement  du  mouvement  |  valeur  connue 

par  l'équation 

tang6=5  |/((X?ii'»). 

Mais  pour  que  l'équation  générale,  dans  laquelle  nous  avons  supprimé  le 

signe  ambigu,  soit  exacte,  il  faut  que  ^  soit  positif.  Or  on  a,  au  point  A, 

■ 

comme  dans  Fart.  4ï8>  ^  =    aa\/nJ  '^^^(^ — M')'  D'ailleurs  l'équation 

9=  -^  i&n^Zj  donne  au  même  point,  ~  =  |/a.cos^€  .  ^;  donc  ~  sera 

positif  si  cos(7r— -/t)  est  positif,  ou  si  l'on  a  A*>r^. 

Dans  le  cas  contraire  ,^  il  faudra  transformer  Ja  variable  {^  comme  on  l'a 
fait  dans  l'art.  4^9 9  ^^^  ^^  P^^^^  ^  dispenser  de  ce  calcul,  en  choisissant^ 
pour  le  centre  F,  celui  des  deux  pour  lequel  l'angle  jCt  est  plus  grand  qu'un 
angle  droit. 

4^5.  Soit,  2^,  m!  ^  m,  les  autres  conditions  étant  les  mêmes  que  dans 
l'art.  4^3,  on  pourra  faire 

Qs=(M-A)(^-ct)(g*-ct'), 
et  et  a'  étant  des  quantités  rëelles  et  positives  données  par  les  équations 

"*'*"■         B  —  Amm'         '     ""  ""B— AifMi»" 
Soit  «  >  «';  si  l'on  ùàt  «*™'~'  «'  y  as  Y\,  on  aura  — -^s:..-.. 

t/(M.'-.AO  •  t/(.-.1'.in^-  Soit  do°«  *=  ^  y/^  •  -^y  v/CtT?)' 
et  l'équation  (3)  deviendra,  en  supprimant  le  s^e  ambigu  et  intégrant, 

AF(c,4)  =  F(*,0-F(x,  6); 

c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

4^6.  Pour  déterminer  ta  constante  £,  on  aura  d'abord  Péquation  sine 
=  i/r'-^J ;  ix^îs  <^ette  équation  laisse  incertain  fi,  l'angle  €  est  aigu  ou  obtus. 

Il  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisSaisant  à  la  condition  que^  soit  positif 
au  commencement  du-  mouvement. 
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I 

Or  Qiï  a,  comme  daiis  rart.  âiS.^  s=r- — •^^.Vx^osÇ^  —  u):  d'ail- 

^  ^      '  eu  ^aym^  ^  ^  '^ 

leurs  1  équation  q  =s  -T--p  donne  au  point  A ,  gj  =  •—  -^ •  ^>  ®* 

J=:^-^J..VcosAttang€; 

donc  ^  seffa  toujours  po^iiif ,  sî  l'on  porend  <  de  nMâme  espèce  que  /i..  Csite 

condition,  jointe  à  la  valeur^  e=ri/£^,  détexmine  ooniplétementraDglec, 

qui,  dans  ce  caa  comme  dans  tons  les  autres,  est  toujours  moindre  que  deux 
angle»  droits. 

Si  l'angle  /e«  est  droit,  c^9è-àhd^e  si  la  tangente  en  A  est  perpendiculaire 

à  Faxe,  on  aura  aussi  e  =  ^^r,  et  Inéquation  sin£  =  t/-^  donnera  assrm*; 

aloïs  Q  aura  pour  facteuv  ^•—to?;  c'eatun.ca&  dont  nous  avons  déjàreu- 
contré  un  exemple,  art.  4^ 3-  \      * 

Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  deviendra  ^F(c^')^}==:F(%,Q— F'x, 
et  on  peut  réduire  le  second  membre  à  un  seul  terme,  en  faiisant  F(x,Ç} — 

F*)t  =  F(x ,  Ç')  >  ^^  quidonnera  sin  Ç  =  r^ ns^Fv-    Supprimant  ensuite 

les  accens  dans  le  résultat,  on  voit  que  poujc  le  cas  de  /a:=:^  ^,  on  aura  les 
équations 

*F(c,+)=F(..ïi,  p-j0Mvy  f^v'^y^-J.T''- 


4^7.  Treisième-  cas.  Supj^Bfc  maint^DMit  A.<  Bmm'  et  &>^Araa'i 

A  B 

on  y  m  d'autre»  lerflies  ^^  A  <  B  j^  et  mm'  tout-à-la-fob  >  ]^  et  <  j  j  alors 
on  devra  faire 

et  et  et'  étant  des  quantités  roefleS  et  pmidTer  déteFodinéies  par  les  équations 

*"■*—         B~Ai»m<        '     **  —  B— Al»»'- 

■     I 


soit  enfin  A  =  ^  y/(ï[  ,î^)  =  v/(ïES)r  l'^»»tion  (3)  dfeTÔttidni, 
en  substituàttl  et  en  intégrant, 

AF(c,  4)=:F(»,Ç)-ÏCW)^ 
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c'est  relation  de  la  couul^e  qu'il  &adra  combiner  avec  les  équations 

Quant  à  la  iraleur  dé  4,  elle  devra  fialisËiire  à  i'«ç[uatioa  nasi — :  \/C^  j  où 
l'on  voit  que  £  .3tfa  loujoucs  <d^i  maïs  îlfant  en  -(Miti^-que  ie  coçffieieut 
^  soit  positif  à  l'origine  du  mouvement. 

Or^  l'équation  7  oos^  s  ^ét  «dcmae  au  poîni  A,  ^  £s  ^  cot  (  ;  substi- 
tuant la  valeur  de  ^  de  Fart.  4^8  >  3  viendra 

ainsi  la  valeur  de ^  ne  sera  positive  que  lorsqu'on  aura  f^'^iTT. 

Si  l'on,  a  f»=s^9r,  il  fendra,  d'après  l'équation  ^précédente,  qu'on  art 
£aao,  et  par  conséquent  a  ssiniF^ff tsittosA  ce  qu'on  peut  vérifier,  d'arprés 
les  équations  de  Fart.  i^iSy  en  y  faisairt  ftr=  jir,  et  combinant  ces  équa- 
tutts  avec  celles  qui,  dans  le  cas  présent,  servent  à  ifléterminer  aei  tt\ 

Dans  ce  cas  donc , l'équation  delà  courbe  se  simplifie  et  devient  AF(c,  4) 

s=:P  (  X,  ^).  On  peut  d'aiUeurs  s'assurer  que  la  valeur  de  ^,  4|ui  reste  isd^ 

tcunnee  dans  ia  bmuàe  prieéderile,  devra  être  positive.  £n  effet ,  puis- 
qu'on a  ût  =5  m^^  la  valeur  de  Q  devient 

Q=:(M-A)(^*-l»«)«H-«'>, 

d'oà  l'on  voit  qne  iviP  «rtla  plus  petite  valeur  de  q*  ;  donc  ^  eA  positif,  et 

par  conséquent  aussi  ^. 

4^^^  ^  l'angle  Ae^  <!s'^>  on  ne  pomra  plus,  comuie  dans  les  cas  pré- 
cédeus  ,  obtenir  la  solution  en  choisissant  pour  le  centre  T  celui  qui  est 
placé  du  côté  de  l'angle  f^'^  ^Tf;  car  l'échange  qu'on  ferait  entre  A  et 
B,  substituerait  aux  conditions  A<CBi7im',  B>>Ai?im',  des  conditions  dif-' 
férentes  B^A/Tim^  A^Bmm',  inconvénient  qui  ne  s'est  pas  rencontré 
dans  les  cas  précédens.  Mais  il  y  a  un  moyen  très  simple  de  changer  la 

dt  dp 

variable  Ç ,  pour  laquelle  ^  sera  négatif,  en  une  autre  ^',  pour  laquelle  -j- 
sera  positif;  il  consbte ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  i  &ire  FÇ-f-  F^=F'x 
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X  étant  le  module  commun ,  ce  qui  donnera  ^(,_.,intg)  =  —  x/ii-iân*Çy 
Et  comme  par  cette  supposition  on  a  tangÇ  tang(f'  =  7,  il  en  résulte.. 

«o^c— ^/(,_,.gin.ç')»  6^9 — r*      riS?      ""  « ss?    • 

Soit  d'ailleurs  ('  la  valeur  de  Ç'  lorsque  <  =:  o,  ou  lorsque  ^  =  m*,  on  aura 

Cela  posé ,  on  peut  supprimer  les  acceDS  qui  aflfectent  ^'  et  c',  et  la  solu- 
tion ,  pour  le  cas  de  /te  ^  ^^^  sera  donnée  par  les  formules 

ÀF(c,  4)  =  F(x,0-FC«,  «), 

ct/m'.sin^'  •     l/«'-    |/(l  — «•»in*Ç)  //m'>—m\ 

439.  Ici  se  termine  l'examen  que  nous  voulions  faire  des  cas  principaux 
du  jproblème.  Car  si  on  avait  à  la  fois  B^  kmni  et  A  >  Bfiim',  ce  cas, 
qui  suppose  A  >  B,  est  entièrement  semblable  au  troisième  cas,  où  Ton 
a  A  <C  Bmm'  et  B  >>  kmni^  qui  suppose  B  ^  A.  Ces  deux  cas  se  iHkIuiront 
à  un  seul,  en  désignant  constamment  par  F  celui  des  deux  centres  ou 
réside  la  moindre  force.  Enfin ^si  l'on  supposait  pour  dernière  combinaison 
A^Bmm'  et  B^  A/ra/n',  ce  qui  rendrait  négatifs  le  premier  et  le  troisième 
terme  du  polynôme  Q,  il  faudrait  qu'au  moins  le  second  fût  positif,  et 
qu'ainsi  on  eût  nt'Kjn'^  mais  les  conditions  A<<Bmm',  B<^Ai7ti9t',  supposent 

mm'  >  I ,  ou  m'  >•  — ,  ce  qui  ne  peut  s'accorder  avec  la  condition  m!  ^m^ 

Ainsi  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu. 

43o.  Pour  plus  de  clarté,  nous  joignons  ici  un  tableau  général  qui  con- 
tient le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y  trouvera  les  formules 
qui  servent  à  distinguer  et  à  résoudre  les  différens  cas  principaux  dans  les- 
queb  se  divise  le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers 
deux  centres  fixes. 


k. 


.  * 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota,  DanB  les  deux  pfvmters  cas ,  les  Taleurs  de  met  m  se  déduisent  des  données  im« 
médiates  dn  problème  m^,  Y.  fêy  -par  les  formules  de  Fart  378;  ces  deux  cas  composent 
le  premier  système,  dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut  jamais  rencontrer  son  axe 
entre  les  centres  F  et  G. 

Dans  les  quatre  autres  cas,  les  yaleurs  de  m  et  m'  sont  déduites  des  données  m^, 
\f  fêy  par  les  formules  de  Part.  ^i&\  ces  cas  composent  le  second  système,  dans  lequel  il 
y  a  toujours, entre  les  centres  F  et  G,  un  ou  plusieurs  points  d'intersection  de  la  courbe 
aTce  l'axe;  le  point  A ,  origine  du  mouTement,  auquel  se  rapportent  les  données  m%  Y, 
^,  est  un  de  ces  points  d'intersection. 


wi'<;m,    cî*=i—  — , 


I  —  mm' 


B 


Ai»m'+B         . 


K'H-w'XA+B) 


A+Bwwi"  l/(Amiii'4-B).  1/(A+BtoS^ 


m'^n^ 


sin't  = 


j  9 


wi—  m 
•  de  même  espèce  que  r — ^ 


CoroUain  /.  Si  l'on  a  17»*  =:  ir>, 


CmMam  IL  Si  l'on  a  w^ss^ni, 


Équation  de  la  courbe. 


*F(c,^)-*F(<:,.)^F(.,0, 
/>•  =  m  (i — c^sin*^) , 

,=  p^.Ungiî. 


*F(c,4^)=F(»,0, 
p*:=  /»(!  — c*sin*40  > 

^=p;.tangiÇ. 


*r(c,4)=F(»,0, 

^""  I— TsmS^' 
^r:?~.iaiigK. 


T.  I. 
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itions  et  dénominations. 


Eqiulîim  âe  la  courbe. 


aj/ÂB      •._      m 
*  A+B'    "  ~m+m" 


CAS  IV. 


^  A— Bwim        '         •      A— Bmm" 

tang  I  =  ^(ctm®). 

On  prendra  pour  F  celui  de  deux  centres  vers  le- 
quel Fangle  /u=FAH  est  phi^  grand  qu'un  droit. 


itF(c,4.)=F(.,Ç)-F(«,.), 


/>  = 


|/(i_^8in*4')' 


^  =  TÂi-**"8^- 


-^Bmm' 


A  ^  Biww»',     B  ^  Amm ,     n»  ^  wi , 

w*+m'  ,,^^^  a|/A5  m 

i*+-mm'-^  A  +  B'        ~m+w?' 

u  I  y  — (>»'-'») (^'■^-B)      ^'==i 

B  —  AimiK  B  —  Am?7t' 

•>-'.   -=7.  *=v/(^. 

f  de  itféme  espèce  qile  ^. 


Le  joês  à€  fêS3:\ir.  d»niie  tsciîir,  et  WaaAaes  fns^ , 
mules  sont  applicables.  Mais  Tiquation  de  la  courbe  se 
réduira  à  deux  termes ,  au  moyen  Ke^   formules  ci- 
jointes. 


*F(c,4,)=F(«,O-F(.,0. 
cl/w»'.8in4' 

*^        1/(1— <;«gîn'4.)' 


__     c^ni .  sin  4^ 
'  cosÇ 


p  —  x 


A  -<  Bmfn',    B  >  kmniy    c* = ; — 7  ,- 

,      („i'_„»)(A4.B)         ,      Bi»/»'  — A 

•^  -*^   il    rSZS*    i  '  '  ■   *     ■■■     I      ■<  I  >■  I     I     '  KH     — ^.    I       r     1    -  ri 

fi  ss^ir,  .  «ss'o. 


CAS  VI. 


iF(c,4')=F(»,0-F(»,0, 
cWm  ,  sin  4/ 

cosÇ* 


57. . 


i 
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(art.  372),  soit  plutôt,  pour  ne  laisser  aucune  indétermination,  par  les 
valeurs  des  coordonnées  GP=:a:,  PM=:^,  lesquelles  sont 

_     <»('— />y) 2a/?^ 

43a.  Puisque  l'orbite  dont  il  s'agit  est  renfermée  tout  entière  dans  l'es- 
pace que  laissent  entre  eux  les  périmètres  des  deux  ellipses />*=i7i,;9*=: m',  Fîg.  ao. 
décrites  des  mêmes  foyers  F. et  G;  soient  £  et  D  les  sommets  voisins  de  ces 

ellipses,  en  sorte  qu'on  ait  mz=z=j^  et  m'sg^,  les  deux  autres  sommets 

étant  L  et  K  ;  il  est  visible  que  l'orbite  qui  commence  au  point  A  ne  pourra, 
dans  ses  circonvolutions,  couper  l'axe  que  dans  les  intervalles  KL  et  DE. 
Voyons  d'abord  comment  on  détermine  ces  intefsections^  qui  sont  des  points 
d'autant  plus  remarquables,  qu'ils  servent  à  compter  les  révolutions  et 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite. 

A  partir -du  point  A,  le  point  B',  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  se 
trouvera ,  d'après  le  n*  383 ,  en  faisant  9  =  00  ou  Ç  =  ^.  Soit  y'  la  valeur 
correspondante  de  4  9  <l6  ^^^  qu'on  ait 


supposons  qu'on  ait  déterminé  cT'  par  l'équation  F(c,  cr')  =  T  F'x,  ce  qui 

peut  se  faire  par  la  méthode  du  n^  7 1  >  il  restera  à  résoudre  l'équation 
F(c,  y)=F(c,  €)+F(c,  cT'),  ou  simplement  F^crFi+FeT',  c  étant  le 
module  commun  à  ces  fonctions  ;  or,  celle-ci  se  résout  par  les  formules  du 
i\®  18,  qui  donnent 

.y/,         -»  •.  .- /\ V/(i— c*gin'  i^)  l/(r — c*sinS)  —  c^sip/'gint  cos^co«f 

'^    ^     •  ^   ^  1  — C*8Ul'd*^8m*t 

de  là ,  ;>•  =  i»(i  —  c*  sin*^^'  )  =5  ==j  ;  ainsi  le  point  B*  est  déterminé. 

433.  A  partir  du  point  B',  l'intersection  suivante,  qui  doit  avoir  lieu  en 
un  point  A'  situé  sur  la  partie  de  l'axe  ED ,  se  déterminera  en  faisant  ^=0 
ou  ^  =  27r.  Appelant  donc  y"  la  valeur  correspondante  de  4  9  on  trouvera 

^•par  la  résolution  de  l'équation  F (c,y)=F(c,  O  +  f  F'x  =  F(c,  i) 

Soit  tf'*  l'amplitude  qui  donne  F(c,  cr")=2F(c,  cT'),  cT"  pourra  se  dé- 
duire trigonométriquement  de  J^'y  par  les  formules  de  la  duplication  des 
fonctions;  ensuite  il  farudra  résoudre  Féquation  F^  =  F6H-FJ^",  et  on  en 


déduira  une  valeur  de  \/(i  —  c'sin'j'")  pareille  à  celle  que  noua  avons 
trouvée  dans  l'article  précèdent. 

434-  En  général,  soient  B',  B',B*,  etc.,  les  intersections  successives  qui 
ont  lieu  du  côté  du  centre  G;«»eDt  A',  A",  A',  etc.,«eUea  qui  ont  lieu  du 
côte  de  F;  les  valeurs  de  ^  et  i}/  correspondantes  à  ces  difTérens  points,  sui- 
vant l'ordre  avec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le' mouvement- du  corps, 'pour- 
ront se  déngner  comme  il  suit,  en  y  joignant  les  auxiKaires  ^,  J^,  d^'",  eic. 

Intersections B',  A',  B»,  A',  B',  A*,  B*,  etc., 

Ç *,  aw,  3-a,  4*,  5ir,  ôr,  7«r,  etc., 

Auxiliaires J",  J"',  J"",  «T",  /',  J",  cT',  ett. , 

4 y',  y" y  y'",  >",  >",  >•,  y\  etc. 

Ayant  donc  dcteiminë  la  preiuière  auxiliaire cT'  avec  toute  l'exaotitude ^néces- 
saire, par  l'équation  F(c,  /')  =  tF'x,  on  déterminera  les  suivantes,  J^", 
^"',  é^",  etc. ,  par  les  formules  connuee  pour  la  multiplication  de  la  fonc- 
tion F(c,  J"'}  ou  E/',  de  manière  qu'on  ait 

FJ"'  =  aF<r',     F(r"'  =  3F/',     FJ^"  =  4F<r',  etc. 
Cela  posé,  chaque  valeur  de^  se  déduira  du  J'correspondanL,  en  résol- 
vant l'équation  Ty  =  FJ  +  Fe,  dans  laquelle  5^  et  J*  prendront  un  même 
nombre  d'accens,  tandis  cpie  4  reste  toujours  le  même;  or,  la  résolution 
de  cette  équation  donne  en  général 

,,  .   ■   .    \        l/('  —  <j*Mn'*).  V'fi — c'«în*i')  —  i^iint>hl/cosf  om/ 

On  connaîtra  ainsi  la  valeur  de^^ni(i  — •c'sin'^),  laquelle  étant  égale  à 
^  ou  à  j!rT7 ,  déterminera  le  point  d'intersection  correspondant  B"  ou  A'. 

Les  points  B',  B',  B',  etc.,  sont  ceux  où  le  corps  tamine  la  i",  la  3', 
la  5',  etc. ,  demi-révolution;  les  pcnnts  A",  A',  A',  etc.,  sont  ceux  oii 
il  termine  la  i",  la  a*,  la  3*,  etc.,  révolution.  Ces  points  seront  tous  dif- 
férehs  les  uns  des  antres  ,  dans  chaque  série ,  si  la  quantité  -p—  est  irra- 
tionnelle ;  mais  si  cette  quantité  est  rationnelle ,  le  corps  reviendra ,  apré« 
un  certain  nombre  de  révolutions  ,.' au  point  A,  d'où  il  était  parti,  cl  h 
même  période  de  mouvement  se  renouvellera  à  l'infini. 

En  effet,  le  corps  reviendra  au  point  A,si  L'onpeutfaireàlafbisÇâsanr  et 
J.  =  e«'-f>E,iete  étant  des  nombres  entiers.  Ces  valeurs  étant  substituées 
dans  l'équation  ftF  (c,  4)  —  AF  (c ,  e)  =  F  (jt,  Ç) ,  on  eo.tù*  akéF'c  =  4tF' x, 
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ou  — ^  =  -  •  Donc  si  la  quantité  -^  est  un  nombre  rationnel  -  ^  le  corps 

reviendra  au  point  de  départ  A  y  aprèa  une  période  composée  de  i  révo- 
lutions ,  ce  qui  résulte  de  la  valeur  ([  =:  a^^r.  En  revenant  ainsi  au  même 
point,  on  voit ,  par  l'équaticn  (i)  j  que  le  corpa  aura  la. même  vitesse  qu'à 
Fondue  du  mouvement  ;  oiaift  celte  vitesse  ser«-t-elW  dingée^  dans  le  même 
sens  ?  c'est  ce  qu'il  &ut  examiner. 

435.  £n  général,  quel  que  soit  l'état  initial  du  mouvement,  si  le  corps  Fig.  t3. 
passe  deux  fois  dans  un  même  point  M  de  son  orbite  y  âft  vitesse  en  ce  point 

sera  égale  dans  les  deux  cas^  et  la  direction  de  cette  vitesse  devra  faire  un 
angle  égal ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  'avec  la  droite  MQ,  qui  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  FM6. 

En  effet,  il  résulte  des  équations* (1)  et  (3),  qcie  si  on  désigne  par  dz 

l'élément  de  la  eiomim ,  la  valeur^  de  ^  et  celle  de  --^-  «  -~ ,  seront  le» 

mêmes  dans  letk  deut  passages  dui  corps  par  le  point  M.  La  première  quan- 
tité est  le  carré  de  la  vitesse  ;  donc  la  vitesse  est  égale  dans  les  deux  cas  ; 

la  seconde  représente  le  produit  sin  TMF  •  sin  TMG,  ou^  cos  FMG 

—  I  cos  aTMQ,  MQ  étant  la  droite  qui  divise  en  deux  également  l'angle 
FMG.  Donc  si  TM  est  la  tangente  de  l'orbite  au  premier  passage,  la  tan- 
gente de  Forbite ,  au  second  passage ,  sera  nécessairement  l'une  des  deux 
droites  TM,  T'M,  également  inclinées  sur  MQ. 

Le  point  M  devient  un  point  double ,  lorsque  l'orbite  a  deux  tangentes 
différentes  TM,  T'M  j  jamais  il  n'y  aura  de  point  triple ^  car  il  est  impos- 
sible que  trois  tangentes  différentes  donnent  une  même  valeur  pour  le  pro- 
duit sin  TMF  :  sin  TMG. 

436.  On  voit  maintenant  que  si  ^—  est  rationnelle,  et  qu'en  conséquence 

on  puisse  faire  %|/  =e7C  -f"^  ^t  Ç  =  31^,  ce  qui  ramène  le  corps^  après  un 
nombi^  i  de«  ré^li^ionft)  au  point  A  d'où  il  était  pntà,  lyt-amnen  ce  point 
la  même. vitesse  y  qu'au  point  de  dàpaft^r  et  la  directip»  de  cette^  vitmse 
devra  âbre  égalënftwt  inclinée^  dansjiiii  sena  ou  dans  Hautre,  avec  l'axe  FG^ 
c'estrà^dir&  qoiai  l 'aingle*  EAH  y  qui  est  ;k  au*  point  A^dans  l'état  ioHidt-  du 
mouvem^Ut^  iie=:p6urra  êtr«  qoQ  fé  oukTr  *««  /a,  lorsque  le  eorp9•8^ra  re^ 

venu  au.  point  A..  Mawi  par  ila  valeur  ide  ^^rU  4^}^  ^^  voâlrque  ^  ne 

pQurrai;^xy)ntiQua£:d'âtM-po6it«ve^  si  à  làplaeeidefù  en  mutait  ^^^  ju,  puis* 
que  d'ailleurs  l'angle  £  resté  toujours  le  même.  Donc  le  corps  A  revenu  au 
point  A  après  un  nombre  i  de  révolutions ,  aura  en  ce  point  la  même*  vi- 


/ 


tesse  et  la  même  direction  qu'au  coantacemaDt  dumoavemeDt;  aioaiceUe 
période  dei  révolutions  derra  se  rép^r  à  riafiui. 

437.  Si  au  contraire  la  quantité  pjr  est  irratioDoelle ,  l'orbite,  composée 
d'une  infinité  de  circonvolatioos  toutes  difiërentes  les  unes  des  autres ,  dern 
remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  las  pérîmèlres  des  deux  ellipses;)*  =tiR 
p*  m'  ;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  aucun  point  de  cet  espace  qui  ne  K»l  un  pomt 
de  l'orbite ,  ou  qui  n'en  soit  infiniment  peu  distant.  U  &ut  excepter  seale- 
ment  le  cas  de  m'  s=  o ,  qui  donne  lieu  à  une  ligure  particulière. 

Cette  propriété  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  des  considérations 
précédentes  ;  mais  on  peut  la  démontrer  directement  eu  moyen  de  l'équa- 
tiwi  kV{c,  4)  —  AF(c,  e)^F(x,Ç),  qui  doit  satisfaire  à  tous  les  pcnnts 
de  l'orbite.  En  effet ,  supposons  que  pour  un  point  dét^miné  M ,  compris 
entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  Porbite ,  on  ait  ;>*  =35  m  (  t  —  e*  sin'  4.') 
et  tf  ^  -y-  tang  î  C*t  b>  ^'°"  satis&it  à  PéqnAtton  iF(cy-^)—  k?{e,t) 
=  F  (J6 ,  0  »  «"^  faisant  ^  =  4''  et  Ç  =  Ç* ,  il  s'ensuivra  que  le  point  H  est 
nn  point  de  Torbite.  Supposons  donc  qu'il  existe  une  dlÇërence  quelconque 
entre  les  quantités  W(c,  4-")  — *F(o.  *)  et  F  (»,C*);  je  dis  qu'on  poum 
néanmoins  satis&ire  à  l'équation  kE  (c,  4)  —  *F  (c,  «)  sa  F  (»,  Ç) ,  dÂni  un 
point  de  l'orbite  dont  la  distance  au  poin  t  M  sera  plus  petite  qiœ  toute  quan- 
tité donnée. 

Pour  cet  effitt,  soit  4  ^  w* -+•  4' )  «^  C^airy+f»  (x  etj/r.^nl^ 
entiers  quelconques  )  j  le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera  ^ou^rs  te 
point  M,  quels  que  soient  les  entiers  Jîetj'.  Tour  qu'il  smt  en  même  tnnpi 
un  prànt  de  l'orbite ,  il  faut  qu'on  ait 

*[a«P'c-f-F  (<j,  4')  — F  (c,  •)]  =47F'x-HF  («,  Ç»), 

ce  qui  donne  Lr  —  M^'sart ,  en  faisant,  pourabr^er>  L^JtF*c,  Mss^F'x, 


•  •  • 


T    '     ^f* 
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prolongeant  le  calcul  jusqu'à  un  terme  assez  éloigné,  on  ail  jrp pour  la  der- 


nière fraction  convergente  vers  r? ,  on  aura ,  par  les  propriétés  connues  de 
ces  fi'actions,  5?  — 'î|7  =^m^>  J^' étant  une  quantité  positive  ou  négative 
plus  petite  que  Funité,  d'où  résultera  LM'  —  L'M  =  -rrr.  Soit  maintenant 


or  =^ï'  +  M'z,j^=i'  +  L'2,  on  aura  La:  — M;^  =  N  —  LcT  +  ^ 

N  -f-  -jjjT  r^  —  "37^)5  soit  donc  -jr^  =  c'  •+  cT^,  c'  étant  un  entier , 
et  S"'  un  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  z  z=:c'  ^  ce  qui  donne 
x=:a'  +c'iM',  j^  =5=  i'  +  c'LS  on  aura  La:  —  M/  =  ]N  —  ^^.  Ainsi, 
l'équation  proposée  Lr  —  M;^  =5  N  sera  résolue  j  de  manière  que  l'erreur 
ou  la  difierence  entre  les  deux  membres  ne  sera  que  "-1^7-9  quantité  moin- 

dre  que  ^  •  Qj*  >  1^  dénominateur  M'  donné  par  le  développement  d'une 

quantité  irrationnelle  ^cn  fraction  continue,  sera  aussi  grand  qu'on  vou* 

dra  ;  donc  l'erreur  dont  il  s'agit  pourra  être  rendue  moindre  que  toute 
quantité  donnée. 

438.  Après  avoir  déterminé  les  difierens  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe,  il  importe  de  déterminer  avec  la  même  précision  les  apsides  tant 
supérieures  qu'inférieures,  c'est-à-'dire  les  points  où  l'orbite  est  tangente  aux 
ellipses  terminatrices  ^*  s=  m  ,/?*==  /n'  j  car  la  connaissance  de  ces  points, 
jointe  à  celle  des  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe,  contribuera  beau- 
coup à  donner  une  idée  exacte  de  la  figure  de  cette  courbe. 

Puisqu'on  a,  au  commencement  du  mouvement,  %|/  =s  €^  €  étant  moin- 
dre que  i8o* ,  on  voit,  d'après  l'équation  ;9*  =  w  (i  —  c*  sin* 4),  que  la 
première  apside  rencontrée  par  le  corps  sera  une  apside  inférieure  si  l'on  a 
€  <  5  -Tf ,  et  une  apside  supérieure  si  l'on  a  6  >  -j  ^.  En  général,  si  l'on 
désigne  par  S*,  S*,  S^,  et.c,  les  apsides  supérieures  ,  et  par  1",  P,  P,  P,  etc., 
les  apsides  inférieures,  auxquelles  le  corps  parvient  successivement  à  par- 
tir du  point  A ,  ces  points  se  détermineront  en  donnant  à  4  les  valeurs 
successives,  savoir  : 

pour  le  point..,.     P,  S',  P,  S',  P,  S*,  P,  S^,  etc., 
^[/.  .•••••  =  j^y  7F ^  -jTT,  27r,  f  ?r,  3^,  \Vy  4^>  ®^^' 

T.  1.  58 


453  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

Il  faudra  donc  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  ^,  en  obseryaut  .que 
le  premier  point  I'  doit  être  omis  y  comme  se  rapportant  à  une  époque  an- 
térieure à  l'origine  du  mouvement ,  si  l'on  a  <  ^  ~  ^tt.  Il  n'en  est  pas  moin» 
nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  valeur  de  ^  qui  répond  au  point  1^ 
parce  que  cette  valeur ,  une  fois  connue  avec  toute  la  précision  nécessaire, 
sert  à  calculer  trigonemétriquement  les  valeurs  de  ^  qui  répondent  aux 
autres  points  I  et  S. 

En  faisant ^l"  ==  ï  '^r ,  on  aura  à  résoudre  l'équation  ArF'c  •—  AT?  (c,  t)  = 
F  (x,  f);  en  faisant  4  ï=^  on  aurait  à  résoudre  l'équation  aitF'c — kf(cyi) 
=  F.(x,  Ç)y  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir  une  plus  grande  uniformité  dans 
la  résolution  de  ces  équations,  supposons  qu'on  ait  déterminé  m  et /'par 
les  équations  F(x,  n)  c=  AF  (V?,  é),  F  (x,  J^)  c=s  kF^c  ;  connaissant  l'auxi- 
liaire ^'j  on  déterminera  les  auxiliaires  suivantes  J^'^  ^"\  J^'^,  etc.,  de  ma* 
nière  qu'on  ait 

FJ^"=2FJ^',  Fcr'"=3Fer',  Fcr'^  =  4F/',  etc., 

X  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  ^osé,  si  l'on  appelle  A',  X",  X'",  X'%  etc.,  les  valeurs  de  Ç  qui  répon- 
dent aux  valeurs  successives  ^j/srijT,  7r,  \7ty  27r,  etc.,  ces  quantités 
seront  déterminées  par  les  équations  suivantes ,  où  x  est  le  module  commun 

des  fonctions  ; 

Fx'=Fcr'— Fw, 

FA^'ssFJ^'  — Fn, 
Fx"  =  Fer"— F>i,etc. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme ,  il  suffira  de  résoudre  l'équa- 
tion générale  FXrrsFcT— F»f,  d'où  l'on  tire,  par  les  formules  de  l'art.  19. 

-         , ^ sinj^cgg»  V/(i — »*sîn*y)— sinycosJ^  V/(i  —  «^sin*/) 

^  •      '•      i  +  cos/'cosi» — «^sia'/sin^y  +  sin/'sinv  V^(i— »*8in*f  )•  t/(i — «»«n'/)' 

Par  cette  formule,  où  l'on  donnera  à  cT  et  X  un  même  nombre  d'acceus, 
on  connaîtra  les  valfmrs  ssiccessives  X',  X",  A'",  A*^,  A%  X*,  etc.  j  ensuite  les 
apsides  inférieures  I',  1%  P,  I^,  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  con- 
stante /?•  ==  m'  combinée  avec  les  valeurs  successives  js=  -7-  tangjX', 

qssi  —  tang  i  X'",  q  =  ^  tang^ A%  elc, ;  et  les  apsides  supérieures ,S%  S%S*, 
S^,  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  constante  ;c>*= m  combinée  avecles 
valeurs  sucoes4yes  çs=  ^  tang^A",  j,==  r^  tang  ^ A'^,  y  =  -^  tang  f  X*,  etc. 


»- 
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Ainsi,  la  série  finie  ou  infinie  des  apsides,  tant  supérieures  <]u'iniërîeuréfl , 
peut  être  déterminée  par  de  simples  formules  trigonométriques,  dès  qu'une 
fois  on  a  calculé  avec  la  précision  nécessaire,  les  deux  quantités  n  et  J^. 

Au  reste,  cette  série  sera  finie  si  la  quantité  -^q— est  rationnelle,  et  elle  sera 

infinie  dans  le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas  sont  compris  tous  ceux  où 
l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

439.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  cbercher  dans  quels  cas  l'orbite  peut  avoir 
une  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'aie  EFGL;  car  dans  ces  cas, 
l'équation  de  la  courbe  se  réduira  à  deui  termes ,  en  prenant  cette  apside, 
pour  l'origine  du  mouvement;  et  alors  on  a  les  formules  qui  répondent  à 
l'un  des  corollaires  I  et  II  du  cas  I,  dans  le  tableau  général. 

Lorsque  la  quantité  -r;;—  est  irrationnelle,  la  courbe  passe  exactement,  ou 

à  un  infiniment  petit  près,  par  tous  les  points  de  l'axe  EL  non  situés  entre 
F  et  G;  ainsi  on  peut  placer  indifi'éremment  Torigine  du  mouvement,  soit 
dans  une  apside  supérieure  au  point  E  ou  au  point  L,  soit  dans  une  apside 
inférieure  au  point  D  ou  K;  et  on  remplira  également  de3  deux  manièses  le 
but  qu'on  peut  avoir  de  réduire  l'équation  de  la  courbe  à  la  forme  la  plus 
simple,  telle  que  la  donnent  les  corollaires  I  et  II  du  cas  L 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  la  quantité  -^^  est  rationnelle  et  représaitëe 

par  ^'y  car  ce  n'est  que  dans  tm  petit  nombre  de  cas  que  l'orbite  pourra 

avoir  une  apside  située  sur  l'axe. 

En  efièt,  s'il  y  a  une  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'axe,  il 

faut  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  ^}#  =  -  /i,  et  Çs=:7r;»^,  n  et  l^^  étant  des 

entiers.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  AF(<?,4') — AF(c,é)=:F(x,^^ 
il  en  résulte  la  condition 

F'c  i 

Ainsi,  il  n'y  aura  d'apside  sur  l'axe  qu'autant  que    ^^  '   sera  une  fraction  ra- 

tionnelle,  qui  a  pour  dénoUninateur  i  ou  un  diviseur  de  i.  Si  cette  con- 
dition a  lieu,  on  pourra  prendre  pour  équations  du  mouvement  celles|  qui 
appartiennent  à  l'un  des  corollaires  1  et  II;  dans  le  cas  contraire,  cette 
réduction  ne  pourra  avoir  lieu. 

On  voit  p^r  là,  que  la  solution  du  problème  donlié  par  les  formules 
du  cas  I  aurait  perdu  beaucoup  4^  ^  généralité,  si  l'on  avait  supposé 

58.. 


qu'au  point  A,  origine  du  mouvement,  l'angle  fi  est  droit,  ce  qui  revient 
à  supposer  tiue  le  point  A  est  un  apside  supérieure  ou  inférieure. 

44o.  Il  reste  a  trouver  l'expression  générale  du  temps  employé  à  par- 
courir un  arc  quelconque  de  l'orbite.  Pour  cela ,  il  faut  recourir  à  la  for- 
mule (4),  où  l'on  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux  parties  toujours 
additives,  l'une,  fonction  de  ^  ou  de  4)  l'a>itre,  fonctioa  de  ç  ou  de  ^ 
r^ous  allons  chercher  successivement  ces  deux  parties. 

Désiguant  la  première  partie  par  /',  il  feudra,  dans  l'équation  — -r-  = 

—  ■*  _  ... .  -js,  substituer  les  valeurs  trouvées /)•  =  m (i  —  c*8in'4)) 


,  „  p..  ,     .  me*  m— m'    „        aViam        l/t—mm'\ 

ou  1  on  a  fait,  pour  abréger,  n  =  ^^p^= -j^3^,  D  =  jj-j^Y(;j:p-j} 

Soit  Z(-^)=s  iT-jr — ■  »  iy«  A  étant  mis  pour  ^/(i  — c'ain'-^),  on  aura, 
par  les  réductions  connues, 

-(-(a+B+^^)nCn,  c,  4-). 

Lorsque  4=7^,  Tinlégrale  Z(4)  devenant  Z',  on  aura 

a(i  +  n)Z'  =  E'c— (i+^)FV  +  (3  +  /»+^)n'(n,c). 

Soit  R  =  cot'X,  on  aura,  par  la  formule  de  l'art.  io8f 

4[^^  [n'(n,  c}  —  siti'AF'c] = i:T  +  (F'c  —  E'c)  F  (i ,  A)  —  PcE(  fr,  X). 

Donc  en  faisant,  pour  abréger,  K=iar+(F'c— E'c)F(i,  \) — F'cE(i,A), 
on  aura 

Z'  =  i  sin*  X  (E'c  +  5»  sin»  XF'e  +  '""JT''"'^  r\ 

44i  -  l^  résulte  de  ces  calculs,  que  pour  une  valeur  quelconque  de  4,  ^ 
aura  t'  ou 

'' (4)  =  -(î^\/(if^).Z(+)  =  DZ(+); 
el  pour  la  valeur  déterminée  4=i''"j  **  devenant  T,  on  aura 


r 
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(i  —  m)»  V  ^  ^  +  ^  / 

Donc,  si  Ton  a  en  géirëral  4^  =  Itr  +  >{/',  I  étant  un  entier  quelconque ,. et 
-4'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  \7r^  la  valeur  correspondante  de  t^ 
ou  i{^A()  sera 

/'(4)  =  2iT'+«'(4'), 

^  (4')  désignant  la  valeur  de  i  qui  répond  à  l'amplitude  4'?  ^^  9^  ^^^  du 
même  signe  que  4/'  ;  cette  quantité  sera  toujours  moindre  que  T',  et  pourra 
être  évaluée  avec,  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra ,  par  les  formules 
que  nous  avons  données  pour  cet  objet.  -     ** 

'  On  voit  donc  que  la  valeur  de  i\  pour  une  amplitude  4  composée  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  se  détermine  en  supposant  connue  la  valeur 
de  cette  quantité  pour  toute  amplitude  non  plus  grande  que  \ir.  Si  la  quan- 
tité c  sin  4^'  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse:  prendre  i  —  ^  c*  sin*  4'  po'^r 
V/(i  — c'sin'4')j  Isi  valeur  de  ^'(40  ^^  trouvera  très  simplemeni,  par  la 

formule  suiv  ante ,  où  1,'op  a  pris  un  angle  auxiliaire  £l  telx[ufi  tang  ii  =    °^    ; 

t!  (4')  =1 D  sin  A  [û  H-^  sin  aH  +(i  —  ^  c*)  sin^A  (H  — ^sin  aH)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compté  depuis  4  =^  o;  m^is  comme  au 
commencement  du  mouvement  on  a  4=^9  î^  &ut  regarder  l'époque  où 
4  =  0  comme  antérieure  à  celle  où  4^  =  £ ,  et  en  conséquence  retrancher 
du  temps  trouvé  pour  une-^ valeur  quelcomjue  de  4^*,  la  quantité  constante 
t*  (ë),  qu'on  déterminera  par  les  mêmes  formules. 

dt 

44^*  Pour  avoir  Tautre ;partie  du. temps 9  il  feiit,  dans  lajbraaule  — ^ — 
5SS  -■   ^         .  — %: ,  substituer  les  valeurs  a z^  — r-  tang \ f ,  -^?r  = 


.  ;v 


Pour  obtenir  cette  intégrale ,  il  faut  la  partager  en  deux  parties  ^''-f-/'",  dont 
les  valeurs  seront ,  en  faisant  ût  =  côt*  \y\\  y  =  cot* >f , 

^■~4V  W  •  A  +  B/»77*7'*=42v  V,1ïî^  •  "ATB'y' 

/f_WîTm       Ti  /^ys  ^ /^    (4^^  ap  ~  p  sin^C)  flgg         :       Il         . 


Soit  §  un  arc  moindre  que  jW,  tel  qu'on  ait  tang  g  ^  ""^  "  ,*  .\jl ,  ou 
sin r s=  T.;-;  ,  ^ — TFT,  on  aura ,  en  £ùsafit  f '  =  i  —  x', 

^  (0=  -î^--^  (Ç-sinÇcosÇ). 
(I  -^t*aii*f)* 

Cette  qoantitéest nulle, lorsque^  est  un  multiple  de 7;  elle  est  à  aonmKn- 
mum  positif  ou  négatif ,  lorsque  {*  est  un  multiple  impair  de  {tt.  En  géuéial, 
il  suffira  de  connaître  la  fonction  W  (()  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^ = f  cr,  CH 
ona  W(0  =  W(ir  — O  et  WC-ff+O  =  — WCÎ). 

443*  Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  U  ou  U  (Q ,  on  trouvera,  par  La 
formules  connues,  en  faisant  û  =  (/(  i  —  x*  sîu*  Q , 

StMt  Tj'  la  valeur  de  U(Ç)  lorsque  Ç=s:|w,  on  aura 

(i  — €'sin*)i)  U'  =  —  Bio')iE'»-t-n'(i',  »). 
D'aiUaurs,  piar  U  formule  d^  n'  lod,  on,  trouve 

^"riat«^?^'  t"'^''  «)-«'''''F"«]  =  r^  +  (F'x-E'x)F(C,  >.) 
—  F'»E(€,  »). 
DtHic,  si  l'on  fait  pour  abr^er,  Hss^ir+CF'x.— E'x)F(€,  ») — F'x£(6,ii), 
on  aura 

f,-e-in'«)l)'  =  sin-»(F-«-E-.)  +  p^;ïî^ij-^.a 

444-  ^^  posé,  soit  ^=It7r-f-^',  L  étant  un  nombre  entier,  et  ^'  un 
arc  positif  ou  négatif  moindre  que  ^  9r,  on  aura  le  terap»  correapondaat 
^'  +  tf",  par  les  formules 

^=D'[aLU-+U((r)], 
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désiguëe  par  i.  Soit  danc,  comme  ci-dessus,  4  =  ^^"^4''  ^  étant  un  en- 
tier^ et  4'  ^B  ^^^  <C7^;  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la 
courbe  A:F(o,  >[/)— A:F(c,  €)=F(a6,  Ç),  on  aura 

Le  second  membre  étant  un  nombre  connu,  on  connaîtra  l'entier  pair  ^1, 
qui  en  approche  le  plus;  on  connaîtra,  en  même  temps  la  valeur  et  le  signe 

de  la  partie  -— — '\  ainsi,  il  ne  restera  à  résoudre  que  l'équation  F ( c ,  A/") 

=  kF^Cy  dans  laquelle  V  sera  un  nombre  donné  plus  petit  que  Funitë. 
Or,  cette  équation  peut  être  résolue  avec  tel  degré  de  précision  qu'on  vou- 
dra, par  la  méthode  du  n""  71. 

446-  Ayant  donc  à  la  fois  4  =  I'^  +  4'  >  K  ^^  LtT  +  Ç',  on  trouvera , 
par  les  formules  précédentes,  les  diffiérentes  parties  du  temps ,  savoir  : 

^"?=:— D'cosLsT.W(0, 

où  il  faut  observer  que  les  fonction^  ê  (40?  ^  (?')>  ^  (?*)»  Prennent  lé 
mênie  signe  que  les  variables  '\^  ^ll^  y  ^^^^  ^Ues  dépendeiàt.  De  \k  réyulte 
te  temps  cherché  ,    ..    \ 

'  447-  3i  l'on  fait  Ç  ;=  ^N^,  ou^si  l'en  suppose  que  le  corps  a  achevé  un 
nombre  M  de  révolutions ,  on  aura  L  =:  2N ,  Ç  =  o ,  ce  qui  donnera 

M^is  daws  ce  même  cas  on  a  2I  +  — -p^J  ;^    -      w     ^'^*  i  4wj» 
'  ^  4N(T'  +  K)  +T'(îfeL)  _.  î^2)+ ,  (+,)  _^(.). 

I 

Désignons  par  r  la  durée  moyenne  d'une  révolution  ^ ,  nous  aùrpi:;LS 

or,  les  quantités  p.,'  ,  ^  sont  plus  petites  que  deux  unitëâ,  et  presque 
égstles  entre  elles  j  (Je  inéme  les  quantités  rw^^.T^^T^-sontpIuspietitea que 


l'unité,  et  presque  égales  entre  elles;  donc  le  temps  mo^en  d'une  révolu- 
tion approchera  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  la  limite  4*1*  +  4^'  ■  m^t- 
Il  sera  exactement  égal  à  cette  limite ^  lorsque  -^  sera'  rationnel,  et  que 
le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs  périodes  entières. 

448.  Supposons  maintenant  qu'où  veuiUe  résoudre  le  problèmeinvene, 
qui  consiste  à  déterminer  la  position  du  aH*ps  nu  bout  d'un  temps  donné 
S  aussi  grand  qu'on  voudra.  On  prendra,  comme  dans  l'article  précédent, 
la  limite  T=  4T'-f-4T'  •  «-^J  ^^  parce  que  le  quotient  5  doit  indiquer  à 
très  peu  près  le  nombre  de  révolutions  faites  dans  le  temps  S  ,  on  poutn 
prendre  pour  première  hypothèse  Ç  ^  zv  . .— ,  et  on  calculera  la  valeur  cor- 
respondante de  t. 

Soit  cette  valeur "(  =:  6  -\-.df  la  diÇérence  rffera  connaître  par  son  signe 
le  sens  dans  lequel  la  première,  valejor  de  Ç  doit  être  reetiHée;  et  < 


un  temps  d  répond  à  peu  près  à  une  partie  ^  de  révolution,  ïl  est  clair 
qu'on  devra  prendre  pour  fl^Qnde  hypothèse  Ç  =  av .  ^^-.  ' 

Avec  cette  valeur,  on  calculera-  le  temps  correspondant,  lequel  sera 
eiprimé  par  G  +  (f,  (/'étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite  que  d. 
Désignant  donc  par  ^,  la  valeur  prise  pour  Ç  dans  la  seconde  hypothèse, 

on  aura  la  valeur  corrigée  Ç  =  î^,  —  aw.— ,  laquelle  devra  suffire  pour  U 
solution  du  problème,  k  moins  qu'on  ne  veuille  obtenir  une  approzima- 
tioa  encore  pins  grande,  en  ayant  recours  a  une  troisième  hypothèse- 

Des  courbes  a^éèriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I. 

449-  Si  l'on  feit  F(c,  4)— F(<7,  é)=F(c,  z) ,  ou  amplement  F^ — F«=Fi, 
l'équation  de  l'orbite  se  réduit,  en  général,  à  la  forme 

AFCc,z)  =  F(K,Ç); 

et' pour  '  construire  la  courbe,  ou  aura  toujours  les' équations 

p*^m(i  —  c*  sin*-^),  q  ^"T~  '^"ë»îî  ™aisil  faudra  exprimer^  en  fonc- 
tion de  z ,  ce  qm  se  fera  en  tirant  de  l'équation  V-^  — Fe  ^  Fz ,  la  valeur  de 
y/^i—c'sin'ij/),  ou  A(-.{/),  par  les  formules  du  u*  ï8;  on  aura  ainsi 
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_p^    .     A(t)A(a}r'^c^$ittt  c6$f  si|<gco»s 

450.  Mous  allons  faire  voir  maintenant  çott^ment  on  peut  trouver  tadt  de 
courbes  algébriques  qu'on  voudra  qui  satisfassient  à  l'équation  A:F(c,z)  = 
^(^9  K)'  C^^  courbes  auront  généralement  la  propriété  de  rentrer  sur  elles- 
mêmes^  lèpres  une  période  composée  d^nn  certain  UBDibre  de  rëyolûtiôcis  ; 
de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  mouvement  du  corps  pendant  une  seule  pé-^ 
riode,  pour  connaître  et  déterminer  le  mouvement  au  bout  du  temps  quel- 
conque. » 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  si.  Forbite  rentre  sur  elle-même  après , un 

certain  nombre  de  révolutions,  là  quantité  -j^,—  doit  être  rationnelle..  Celle 

condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes  les  courbés  algébriques 
que  nous  allons  déterminer;  mais  elle  pourrait  avoir  lieu  aussi  dans  une 
infinité  d'autres  courbes  qui  ne  seraient  pas  algébriques.  ? 

Ce  n'eét  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la  vitesse 
initiale/  ou  sur  celle  de  quelques-unes  des  autres  données  du  problème, 
qu'on  parvient  à  obtenir  des  courbes  algébriques;  maid  leç  résultais  de  M 
genre  ont  encore  une  telle  généralité,  que  non-seulement  le  nombre^  des 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  au  problème  dans  le  seul  cas  V 
est  infini,  mais  que  l'on  peut  former  une  infinité  de^  systèmes  difieréns  qui 
y  satisferont  également,  et  dont  chacun  comprendra  ua  nombre  infini. .d^ 
courbes  algébriques  des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres.  / 

45 1.  Soit  d'abord  x  =  c,  et  k  ou  l/(^^ — î}  =  -»  *  étant  une  firac- 
tion  rationnelle;  on  aura,  en  supposant  i}>  2e, 

% 

et  l'équation  AF(c,  z)  =  F(at,f  )  deviendrai  iF(c,  z)sr^éE{cj  Ç),  ou  ^imr 
plement  £Tz  =  €F^,  c  étant  le  module  commun  à  ces  deux  fonctions. 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F,  on  pourra  toujours  remplacer 
l'équation  transcendante  îF(c,z)  =  eF(c,  Ç),par  une  équation  algébrique 
équivalente  j  et  si  l'on  combine  cette  équation  avec  les  valeurs  de  a?  et  de  j* 
exprimées  en  fonctions  de  ^  et  7,  qui  elles-mêmes  s'expriment  trigonomér 
triquement  au  moyen  des  arcs  z  et  (,  on  aura  l'équation. cherçbée  de  la 
trajectoire.  Mais  il  sera  toujours  plus  simple  de  ne  point  faire  d'élimination, 
et  de  construire  la  courbe  par  le  moyen  de  l'équation  A:F(c,  2)  =  F(c ,  £), 
T.  I.  59 


qui  fera  connaître  tant  de  raleori  oorrespondMites  qu'on  voudra  dei  va- 
riables z  et  Ç ,  et  par  consëqueot  tant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 

'    4^3.  En  donnant  k  -atie  valeur  ratioottdte  quelconque,  plus  grande  que 

deux  unit^j  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c  qui  détennine  eotièra- 

ment  l'équation  îFz  a=  «F^;  et  comme  la  quantité  ^^  m  réduit,  dan»  ce 

cas,  à  —,  il  s'ensuit  que  l'orbite  rentrera  aur  elle-même  après  un  nombre  i 

de  révolutions,  ou  -,  selon  que  t  est  impair  ou  pair. 

Étant  donnée  la  fraction  rationnelle  -  >  3,  d'où  l'on  déduit  la  valeur  do 

module  c;  étant  données  ^lemeat  les  forces  A.  et  B,  ou  seulement  leur 

rapport  -^^  lea  valeurs  de  m  et  m'  ne  sont  plus  arbitraires.  En  efièt,  lesfoi^ 

mules  du  cas  1*'  donnent  nt'ssm^i-— c*)^ni^,  ànj9s=3t^o,  coti 

sa  I—  ac"  ;  subsUtuaiit  ces  valeurs  dans  les  équations  «*  ^  .   ,  ^j-t, 

a«cosflas  ^""'^■^^--^■-f-.,  et'dibiiPanHB,  onaon  pour  déteranner  m, 
Péqnafîoa  ■•■■-' 

■    :-  .    ■■m-  ■  ■J_--    >— .ac*  at^Ag 

Connaissant  m  et  n^,  les  équa^os  du  n"  378  donneront  cette  relation  entre 
les  donnée  r^  et  f»,  k  Toriginé  du  mouvement, 

À.4-Bmm'  (t  —  m'Y 

,     .„..  .4ang'/*«      ^>^^      •(»>-,„.)  (.».-^V 

Cette  équation  détermine  l'angle  f*,  d'après  la  valeur  connue  de  m°,  coni' 
prise  entre  m  et  m',  ou  d'apcèd  la-positiab  donnée  du  point  A,  entre  les 
points  £  et  D,  connus  par  les  valeurs  de  m  et  de  mt.  Elle  servirût  éga- 
lement à  d^iHermin«r)ït*  par  lemoyën  de  ^,  ce  qu'on  ferait  par  les  formulée 
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jtf  A4*B»u»' 


/     • 

nvm 


453c  Soit I  par  exeoiplQ,  <'^=^4)  ^^  x»  ci^  anta  it* as f^.  6^ ^  |^  et  la 
courbe  qui  a  pour  équation  4F(z)  =  F(Ç)  rentrera  sur  elle^méin^  irprè^ 
deux  révolutions;  dans  ce  cas,  m  devra  satisfaire  à  l'équation 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  celte  coturbe.dan$  le  eus, le  plus  Fîg.  ai. 
simple  y  supposons  m^sspm,  afin  qu'on  ait€  =  o  et  2?ss4>  ^^  point  Ë  sera 
l'ori^ne  du  mouvement |  et  serji^.  en.  même  tempj  une  apside.  supéri<$iire^ 
Pour  avoir  le  premier  point  B'  où  la  courbe  rencontre  son  a^e,  il  £iudra 

fiiireZ^ssv,  ce  qui  donne F4/=^F*ç,  sin4=^r  4.AV  ^^^^^=^( ^ — ^•sin*-^) 
==i»A==^,  d!où  résulte  GB'==l2^.  . 

La  seconde  intersection  A'  se  trouvera  eii  faisant  2f  ^  vrt^  ce  qui  donne 
^xs^\^^  ^*=/b&^^^in';;amsi  le  point  ASquLse  oonCbod  alvéole  point  JD^ 
est  en  même  temps  une  apside  ii»£ériettre».De:  la  le  corps  retourne  aa  nœud  B^ 
puis  au  point  E,  où  s'achève  la  période  entière  de  deux  révolutions.  Au 
reste,  le  point  D  ou  A*^  partageant  Forbite  en  deux  parties  égales  et  sem- 
blables, i)  est  visible  que  toutes  les  révolutions  3tt  corps  seront  d'une  égalé 
durée.  .  .  , 

454*  Prenons  encore  pour  exemple  lea  valeurs  i  s  3 ,  e  ss=  i,,  d'où  résulté 
c*  =  -f^,  h^=i^\  la  courbe  ayra  pour  équation  3F  (z)  =  F  (^) ,  et  elle  ren- 
trera sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas,  la  valeur  dé  m 
devra  satisfaire  i  Téqualion ,    - 

4m|/70    ^/(AB) 

,6-111;?—  A+ff*       ».  -        1. 

<  ••    • 

A  •  -^      •  .    >     -      '    ■ 

Par  exemple,  si  l'on  &it  -^  =5,^, .on  aura  m  =  rr 7  et  m^  =  m^*  =  \, 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  nfz^m^  afin  que  E  soit  encore  le  Fîg.  m« 
premier' point  de  la  courbe,  et  qù'titi  ait  z^rst'^^  ;)*âi=  i9i(i  «— €i*sin*4)- 
Le  premier  point  d'intersection  B^  de  la  coui^  avec  l'axe  se  trouvera  en 

isant  ÇcsTT,  4'^=y9  ^^  déteQniiMnt  <y  par  J'équa tien  Fyss:|F*c,  ce 

pqui  donnera  />»=:m(ï  —  ^•ïîn*fy)aaej;^V  ^  '     ' 

Le  second  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  faisant  Ç=o^,  «vLsy, 
ce  qui  donnera  Fys=|F'c=2Fy,  ensuite 7^==-»^ rr^c^sinfy) a=  ^^57,: 

li  59.. 


i.: 


\ 
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Enfin  soit  f  :=3:r,  4=- y»  ^"  «"^a  Fy'ss  sFV,  y  =  *,  el  par  con- 
séquent/>*=:m;  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B*  se  confond  arec 
lé  point  L,  butreextrëmîtë  Jii  grand  axe  EL  de  l'ellipse  tern)inatrice,et  ce 
point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure. 

Le  point  L  où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est  visiblement 
le  milieu  de  Torbite  entière,  composée  de  trois  révolutions,  après  lesquelles 
le  corps,  revenu  au  point  E,  commence  une  nouvelle  période  de  troit  révo- 
lutions, et  ainsi  k  l'infini. 

'  On  voit  que  la  courbe  aura  deux  noeuds  ou  points  doubles  situés  en  B' 
et  A',  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités  E,  L  du  grand 
axede  l'ellipse  terminatrice;  quant  aux  apsides  inférieures,  il  y  en  a  éga- 
lement deux,  r  et  I*,  qu'on  déterminera  en  faisant  successivement '>),  =  ^v 
et  ■^^^•jTi  soient  A' et  A'"  les  valeurs  correspondantes  <le  ^,  on  aura,  pour  , 
déterminer  A' et  A'",  les  équations  Fa' ?=3F'c,  Fx"':=9F'c,  d'où  résultent 
A'zsfn-,  A'"=:«<|7i  ^ù)S)  le  pçint  1', situé  au-dessous  de  l'axe  EFG,sen 
déterminé  par  las  valeur»fi'  =  m'j^^-^tang|wi=:t— -4-,  €t  ltrpi4irt  1* 
&era  placé  scmblablement  au-dessus  du  même  axe.     . 

455.  La  supposition  de  x^c  nous  a  fait  connaître  un  système  de  courbes 
algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I;  on  trouvera  paiement 
d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques,  eh  tel  nombre  qu'on  voudra, 
par  les  supportions  >t=c*,  c",  c"",  etc.,  cette  suite  élant  form^  suivant  la 
loi  des  niodules  décroissiois. 

Soit  d'abord  x  =  c*,  on  aura  F(o,  1)  =  -^-^  F(c*,a°),  et  par  consé- 
quent A(-!^)  F(C,  a*)  =F(x,O=F(C,0  Mais  on  a  c*=^^^; 
donc  Af^-^- — )  =  t/(-"  \~\.  Soit  cette' quantité  ^  -  ;  on  aura 
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moyens  pour  construire  la  courb^  et  pour  en  trouver^  si  Ton  veut,  l'équa- 
tion rapportée  aux  coordonnées  x  eljr. 

Et  comme  la  quantité  -^  se  réduit  j  dans  ce  cas,  à  -^  ^ ,  ou  *  ,  on 

voit  qu'il  faudra  i  révolutions  pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même. 

456.  Étant  donuéses  la  valeur  de  -  ^  i  et  celle  de  -^ ,  les  valeurs  de  m 

et  m'  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  formules  du  cas  1**  donnent 
m'^mi/y  8in|d==x,  cosO=i— 3X*,  4cos*d(A+fiinm')(A>nm'+B)s 
(m^m')*(A  +  B)*;  de  là  on  dé<lf£t,  en  fidsant  £*=  1  —  x*, 

4wi»'       _      AB      •   C*(i  — a»*)« 

Conaaissant  mm'j  on  aura  m^;^T^nlm[  et  infs=sb[/(mmf).  Ensuite  on 

aura,  comme  dans  l'art.  4^3,  uiie  relation  «ntre  m^  et  fc,  qui  laisse  une  de 
ces 'quantités  arbitraires,  et  d'où  l'on,  déduit  enfin  la  vitesse  nécessaire  pour 
que  la  courbe  dont  il  s'agit  sok  décrite.       .         *     .     « 

457.  Soit,  par  exemple,  *  =  3,  essi}  on  aura  c^'ssx^ss^,  f'sif, 

c*  ==  2  v^3(a  —  V^3),  i  =  2  —  v^3 ,  et  la  valeur  de  mw'  devra  être  déduite 

de  1  équation 

36mmf      _       AB  • 

Ci  —  mmfy  "*  (A  +  B)»* 

Si  l'on  suppose,  pour  plus  dé  simplicité ^  que  le  point  Ë,  où  ^=: m,  est 
l'origine  du  mouvement,  on  aura  ;$  =  >(/;  l'équation  de  la  courbe  sera 
aF<>[;^  =  F^,  le  module  commun  étant  'x=a  y/ j;  de  plus  on  aura,  pour 
coustruire  la  courbe,   les   équations  sin  (a4/  —  >[/®)  5=  x  sin  4*^  />*  = 

wi(i  —  c•siu•^|/),  y=  Ty-  tangxÇ.  D'après  ces  équations,  on  trouvera  que 

la  courbe  rentre  sur  elle*même  après  deux  irévolations^et  qu'elle  est  d'une 
forme  analogue  à  celle  de  la  figure  ai. 

458.  Pour  avoir  un  troisième  système  de  courbes  algébriques,  soit  x=ic% 

on  aura  F(c,  2)=:^^^  .  i^~^F(c«x*,  2«^),  et  TéquatiOT  de  la  courbe 
deviendra 


'  '  •  »     *  f 


On  a  déjà  trouvé  k. zst/f—- — ^Jj  multipliant  de  part  et  d'autre  par 

— = —  ou  — ^— ,  et  observant  que  c*  ss  --^^ — ,  on  aura 


\ 
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Soit  cetU  quantité  =:-f  afin  qu'oD  ait  l'équation  de  la  couibe  iF(s**)  = 
èF(Ç)y  *  étant  le  module  comnnin  à  ces  fonction»,  on  aura 

Ou  voit,  par  cette  bnnule,  que  tonte  valeur  rationnelle  de  -  plus  grande 
que  î ,  donnera  une  valeur  de  x  otaDprïse  entre  o  et  |/  ^,  et  qt^aiuù  m 
aura  une  courbe  algArique  qm  aatisfiR«  aapndilème,  en  laissant  encan 
arbitraires,  tant  le  rapport  de  A  à  B,  que'  Pane  des  deux  quantités  m*  et  /t 
relatives  à  l'état  initial  du  ooq>s.iCette  conitie  rentrera  sur  elle-même  aprèc 

un  nombre  de  révolutions  qui  peut  être  déterminé  par  la  quantité  -^  \ 


B«iaF'ct*B(i-*-«r)(i-|hc")F*jtj  cette  quantité  =£-(i4>C) 

X(i+£f")s=— .  Donc  le  nombre  de  ces  révolutions  sera  a*  ou  i,  selon  que 

e  est  in^MÙr  ou  pair. 

On  aura  d'ailleurs,  pour  conAmire  le  com4>e,  les  valeurs  de  />  et  f , 
comme  dans  l'art.  449)  ^^  ^^  P^"^  ^^*  équations 

ain(a3  -:>■£*  Jssc'sinf*, 

sin^aa"— »••)  =  »  «nz". 

459.  rious  remarquerons  enfin  que  la  suite  desjnodulesdécixnasaDaffjC*, 
c*°,  etc.,  étant  liée  par  une  même  loi  à  la  suite  des  modules  croïs6ansc,c', 
c",  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité  de  combii>aisons  nouvelles,  en  bi* 
sant  X  égal  à  l'un  des  termes  c',  c",  etc.,  et  cbaque  supposition  donnas 
naissance  à  une  série  infinie  deoonrbes  algâtriques  qui  satûlcront  tootei 
aux  formules  du  cas  I". 

Soit  j  par  exemple ,  x:s  ç*  j  puisqu'on  a  F  (c,  »)  =  t-^-;  ^{0*)  a"),  Pèqua- 
tion  *F( 
dule  com 
cette  éqa 
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fommle  qni  donnera  c <  3^—  3 |/a ,  pourvu  qu'on  ait  £*>  4^^  on  connaîtra 
ensuite  x  par  sa  valeur  ^^  >  et  son  complément  Ces  v^(i  —  x*). 

Gela  posé,  la  courbe  décrite  aura  pour  équation  iF(z^  =  eF(^,  x  étant 
le  modale  commun;  on  aura  en  même  tempe  l'équation  tang (je -^2^)  = 
étangs,  à  laquelle  on  joindra  les  valeurs  de  p  eiq  données  art.  44^' 

Quant  au  nombre  de  révolutions  qui  compose  chaque  période^  il  se  déter- 

min^a  par  la  quantité  -sp-,  qin  se  rédwt  à  2*  '^  oe  nombre  sera  donc  /,  ^  i 

Qu4''>  ^elon  que  1  sera  de  la  focne  air*H  i  9  4'''4*  3  ou  4'>* 

4^  U  est  inuitUe  de  pousser  pins.  kÂo  nos  recherches  sur  les  courbes 
algéli^xiqaea qi|i pouvait  satis&sre  aux  formules' du  cas  l;  il  y  eit  a^  comme 
on  vmti^  une  infinité  dans  <diaque  sjvbàme^  elrle  notice  de  ces  systèmes 
peut  être  multiplié  à  l'infini.  D'ailleurs,  j'cfbs^e  que  les  courbes  ainsi  déter- 
imnees  sont  différentes  de  eelles  qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mémoires 
de  Berlin,  année  1760,  cellesKd  étaot •  toutes  rapportées  à  des  fimetions 
dont  le  module  =  v^^*  ^^  >  ^^^^  ^^  formules  du  cas  I ,  on  ne  peut  jamais 
avoir  x*£:=s  7,  puisque  cette  VÀleut  rendrait  lé  coefficient  i  infini. 

Du  cas  partieulier  ou  Pan  u  m!tszo. 

/fil.  L'hypothèse  /7/s=o  réduit  fellipse  p^=imf  à  son  grand  axe  FG  ; 
on  a  alors  cs=i ,  et  l'équation  de  la  cottriw  devient  AF  (i ,  s)  =s  F  (x,  Ç)^ 

ou  -  log  (  _  !°  J  soF(x,  Ç);  ainsî/on  ne  peut  avoir  zzsz^tt  que  lorsque  f 

est  infini,  ou  lorsque  le  corps  a  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
Tellipse  infiniment  petite  FG. 

Su|)posoDs,  pour  plus  de  simplicité ,  que  le  point  £  soit  l'origine  du  mou-  Fîg.  i3. 

vemeuty  on  aura  «sbo^  ^ass^y  ;raBst/m*^os4^9  9*^77' ^^gîC-  Pour 
avoir  le  point  B' ,  premier  point  dHntersection  de  la  courbe  avec  son  axe , 
il  fiiut  ûire  Çss*,  4»5=y  j  et  >'  sera  déterminé  par  Féquation  ^og{^^!°^r^ 
m& I P'x;  sent  n  =s «4L- ^  ou  aura  smy  =  ^Ç^ i  ce  qui  donnera  p^=... 
mcos*>'==:j^.. 

Le  second  point  d'intersection  A\  qui  termine  la  première  révolution , 
se  trouvera  en  faisant  Çs=agr,  ^=^y^  et  y''  sa*a  déterminé  par  l'équation 


Le  troisième  pwot  d^ntersectîoQ  6*  se  troaTera  de  même  &a  binât 
Ç=3w,  >[(=y",  ce  qm  donnera  sinj'"'^  p;!^,  ensuite  mcos*>™=::^,. 

En  contiouant  ainsi,  on  voit  que  les  termes  y\  y",  y"\  ^*'',  etc.,  croissent 
de  plus  en  plus,  jusqu'à  la  limite  ^iT,  qu'ils  n'atteignent  cependant  ^ue 
lorsque  leur  uombre  est  devenu  infini.  Il  suit  de  U  que  les  points  d'istç-- 
section  fi',  B*,  B',  etc. ,  se  rapprochent  continueUement.du  foyer  G,  et  finis- 
sent par  se  confondre  avec  ce  foyer.  De  même  les  points  d'intersection  A', 
A*,  A',  etc.,  se  rapprochent  progressivement  du  foyer  F,  et  unissent  par 
se  confondre  avec  lui.  Aioai ,  le  corps  parti  du  point  E,  suivant  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  l'axe  EL,  ^t  une  infinité  de 'révolutions  aubrar  de 
l'ellipse  infiniment  petite  FG,  lesquelles  forment  autant  de  spires  qui  se 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  FGj  et  le  corps  6nit  par 
comàder  avec  l'un  des  centres  F  et  G.  On  trouvera  d'ailleurs,  par  la  &r- 
mule  de  l'art.  447i  1"'^  mesure  que  les  spires  se  resserrent,  le  temps  de 
chaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de  la  Umite  4T". 

Développement  du  cas  II. 

46a.  Les  formules  générales  du  cas  11  ne  difierent  de  celles  du  cas  1  que 
par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire  la  courhe,  et  par 
la  valeur  de  ^ ,  dans  laquelle  x^  est  remplacé  par  ^T;  changemens  qui  n'ap- 
portent qu'une  modification  très  légère  dans  les  formules  qui'  servent  \ 
déterminer  les  intetsectîous  successives  de  la  courhe  avec  l'axe  et  ses  apnde* 
tant  supérieures  qu'inférieures.  Du  reste,  le  caractère  essentiel  du  preoiier 
système,  qui  comprend  les  cas  I  et  II,  est  que  la  courbe  décrite  par  le 
corps  soit:comprise  dans  l'espace  que  laissent  entre  eux  les  périmètres  des 
deux  ellipses  p*  =  m^  p^^ml ^  dont  les  centres  F  et  G  sont  les  foyers.  La 
courhe  fera  une  infinité  de  révolutiolis  dans  cet  espace  j  et  ces  révolntioDs 


^ôft  résulte      '  '  '  ■ 

,'406>  iCa^cond  iîeu/sôit  A<iB,  et  par  consê<]ttetil 'a'> ï ,  il  habt 
.ftiiwiMR  ^.*— 1 9Sfr^.  I -^jC?  ûiif  n,  «V  «^ij]anti«rff-am*ii  =3  ^  s:  ^,  et  h 
'valeur  de  Nwra' réelle,  pu^û'eto  bV>  i.  ËDMte'k  Ibnwde  dan*  iis, 


-donwmi' 


^i^ï^^■(^,);^ï..J=H, 


ttakmt'^UitUt^  tjuillGtstjiû  én^  l^aft^élaiFÎéaMîiat^l^  jéii  ré«ill« 

Il   est  reinarquable   que   la    valeur  de  T"   sdîf-b  '^QoSBStf'^rsqlétti  £^t 

RÙTaDt:         ,  j,  ;;     , 

«  Si  l'on  pjsefkd  ea^ê  les  lîmites  9^0,  f^jv\a  deux  îot^rales 

>  daiu1<9qt'i«lles^=x(ï»t*4y  ;ifa*i  ^  ^■^fr'ain^B,  ceftdeûx  mb^ralessertRit 
»  égales  à  une  ntéoie  quantité 

'*ârafr*ai|uelieHÎF?iV+'(PV-*Ev)P(t,Ô)— P'^^  » 

Ail  resté /4^Htàde<!(A  ^Bt^g^lIe51sed^airAîtiIInnÂUIrt«IIxeDt-dê1!lib^ 


\ 
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i  •    • 


•       y    t.    J    -^ 


«•    V 


'.'  '.    t.  '..    '      >.' 


iitmpsiotû' .  / 

».  /  I 

fiyrmule  djans  laquelle  les  termes  t'  ('^^  ^"(JH)  pTendtoot^li  4Blkiie^f%De 
<p»  les  am^'^  (^  ^>^  ^^^  ^^^^^^^  ^  ^ 

on  aur»  -i     '     r     . 

ëqnation  qui  servira  à  détermitrerl'  ât  ^^'^  par  lé  môy  eto  "de^  vdiegfitliexnr 
nées  deL  çtCS.et  ji^p^  J  \     l'  /    ^?        ^ 

Lorsque  le  corps  aura  àcBevé  tin  nombre  £^  de  r^ohitîôna,  on  aara  ( 
=  Lsr,  ^  8^  0  ;  «t  la  l'an  &it  £(i^  4%«d  i^P^^  l«k«jfc(  «talifeditimaiiéoB 
par  l'équatioa  /.,      „  ,       - 


,j.."»ff"g»«   '<-•-•    ^'   s-L»;- 


DoBCt  SI  l'on  appelle  r^}.^  temps^  moyeti  d'une  de  Ces  L  févoiu^ns,  on 


anta 


Ls  '» 


•  ^*T«-l*.«T'    ^'*  ^^ /'*'(+')— il/ \        T'//(.)        F(c,.)\ 


Les  deux  demiai^  tarasea  db  cdte  Sorsple^  déjà  tae^  pt*ifei(9  pmsq»^iBni 
la  diff&rence  de  dén)r€|tlfjiiHitËi  presque  ë^t^^.d^nueroiitijie  plus  en  plus 
à  mesure  que  te^  nopibce Xr  des  mblul4ou»a|ji^enfgya  ^  ^é  la  valeur  de  r 

aj^prochera  de  plus  en  plus  de  la  limite  aj'+  %l\^^ .  Elle  sera  ex^^tçr 
ment  égale  à  cette  liiiiiley  si  Uorbité  est  tentr^nCe  sur  ellè-io^ey  ou  it  ^-- 
est  égale  à  un  Bomb];e,r?li^p^^  ^>.et  si  le,tf mps  total  essorasse  t:^  nombre 


s 


briodes^  Âibré  éà  aie  temps  ifto3f^d'une'ii^vdilik>n 

'  •,  >.  • 

6o.. 


47ft  APPLICATION  A  LA:  MÉCANIQUE, 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  IL 

469.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  l'art.  449>  f.équalîoi^ 
de  la  courbe  sera  semblableipept.AfF  .(c,  is)  =^F^(af,.Ç),  et  on  aura 

A:  =3  \/(^  ~  \)  »  valeur  qui. sera  toujouifs  comprise  entre  ^/^  et  ^/a. 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques  y  on  né  peut  supposer  cssx,  parce 
qu'il  eu  résulterait  j  solvant  les  foVmides  du  tableau ''général,  et  ,:=:  m  et 
et!  =im'y  ce  qui  donnerait  B=p.  « 

Soit  donc  pour  première  hypothèse  x 'â»  c^  9  .on  atoira.  l'équation 

A  •  -: — T-  F  (c®»  2®)  =ss  F(c^,  Qj  et  po^r  avpir  dea^cot|rbes  algébriques^  il 

faudra  faire  k  C- — ^  J  ou  '         t/f  ~  , J  s=  -  ^  ce  qui  donnera 

.  -^ ,         ....  ▼  .  ^  I  «  •   .  • 

•  •  •   ♦     • 

On  peut  prendre  pour  -  toute  fraction  ralionneUe. plus  grande  que  ^,  et  l'on 

aura  une  valeur  convenable  pour  x* ,  d'où  l'on  déduira  c  =     jf    ;  Alors 

<   •  ,     •  •  -  -  j 

l'équation  de  la  courbe  sera  iF(i5^)  =:eF(2^),  x  étant  le  modale  commun  à 

ces  fonctions.  Cette  équationdevra  être  combinée  avec  l'équation  sin  (22  *—ii') 

s=  X  sin  ;8?,  et  avec  les  valeurs  de  ^  et  ^  données  dans  l'art  449* 

470.  Connaissant  c*,  x*,  ainsi  que  le  rapport  ^,  on  connaîtra  le  rappoi;! 

—  =  I  — .cf  ="i*;  mais  it  reste  à  détermwer  s^panéménl  m  eh  rrf: 
.  .  Pour  ceb  y  f  observe  qu'on  a  ,  d'après  le  tableau  général ,  . 

« 


* 


•      -  -  ■  ■  "  /  ■  .    .     .  • 

d'ailleurs  on  connaît  iè  rapport  —  s=  i  —  xV  Ainsi',  en  éliminant  a  et  a', 
on-aùra  pour  déterminer  ;?»>/,  l'équation 


mn/ 


AB  .     y  (a '--«')' 

(i— .m»p')«  —  (  A  +  B)'  •  (c»  — é«)  (4J».+ -•  -  c»«'.>*  . 

Connaissant  wm',  on  aura  m  s=.t  %^mm' ,  ii/«=:  b{/(mmf).  Ensuite  les for- 
mules;^^  Martj  4:52  donneront,  dQCQK  équations.de  jCOiiditipn..^i^t|re.leajd9n7 


SBGTION  n.  477 

1féts,nfj  fJUy  y.  relatires  à  L'état  initial,  du  corps ,  pour  que  le  mouvement 
ait  lieu  .dans  la  courbe  dont  il  a'agit. 

Le  nombre  des  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur  elle- 

méoie,  ,f^: détermine  par  la  quantité  r^—'^^i  (^  +  ^*)=— J  donc  ce  nom- 
bre est  I  ou  21  j  selon  que  c  sera  pair  ou  impair. 

47 !•  Pour  avoir  d'siutres  séries  de  courbes  algébriques,  on  peut  supposer 
comme  ci-dessus ,  x  r=  o*"" ,  (f^ ,  etc.  Nous  nous  contenterons  de  dévelop- 
per encore  lè-systèraiÇ  t]ui  résulte  de  la  supposition  x  =i  à^. 

Alors  Téquatio^  de  la  courbe  devient  A.— ï— -  • F  (x,  z**)  ==• . . 

R(x,  p.  Soit  *.  -^—  •  — ^>  pu  — j—  Y/V  2^>>  J  ^  r'  ^^^^  ^^  * 
^*  -^    il^ri  résulte 


On  devra  prendre  r  entre  les  limites  i  et  4  >  et  on  aura  une  valeur  con* 

vepable  de  x  ou  c**,  d'où  Ton  déduira  c9  =  ^^,  et  c  =  ^-r  ;  du  reste  , 

on  déterminera  mm\  m  et  m' ^  par  les  mêmes  formules  que  dans  l'article 
précédent.  ^  ^     '  , 

Ciela  posé ,  l'équation  de  la  courbe  sera  «F  (H^)  =r  eF  (Ç)  ,  x  étant  lenuH 
dole  commun  à  ces  deux  fonctions  3'  elle^devra  être  combinée  avec  la  valeur , 

dé  p  de  Fart.  449  >  ^^  ^^  valeur  q  =  --;-  t^ng  ^ ,  ainsi  qu'avec  les  équations 

sin (as  — vz*  )=.c!  sin  a* , 
'    .    ^a(!iz*.-r-z*^)j3f^.s^;^._  . 

D'ailleurs,  comme  on  a  fr— =  ^(1  +<?*)  ( i  H- c*^)  ==  —  ,  il  s'ensuit  que  le 

nombre,  de  révélations  nécessaire  pour  que. la  courbe.rentre  sureUe-méme, 
sera^4^.,;aî  ou  /,  selon  que  e  sera Jp^fuur ,:  dpul^iç JJi'fW 

par  4.  .    , 

472.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'ori  &it  i^s=z  1,0^=  a^  ce  qqi 

donne  x ,=  t^a  î —  1  ,  c**  ==  Vax ,  c  =5=  -x:-^..  AlorsJ'éduation  de  la  courbe  • 

êera:F;(2f!*)r=â:aF  (2^,  le.module. de. ces  fonctions  étant  x=s  |/:i  •— 1;  cette 
courbe  rentrera  sur  elle-^méme' après  deux  réf  olutions  ;  et  on  trouvera  ^aisé* 
j]^j(..que.si,  ,p9ur..{4ïw, de, simplicité,  Qn  fupp$)|ULfss.o^  de  sorte  que  le 


478  APPLICATION  A  LA  BÏÉCAKIQUE, 

point  E  soit  rorïglnc  du  monveménl ,.  la  figure  de  celte  cburbe  reoemblé 
beaucoup  à  celle  qui  a  clé  décrite ,  fig.  21. 

Si,  dans  lé  méaiecaii^  oct  vi^ut  avoir  les  valeulrs  de  m  et  m'y  qm  répon- 
dent aux  vateuris  tï-o^vées  pcàaF<r.et  »,  on  aura  à  résoudre  Téq^tiottiéi 
l'art- 470,  qui  devient       .  ;    :       .  ... 

mteH        /a  V  __       AR  , 

,  •  .  ■  ■  .  .  -  , 

*.  ....  .      i  . .    j  ■  ■    ..         .  ........  a  _ 

Comme  on  doit  toufears  avoir  m  <  i ,  on^aura  mm'  <  i^V  et  : rr  <-îi 

ôr,  d^iprès  ta  vnleur  x  =±=  ^<'a  -^  1 ,  on  a  —  •  ;^  =^  i>  aiilsi,  ou  dévtn  avoii' 
».  ,  g-  < «  —  ^ ,  o\i  f -£^n)  > ^ •  'Miettont, les  valeurs  'ubméiiqués'^ il 
supposant  A  >  B ,  oti  aura^^g— ^  >  o.  094252a  >  ou  g-  >  -^^^7^ ,  cl  en 

termes  plus!  simpjes^  p^AvifoCelie  c^ndîtioBT  ét#nt;,remplie ,  on  aura,  par 

l'<tqiiaikiopnBoidwiei^«»f>« valeur  oowiûwMiài^eK  nw^  j  qtii  dbonerft.eeU» 
de  m  et  de/;/,    .  -  •     ,-  ' 

Soit ,  par  exemple,  A  =»  2B,  ou  B  =s  2A,  on  aura  à  peu  près  m/nT  =  j^j 

1»^  =  ^,  m  ;=  -iV^.  Or^i^r?!  =^  et  m^  =  (jjj  î  ^bnc  FE  =  ^  a  et  FD 

«o»  97t  ^y  ^^  ^^  ra^p^r^nt'lès  distMtc«â  au  pojm tC ^. mUîei%  de.  FG 1  oti^tan 
GC s:  C'/r  Hh  î}*»^  DC  mi  (y|j  -h  i)  /!..  AÂMi.  h^  corps  sera  euvir (m^^firii 
plus  eloiguddu  centre  Ç  dai^^Tapside  supérieui:e  E  que  dans  l'apode  inlK- 
neureD. 

473.  Si  l'on  prolonge  Féchellé  des  moduteil  dans  le  sens  inTerse,  on 
pourra  faire  ;de  mén^  ic^i^Ây  xsss4/\  «ter,  «t  cliaque  supposition  prodoÎA 
un  nouveau  système  comprenant  une  infinité  der  courbes  algébriques. 

•  Il  est  à  remarquer  que  ce»-  calculs  donneront  des  résultats  semblables  à 
<iaas  que  nous  avons  déjà  obtenus  par  les  suppositions  xssc^,  z:sst4f^y  ett^ 
ttVM'  cette  diflerence  que  le»  modules  c  et  x  dettont  être  ëckangés  euiMeux, 
ainsi  que  les  variables  z  et  Ç.  La  raison  en  est  que  Féqualioa  géfiérak 

È:it(cyz)z=F(xyÇ)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2  — c*)^F(c,  is)— 

(a  — •  X*)*  F  (jQ,  Ç),  dont. les  deo^  inemt>res  sont  semblables  entre  eux;  d*bù 
i|âmt;q.ue4!écp|uitÎ0B  sabsîsle?«i^iMSantl«i  doublet  édiauge  dmat^nçOM/vtam 

-  iiP74.  Soft  a^boirff  X  ==  c^  te  qui  réVientâ  fiire  cssiX**,  on  aura,  oonnxie 


aun-  469, 

•  ■  ■  • 

<;ef  qui  donne  «£=c^j=î-~-,  et  Téqualion  de  ^axCourbe  sera  iF(c,  C*)  = 

eF(cy  z)^  ou  simplement  /F  (Ç*)  =  eF  (z) ,  c  étant  le  miodule  conimun. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faudra  combiner  cette  équation  avec  Péqua- 
lion  sin  *(  aÇ*— •  Ç*)  =  c  sin  Ç*  et  avec  les  valeurs  de  ^  et  ^  données  art.  449- 

Quant  au  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre  sur 

el^e-jD^mey  il  se  détermine  toujours  par  la  quantité  "iftj^^^^TXJJ.^jjî  Aonc 

«e-^mlyre  serti  ê  éûftf,  selon  €^ê  est  impair Joa>pair«  ^    r  < 

'4^5.  Soit  en  second  lieu  atss^^,  ou  c s=%^,' on  anra  comme  au  o^  4^1  » 

ensuite  c'==^^,  et  c"  ou  x  =-^^,.  Cela  posé,  Féquation  de  la  courbe 

sera  eF(z)'=:iF(Ç**),  e  étant  le  module  oomnrnn  a  cea  fonctions;  ctUê 
àmàskèue  combinée  avec  IcAéquatiM»  sin  (aÇ-^*^)5=  ^'»n?*>*in(?C*— Ç^) 


r^wn?'^,  la  valeur  dtp  die  l'art.  449  ^^  '•  valeur  y=-—  tangÇ'.  \ 

l)'ailleurs  comme  on  a  -=77-  =  ; — ; — r-z — - — rr  =  7:%  je  nombre  de  révolu- 


ikniB  qtri  t^mpese  une  période  sem  Cy  ^e  ou  ^,  selon  <|iie  e  sera  impair, 
doubla  d'un  impair,  ou  divisible  par  4-  '  "^ 

476.  La  formule  générale  supposé  é  ^  t  et  e<<  4^*9  <^Vst  pourquoi  le  cas 
le  plus  simple  8^)blient  en  Faisant  e  =  ^y  isbi.  AJors  csi  a -.^équation 
oFz  =  F^^  et  la  pédod^  .be  %ef9k  xpie  d^'uoe  jrévclutioi^  c'esi-à-zdire  que 
la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après  une  seule  révolution;  ce  cas  est  très 
remarquable,  et  il  mérite  d'être  développé. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E  soit  celui  où  com-  Fig*  94. 
mence  le  mouvemçnl^on  aura  tzss-Oy  iks^^  >  p^^ss^m^t  —  c^sin^^)»  9^^ 

,^-  tang  C ,  et  l'équation  de  )a  pourbe  sera  JP'^  =  F  (2^**)- 

Pour  avoir  le  premier  fi^mt  d'inlec^ecUan  de  la  courba  avec  l'axe,  snk 
Ç=i^,  on  aura  Ç^ss^tt,  ^'^  =  2^,  '^;==7r  et/?'  =  ni.  Donc  le  point  B', 
où  la  courbe  rencontre  soii  c^%eaprps-iine  demi-révolution ,  se  confondra  avec 
l'extr^mité-Lrdu  grand  axe  de  FeUipse  p*  =  m^  et  ce  point  sera  par  consé» 

£|ito^,l«i.4M(.iP^ittU«E;j9t,Li  le  ^çarpa.^.idû  p«sfer  jpar  son  apside  infé- 


48o  APPUCATION  A  LA  MÉCAWIQUE, 

rieure  I';  pour  dëterminer  ce  point,  il  Ikut  faire  ^  =  7«,  ce  qui  âooné 
Ç*"^7r,  ^  =  3»  et  lang" Ç  =  y.  Donc  le  point  I' est  détermina  par lo 
valeurs  ;>'  =  m',  y  =  ^(J^- 

.Ainsi,  pendant  une  révolution,  le  corps  passe  deux  fois  à  l'apùde  supe^ 
Heure  en  E  et  L,  et  deux  fois  à  l'apside  inférieure  en  1'  et  1*>  Daqs  ce  cas, 
il  est  évident  que  toules  les  demi-révolutions  doivent  se  faire  ai  tempi 
égaux. 

477-  11  est  essentiel  d'oberver  que  dans  toutes  les  hypothèses  z-=c', 
x=:c",  etc.,  où  l'on. aura  x>'C,  les  forces  A  et  B  devront  être  de  signe* 
contraires,  c'est-à--dire  que  Tune. de  ces  forces  sera  attractive  et  Faulre 
répulsive.  Cela  résulte  de  l'équation 

Bwà'       _       AB  &'(3  _.■)■■ 

(i_™m'?—(A+Br  •(«•-.*)  (c'+.'-oV)». 

dont  le  second  membre  serait  n^alif,  si  AB  ne  devenait  pas  négatif  eu 
même  temps  que  le  facteur  c*  —  x'. 

Cette  àrconstance ,  qu'on  peut  admettre  an  moins  comme  hypotbète^ 
n'entraînera  d'ailleurs  aucun  inconvénient  ;  les  quantités  a  et. a.'  aeroot 
toujours  de  même  signe,  et  les  formules  générales  s'appliqueront  sans  diffi- 
culté aus  cas  particuliers. 

479-  Ayant  donc  fait  x=c",  ensuite  e=3  ,^^=i,  ce  qui  donne  c^y/i'—i, 

c'  =  \/ïc,  x^— t-tJ  supposant  de  plus  «  =  o,'on  aura,  comme  dam 
l'art.  476)  aF^^/=,FÇ•■,  c  étant  le  module  commun,  sin(32|' — Ç°)  =  c'mnf, 
sin(2Ç' — if")=csinÇ^,  />'=m(i- 

Pou 
de  z  é 


Soitd< 

les  for 


Ensuit 
appliq 


SBCTION  O.  4Bi 

log  nrnlcss  9. 7ooa5giB, .  log  ^?  =  9;*^6i  7314.3  ij 

log    m=:9.89iot)i4,  IogA=9.959i37i, 

iog    in^rîs  bj. 8052567,  log  (Lb^  9 .  9764B02 . 

A  l'égard  de  la  vitesse  initiale  V  qui  a  lieu  au  point  JË^  elle  de¥r$  satis- 
faire à  réquation  .     ,  - 

V^tïs— î— — i-  . • r  =  -^  .  ^  "      ^    . 7. 

^  ma.  I  — -  mm  a  m    •        i  —  mi» 

Au  moyen  de  toutes  ces  données,  lé  oMrps  tlSorica  la  courbe  àlgârique que 
nous  avons  déterminée,  laquelle  rentre  sur  elle-même  après  une  seule  révo-* 

lution. 

Du  cas  particulier  où  Pan  a  eL:=:a\ 

^*jg.  Gê  caB  se  rapporte  égaVemtent  aoi  feriBuleft  du  eas  U  et  à  -oeUss  cki 
XM  1;  il  sert  de  )yassffgê  "dèl'im  i  Vmtece^  poimp^tm  dmï  ^snir  An».*.' 

^'^*^;  =:^^— ^.  Mais  eomme  la  varielble  Ç'n'a  pas  lai  inémë  sigqiBcatiôn 

1..M.  mm         A+B 

^dMK  ieS'deuK  cas  principaux,  nous  suivrons  iciles  dénominations  du^cafi  Q. 
On  a  d'abord.«Œî!^.>  A:c=  iZ/i-^iç"),  m;=m(i  — f*) :=«!*•  j  aiàsi 


il  faudra  satisfaire  à  réquation  *  ^  yjy^»^^  A^i^ï '  '^^^^ 

sont  donnés 9  ainsi  que  la  quantité  m  qui  détermine  la  position  du  point  E 

Mir  l'une  l^FG,  on  déterminera  le  module  c  par  réquation 

. /__       (i-^in*),^^/Âl 

d'où  résulte  ^  =  ^(A.+B)-a»»VAB>  "«»»  PO»'  q»«  cette  aolutwii  «it 
lieu,  il  fout  prendre  m  >  ^>Vfa>  Connaissai^t  le  modulée,  on  aura  m'=wni*j 
ensuite  a  se  déduira  à  volonté  de  Tune  des  deux  équations 

Supposons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  €bo,  on  aura  PéquaÂon 
âe  la  courbe  AîP(c,  4;)=s:Ç,  qu'il  finidra  eotnbiircr  avec  lès  tafeurs 

p«=:i»(i  — c*sin*4),  ç=^langC.  '  / 

Xktît  tf^tsAné  M  :ptttt  làmaÔB  làeiwair  mlgébràpiëi^.  çaipe  qo''Oft  '  ne  ^eut 

T.  1.  61 
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déterminé  de  révolutions,  si  la  quantité  -; —  était  rationnelle.  Ce  cas  seul 


•  «• 


excepté,  la  courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  l'espace  renfermé 
entre  les  périmètres  des  ellipses  ^*  =  /w,  p*  =  ^y  et  ces  révolutions  seront 
toutes  d'une  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  1',  S*,  1%  S*,  etc.,  alternativement  supérieures 
et  inférieures ,  il  faut  faire  successivement  •\j,=z=J'7f,  ^,  -tT,  a'Tf,  etc.;  et 
les  valeurs  correspondantes  de  ^,  qui  croissent  proportionnellement  aui 
valeurs  de  ^[/^  seront  Ç  =  AF*c,  nkS^c^  ZkF^Cy  etc. 

Développement  du  cas  III. 

480.  Le  cas  III  est  le  premier  des  quatre  cas  principaux  qui  composent 
le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  àe  p  varie  depuis /i=o 
jusqu'à  p  =  ^/m  ;  l'ellipse  p^z=im  enveloppe  toujours  l'orbite,  et  la  touche 
dans  les  points  S',  S%  S',  etc.,  qui  sont  ses  apsides  supérieures;  mais  il 
n'y  a  d'apsides  inférieures  que  les  points  I',  I*,  P,  etc. ,  situés  entre  les  centres 
F  et  G,  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme 
des  rayons  vecteurs  r^^,  égale  à  FG,  est  un  minimum. 

Les  formules  «propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  du  second 
système,  sont  établies  en  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement, 
est  situé  sur  l'axe  entre  les  centres  F  et  G.  C'est  à  ce  point  que  sont  rap- 
portées les  données  m%  ^,  V,  d'après  lesquelles  on  détermine  m,  ni  et  M, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  l'art.  é^\5^  et  qui  servent  aussi  à  déter- 
miner la  constante  e ,  comme  l'indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

48 1.  Dans  le  cas  III^  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  sont  de  trois 
sortes ,  savoir  : 

Les  intersections  B*,  B*,  B',  etc. ,  qui  ont  lieu  à  droite  du  centre  Gj  elles 
se  déterminent  par  la  valeur  *^  =  oo ,  en  faisant  successivement  2f s=7r,  3it , 
STTy  etc. 

Les  intersections  A.^,  A*,  A'y.etc.^  qui  ont  lieu  à  gauche  du  centre  F  ;  elles 
se  déterminent  par  la  yaléur  ^=o,  en  faisant  successivement  ^ssa^r,  4^, 
6^,  etc. 

Enfm  les  intersections  I',  1%  P,  etc.,  qui  ont  lieu  entre  les  centres  F  et 
G;  eUes  se  déterminent  par  la  valeur  /?  =  o,  en  faisant  successivement 
•4^  =  ^,  2^,  3^,  etc.  . 

Ces  derniers  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures  de  la 
courbe^  quant  aux  apsides  supérieures  S%  S*,  S',  etc.,  elles  seront  déter- 
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minëes  par  la  valeur /?•  =  m ,  en  faisant  successivement  ^IrSTy^,  f^, 
I  it ,  etc.  Ainsi ,  on  voit  que  la  détermination  de  ces  points  est  liée  avec 
celle  des  apsides  inférieures  I',  P,  P^  etc.,  de  thanière  qu'on  peut  obtenir 
les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul, 

482.  Pour  déterminer  avec  plus  d'uniformité  les  points  B*,  A*,  B*,  A*, 
B^,  etc.,  qui  répondent  aux  valeurs  Ç=^,  2^,  3^,  fyK ^  {ï^,  etc.,  nous 
procéderons  comme  dans  le  n*  439-  Supposons  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  >(/  soient  4  =  y\  >"j  >'">  etc. ,  il  s'agira  de  résoudre  les  équations 
successives  A:F(c,  j.')+F(x,  €)=aF'x,  A:F(e?,  y')+F(x,  €)=4F*x,  etc. 
Pour  cela ,  soient  u  et  J^'  deux  arcs  déterminés  par  les  équations 

F(c,„)  =  |F(x,  0,F(c,  J^')  =  ÎF''f} 

appelons  ensuite  «T",  «T'^  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  delà  multipli- 
cation de  la  fonction  F(c,  J"')  ou  FcT',  en  sorte  qu'on  ait 

F  (  cT")  =  2F J^,  FcT'''  =  3FJ^,  FJ^*^  =  4FJ^',  etc. , 

c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Gela  posé,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  de  celle  du  ^correspondant 
qui  a  le  même  indice,  en  résolvant  l'équation  Fy+F)i  =  Fcf\  D  en  résulte 

x>  8in9COs/'A(^)  +  sSn/'co89A(9) 

o ^m'       A (if )  A {i")  4- c^ sin «  co8«ain/cos#^* 

Faisant  ensuite  ^*=  -pgï  <>"  g^j  la  position  du  point  d'intersection  cor- 
respondant B*  du  A"  sera  déterminée. 

483.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S%  I',  S%  P,  S^,  P,  etc., 
qui  répondent  alternativement  aux  apsides  supérieures  et  inférieures,  nous 
supposerons  qu'en  faisant  successivement  ^ss-j^,  ^,  f^r,  a^r,  Itt, 
ZiTj  etc.,  on  ait  les  valeurs  correspondantes  Ç'=^',  X'',  A"',  X*^,  XT,  X''*,  etc.  j 
il  faudra  résoudre  les  équations  successives  AF'c  =  F(x,  A')  —  F(x,  «), 
2AF"c=:F(x,  X")  —  F(x,  é),  etc.  Pour  cela,  soit  J^  une  première  auxi- 
liaire déterminée  par  l'équation  F(x,  €r')  =  ifcF*cj  ensuite  soient  iT",  J^", 
J^*%  etc. ,  d'autres  auxiliaires  qui  résultent  de  la  multiplication  de  la  fonction 
F(x,  /'),  en  sorte  qu'on  ait       . 

FcT^znaFcT',  FcT''' =  SFcT',  FJi»^  =  4FJ^',  etc., 

fêtant  le  module  commun,  il  restera  à  résoudre  en  général  l'équation 
FX— F£=:FJ^,  X  étant  le  module  cooounun  a  ces  fonctions ,  et  on  en  déduira 
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'       ^  ^  ^ gin  I  coff^A  (/)  «fi  sinJt  cm  étk  (•). 


fbmmle  dosa  laN}ue(le  on»  a  A  (é^^^  v^(  i *^x^  siti*  e),  ùi{^)zm,  |/(  i^*  x^sin^J^)^ 
et  où  il  faudra  donner  à  A  et  cT  un  aiâine  Bombred^'aoc^asv- 

he^  pokAs  1%  X%  1%  eM»  y  qoi  «OiOiA  le&  apsides  inféneucds^  ou  les  poipts 
d'îttlersedéoDr.d^e  lat  coudbie  urec  Fa&e^  entire  les  oeQtiw  F  et.  G,  s^oftt  e» 

génévaf  détermines  par  la  valtear^''=-taBg' jÇ  =  ^,  où  il  f£^udra  doQ- 

ner  à  jj;  J«s  Y^eura  tuccfift^vQS^  Ç  3=  ^",  A'\  AT*,  ete.  .     • 

Les  points  ^\  S\  S^,,  etp.,  qiii  sont  les  apsides  sofiérieures^  ^roat  àétMfr^ 

minés  par  la  valeur  constante  /?•  =  m  et  la  valeur  ç  =  -^r  tang  j  Ç ,  dans 

laquelle  il  faudra  feire  successivement  ÇssA',  A'",  A^,  etç, 

4Ô4'  Sntsinôn»  mmkttnaM  eomlneo  te  corp»  dewa  faire-  àe  révolatioos' 
pour  arriver  à  un  poiniidfiForlMte  déterminé,  sok  par  1»  valeur  ÇssLsr, 
soit  par  la  valeur  '^^^hr^^h  et  l  étant  des  nooibi:es  eDAieKs>.  Lé  nombre 
de  demi  -  révolutions  se  trouvera  par  celui  des  intersections  de  la  courbe 
avec  l'axe;  car  nous  comptons  comme  demi-révolution  Ye  passage  dTane 
intersection  à  Vïntersectiàn  suivante. 

Soit  (Fabord  ^=  L^;  cettfe  valeur  conviendra  au  dernier  des  points  d'in- 
tersection B ,  A',  B',  A%  Bk\  ^te*^;  ai^si  W  aombce  de  ces,  points  sera  L.  Maïs 
il  y  a  d'autres  point» d'iiftteiSiefttiMi  1%  P,  eto.,.sîtaés  eaty»  F  et  G;  pour  en 
connaître  le  nombre,  il  faut  avoir  la  valeur  de  4*  ^P^  correspond  à  bi 
valeur  Ç'rsiL'Tf.  Soit  donc  4==Iî»"  +  4'>'^  étant  Wii  entier  et  -^^  un  arc 
positif  moindre  que  ?r,  on  aura  pour  délenainer  1  «t  ^%  Vé^ia^km 


ï  + 


\t. 


€  2iitFV 


A%aa  Inséra  Fsnkiër  lé'ptîrs  grantî  contenu  dans  hi  quantité  donnée 


"■"— 5feF^ — "•'     ^'^    - 

<  i  étaat  aînflft  délci*ùHntt<,  le  nombce  total  d^s  demin^évolufiioms  cfoà^  coreeir 
pondent  à  ia  valMir  ^z^sLar^  s^rs^  Lc+I* 

'  En  aficeîkd!  lîauv  sbit  àuÊÊWË'  la  v«lenr  n|^9s  liTr^  lé  noatfave  des  poiftU 
d'intersection  I',  1',  P,  etc. ,  dont  le  dernier,  jrépond.  à  bfe  valrar  ^  s=  Ix, 
sera  L  Pour  avoir  la  nombi:^  des  ajutres  poijats  d'ioierseclÛAa ,  il  faut  con- 
naître la  valeur  correspondante  dé  Ç;  soit  donc  Ç  =  L^+Ç',  L  étant  un 
entier  et  Ç'  nu  atc  positif  moindre  que  ^r.-  On  aora,  ponr-  diétenmncr  L 
et  Ç',  FéquatioR  -         ■       " 


\j 


G>iuiaissaDt  L,  le  nombre  total  des  points  d'intersection^  ou  celui  àe& 
d'eini-rëvolutîons  du  corp»  dan»  son  orlbite,  sera  1-+-L. 

48i^.  Pqui:  quie  le  corps  re^iemne  au  point  de  départ  A ,  après  un  certain 
«osnbr^de  révoluiîoni»,  il.  faut  qu'on  ait  à  la  fois  4  ^^^'^^  et  Ç=3<7r-^  €, 

e  efc  i  étant  de«  entier»,  ee  qui  oemiera  -^;^ssp-«'9  ainai  îl:  ftiiit  qu^  Ija^ 

CuCl 

qnantiié  w^  aoit  une  fra/îtiov  rationnelk  p  Alors  le  soBihre  des  dwii«ré- 

tolutîons  faites  par  le-  èorps  sera-  21  -f-  ^;  si  ^  qst  pair,  fe  covps  anni  éokaoé 
£i-{-^e  r^Tolotion»,  et  l»  courbe  rentrera  s^m^  eUe-^mâinc.  Mais;  si  €  est 
impair,  il  faudm  encore  21-^^  demi^révolcilions  p€«ir'q«e  W  coqrbei  r^^ 
sur  elte<-raéme.  Ainsi,  en  géséral,  le  iHiniIire  dos  «évotutM^oA qû  eom|^ment 
une  période,  sera  i^\e  ou  3£*'-f>e,.  selon  qitfte  serai  paûr  oia  infiiiw  :  «^ 

connaîtra  d'ailleurs  les  nombres  1  et  e  par  la  yateur  -pT^j  réduite  ât  Fax- 

•  •         •  .  «  \ 

pressitt»  la  pluft  simple  •-• 

4)86.  Le»  résultats  des  deui^  articles  précédens  devront  être  modifiés,  ai 
Ifli  cow1m9  passe,  par  l'un  des  foyers.  F  et  G. 

Pour  que  le  cer.pe  pamenoe  aa  foyer  Fi,  il  &irt  qiik'on  ait  à  ]|e^  fqis/p?;;?  q^ 
^  es  o,  c^estMÉh-dire  4  s=  «nr  et  ^  s;»  iia'tt  ,  n  ^1,n!  è\m^  d^  eiU^c^  A^^ 
on  sur»  L'éqpatien  de  cooâîtion  aknE^c  qns  4«^F'ai^*««  FCmVSî  4w«  cettiç 
équation»  oai  re|;arde  iF^c,.  F^h  «omne  situlm  dooniàe.«^)  lq«  entiers  M  e1^^' 
étant  à  volonté,  ainsi  que  F  (x,  c),  (fia»  doit;  seulement  éti:e  phls  pelJt  <{iie 
F^x^'TT}  ou  oF^x^  on  voit  qu'il  y  aur^  une,  infinité  de  manières  dq  sàtis&ire 
à.  celle  équation,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  uiie  infinité  de  suppositions  à  ftire 
sur  UétaJt  initial  4^.  mouvement  dont  déj^ehd  la  valeur  de  la  constante  £, 
pour  quQ  le  corps,,  après  uq  certain  nombre  de  dèmirrévolutions,,  parvienne 
au  ctntrie  F^ 

.  Ceq^ndaoJt  Iocskim  4x'c  et  FV  s^erpo^t  cammânsurij)les  entr'e^^ ,  ^  l'on 
anpeUa  H.  fe»f  (¥)mmun^  mesiure,,  1^  diyer^e^  .vaj^ucs  de  FÇXj^  0^^®  ppur- 
i;q9|,  être  qw  des  multipWs  dfi.^^|.  ^f}si,iewr  nombw  sçç^.  limitée 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  fkywt  G( ,:  iè  ùeak  qna'on  aiè'4  ki  'hf» 
J/ ==s  n*^  et  Ç  =;=  (2/1^ -f-?  1)  'Tf ,  ce^^i  dom^era  Féquiifaon  de  condition  ^knlP^c 
==  3  (a»'^4-  i)  F^x  —  F  (x,  e) ,  é<9aâtipft  à  l^qûell»  «^pourra  satisfaire  d'une 
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înfiniti  de  manières ,  si  -pr-  est  irrationnelle  ;  et  d'un  certain  nombre  de 
manières  seulement,  si  cette  quantité  est  rationnelle. 

487.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lien  à  exception  dam 
les  formules  des  articles  4^4  ^t  4^5  ;  car  si  le  foyer  G  est  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ce  point  appartiendra  paiement  à  la 
séné  des  points  B',  B',  B',  etc. ,  et  à  celle  des  points  1',  I',  P,  etc.  DeménK 
si  le  foyer  F  est  l'un  des  points  d'interserlion  de  la  courbe  avec  Taxe  ,  ce 
point  appartiendra  également  à  la  s-éne  des  points  A",  A',  A',  etc. ,  et  i 
celle  des  points  I',  I*,  V,  etc.  Ainsi ,  dans  réDuroëration  des  prànts  d'in- 
tersection qui  servent  à  compter  les  révolutions  du  corps  dans  son  orbite, 
il  y  aurait  une  unité  à  retrancher,  tant  de  la  somme  L  -f- 1  trouvée  arti- 
cle 4^4  >  ^^e  ^^  '^  somme  ai  -f-  e  de  l'art.  4^5. 

Mais  une  remarque  plus  essentielle  à  faircj  c'est  qu'aussitôt  que  le  corps. 
est  parvenu  à  l'un  des  foyers  F  et  G,  les  formules  générales  cessent  d'être 
applicables  à  la  question ,  puisque ,  passé  ces  points,  les  valeurs  de  />  et 
a  devraient  être  supposées  imaginaires. 

On  doit  être  peil  surpris  de  cette  dilEculté  analytique,  si  l'on  considère 
que  la  vitesse  du  corps  devient  in6nie  lorsqu'il  parvient  à  l'ua  des  centres 
des  forces;  on  peut  supposer  que  la  loi  de  continuité  est  violée  par  celte 
circonstance;  du  reste,  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  la  solution  de 
cette  difficulté  ,  et  nous  ferons  généralement  abstraction  ,  dans  tout  ce  qiù 
suit,  des  cas  où  l'orbite  peut  passer  par  l'un  des  foyers.  Nous  donnerwu 
cependant  ci-après  l'exemple  d'uncas  de  ce  genre,  dans  lecpiel  le  moo- 
vement  se  détermine  d'une  manière  qui  semble  d'abord  peu  admissible , 
mais  que  le  calcul  justifie  sufiisamment. 

488-  Il  ^ut  maintenant  cbercher  dans  le  cas  III  l'expression  générale  da 
temps  que  le  corps  met  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite. 
Ce  temps  est  toujours  composé  de  deux  parties,  l'une  ^  fonction  de  4) 
l'autre  t"  fonction  de  ^  or ,  comme  la  valeur  de  tf  est  la  même  que  dans 
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T„  ^  c^mf  s\n*4^      dp  e  d^ 

conviennent  au  cas  IIl,  sayoïr  /?*  = r-^-n  >  77^1=.^/^   n*7T7 :;  »■  ,«.% 


on  aura ,  en  faisant  pour  abréger,  n  =  — 7  c*  (  i  +  ^')  >  D  = 

Or ,  par  les  réductions  connues ,  on  a 

Soit  Z'  la  valeur  de  Z  lorsque  ^jr  =  |-  ^ ,  on  aura 

Or,  si  Ton  fait  »  =  —  i  4-  A*  sin*  X ,  on  aura  sin*  A  =  i  —  m  ;  et  en  suIh 
stituant  la  valeur  de  II*  (n,  ^),  déduite  de  la  formule  de  l'art.  ii!i, 
puis  faisant,  pour  abréger,  Rs^^tt^- (F'c— E*c)F  (*,X)  — F'c.E(*,A), 
on  aura  * 

:»**sin*A  (i— A^sinM)  Z«  ==E*c  — 6*)iin* AF'c4-4??^i^=^^ 
Soit  T' la  valeur  de  t' lorsque  ^[/  £=s  ^^ ,  on  aura  T'  =  DZ*,  ou 

ao»  sin*  A  (1  —  6'  sin'A  )  \  '    sin  A  cosA  |/(i  —  ^  sm* a)/ 

En  général ,  soit  4  ^=  I*^  +  4^9  ^^  ^^  ^^^^  ^^  partie  du  temps  correspon- 
dante 

cette  partie  devra  être  jointe  à  celle  qui  dépend  de  la  variable  ^ ,  savoir , 

<"(O  +  ''"(O-'"(0-«'"(«>- 

Z?tt  ca^  particulier  où  Von  a  n{  ^=m. 

489.  Alors  on  a  0*  =  X*  =  7,  et  la  valeur  de  k  devient  indéterminée. 
Pour  obvier  à  cet  incouvénient ,'  je  fais  wt^:fssnn  (i-raJ^)*  ^  étaût'si;qppoié 

infiniment  petit,  j'ai  ^  =  M  ^  +  J") ,  cos 9  =  ^S^=^  =  '  -^^•.  t^nc 

h^  =  2ËZ13  -3  —  .    y,  p  5  ou ,  en  substituant  la^  yaleur  de  ,a , 

(A+B)»  \     m     /     /^ 


k  étant  ainsi  dëtertiûné,  iNSquWtioa  "de  la  caurbe  sera 

le  module  commun  à  ces  fonctions  étant  c  =  ^^. 

490.  Si  l'on  veut  4]ue  la  -courbe  déerite  soit  une  com-be  algébrique ,  il 

iàudra  Ëiire  A:  =1-, -étant  nn^Yraction  rationnelle  à  volonté;  alorsmâem 

être  déterminée  par  l'équation 

Connaissant  les  nombres  i,  e,  et  le  rapports-,  on  trouvera  toujours  par  cette 
équation  une  râleur  GOtivenable  de  m,  car  te  second  membre  étant  toujours 
■çk»  petit  que Tunité:,  si  ^a  le  désigne  ^r  sin'-A,  ea  aum  m  ^x  Xxa%\k^ 
e(  comne  ba  peut  prendra  ,fc  <C  i  ^ ,  on  tMara  vn  •ë^  i  . 

fXt^rès  leaJoranÛles  de  l'art.  4'S->  -le  cas-de  /n'ecs  m  sappose  nue  vilOR 
initiale  T  telle  que 

•         ■        -  .,y._(^+'"-)<-t-"-»-. 

de  plus.,  on  doit  avoir  en^re  ni'  et  fi  l'équation 

:jA.'4-Bffi.")9inV     iw'(A+g) 

ii^ou  Ton  dé&uit 

^^   '^        a>»'jh*(A  +  B)+Ci+'»')C'^+Bi»"*)' 

.  et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  A  >  Bin%  et  BC>  Am'y  il  s'essôt 
quecosft  n'est  jamais  zéro,  et  qu'ainsi  sin  fA  ne  peut  surpasser  un  maxi- 
mum  facile  k  déter^oer  ,pac  la  variation  de  nt^.  La  valeur  de  m* ,  qui  cou- 
vient  au  maximum  de  sin  ju  est  m**  =  s.-      . — :  .  ce  oui  donne  cos*  u  ^ 
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:^~  V^       StC— ^^^^  sin •  cosC /l (^) -h fiinC cob$ A (0      ^        ^ 

Etant  donné  le  rapport  ^,  <in  peut  varier  à  Tinfini  les  nombres  entiers::t::ei 

ëy  ainsi  que  les  données  m*  et  ft}  d'où  il  suit  qu'il  !y;a  une  infinité  de 
courbes  algébriques  qui  satisfont  à  la  question  dans;l'hypôibèse:de  m'^m^ 
laquelle  est  d'ailleurs  comprise  dans  Thypotlièse  C  +'C  =  6,  dont  nous 
ayons  parlé  n'  4^3.  -  ^ 

49t.  Le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  i  ==  f ,  e  =  £,  ce  qui  don- 
nera l'équation  de  la  courbe  •>],==  ^;  mais  il  vaudra  autant  conserver  cette 
équation  sous  la  forme  F>|/  =  FÇ  —  Fc ,  parce  que' de  là  il  est  &cilé  de/iflé- 
4oire  algébriquement  y  suivant  les  cas,  4  P^  ^^  mojfren  de  l^p  et  récipro- 
quement. 

Pour  avoir  le  premier  point  B*  d^intersection  de  la  courbe  avec  Taxe ,  il  Fig.  aS. 
faut  faire  Ç  =  ^ ,  ce  ^ui  donnera  4  =  tt  — r  € ,  etp^=i    ^  .  ^  =:  =g-»* 

Le  point  d^intersection  suivant  1*  se  trouvera  en  faisant  4  =  ^ ,  ce  qui 
donne  ?^==^H-é,  tangl  Ç=  —  co||€,  et  i7=S'— ^ -rr-^î  ce  point  T  se 

trouvera  donc  en  faisant  q*  s=s  -p-;  =  ^.  11  se  confondrait  iavec  le  peut 

A  9  ^i  la  valeur  initiale  de  (a  était  telle ,  qu'on  eût  /n*  =  -  ;  cas  où  Ton  a 

Le  troisième  point  d'intersection  A*  se  trouvera  en  iàtsant  Ç  s=  a^r ,  CQ 

qm  donne  4  =  2^  —  é,  sin  4  =  —  sm€,  et ;?•  =  j^^^j^j^^  =  ^, t 

ainsi  le  point  A'  sera  Âtué  à  la  même  distance  du^  centre  F,  que  le  point 
B  Fest  du  centre  G. 

.  ::Pdur  avoir  la  qcmtriéme  intersection,  on  fera  4f=  ^^r,  ce  qui  donnera 
Ç  s=s  a^  +  6;  ainsi  cette  quatrième  iplerseclion  retombera  sur.  le  point  A., 
et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  période  est  composée  par  con- 
séquent de  deux  révolutions. 

Dans  le  cas  de  €  s=  ~7r,  les  points  A  et  I^  coïncideraient,  et  les  points 

A*  et  B*.  seraient  des  apsides  suj^riëuses.     '•*  *     * 


A 
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' 
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T.  L  6a 


Des  cas  où  la  coarie  devient  aîgéhtit^tm^   .  - 


Mît  il  piuDhe  do  F}  hr  rakar  4^=^  1*  îod^m  pav«lWWPDb  l  int«rs«c^^f9«# 
entre  F  et  6;  doue  le  nombre  total  des  intensectîoQa,  ou  celui  des  deqii- 
révolutions,  sera  aL+I.  Si  ce  ni)mLre  e^fr  poir,  la-p^iode  sera  terminée 
^Nprà»  h^il  tî^TokfttÎQWi  muis  si  l  est  impair,  il  &ju^i^  jencoce,  \ui  pareil 
nombre  d&  demi-révolutions  pour  teuminer  la  période.  Aipsi^,  ea  général, 
Torbîte  rentrera  sur  elle-même  après  un  noinbre  de  révolutions  )j-f-|:t  du 
3L+I,  selon  que  sL^-l  sera  pair  ou  impair.  11  faut,  comme  nous  l^àvons 
déjà  dit,  excepter  les  eas^eà  la  coui^ïk»  paâàeraît  par  l'un  des  centres  F  et  G; 
car  la  continuation  du  mouvement  au-delà  de  ce  centre  n'est  point  donnée 

par  nos  formules.  J'observerai,  au  reste,  que  si  dans  la  âraclion  - ,  toujours 

supposée  réduite  aux  moindres  term^,  le  dénomhxateiir  ^  est  pair^  la  courte 
ne  passera  par  aucun  des  centres  F  et  G;  alors  la  période  sera  de  £-f?  j^^^ 
volutions]  si  au  contraire  le  dénc^ninateur  e  est  impair,  la  courbe  pap^era 
toujours  par  l'un  des  centres  F  et  G;  savoir,  par  le  centre  F  ^^  si  1  est  pair, 
et  par  le-  centre  G ,  si  £  est  impair. 

494*  La  supposition  xz^cP  fait  connaître  une  infinité  de  cQwbQ»  al^ 
briques  qui  satisfont  au  cas  III;  on  en  trouverait  de  même  une  infinité 
par  chacune  des  snpposttîans  «acsà^,  i&maïf^^  «!&)  àiais  il  nous  parait 
superflu  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  ce  sujet. 

Pét^loppement  du  cas  IF'. 

*  ,    ■ 

495.  Les  ob'serrsiieDS  générales  que  nous  avoué  Alites  sur  les  formules 
du  cas  m  s'appliquent  avec  tré^^  peu  de  modifications  aux  formula  d^ 
cas  ly  ;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner  une  explication  détaijpl^e 
de  celles-ci;  nous  remarquerons  seulement  que  le  temps  sa  détermine^^  par 
les  ^male»  déjà  données ,  savoir,  la  partie  t^  qui  dépend  de  4",  par  les 
formules  de  l'art.  4^8,  et  la  partie  ^'  qui  dépend  de  C»  P^^  1^  formules  de 

£arU464^  , 

496b  ▲  l'égsrd  des  covbe»^  aigébnquea  qm  p^went  satis&iFe  a^q^  }Vj 
il  est  facile  d'en  trouver  tant  de  séries  qu'on  voudra.  L'hypotl^èse  )^  plus 
simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consiste  à  £dre  ^  =  a^  al  irs 

y/(^Î^)  =  ;»  îl.en  résultera 

Akm  pourm  qa^oii  prenne  e>  f,  dft  «tm  ufte iniMt  céavwntâbte  A 

6a.» 


•  •  • 


^lè  tf,  «t  r^uationdd'U  courbe  9era-»'!^=!e(FÇi-iF«);  on  aura  cm 

Ayant  pris  à  volonté  ïa  fraclion-<i  i,  et  le  rapport' g-, -  on: conmltn 
'^'abord  le  module  c,  par  la  formule  précédente;  ensuite  mm'  devra  être 
déterminé  par  l'ëquatioD 
.  ■     I  ■  mmî       ^      AB         c'fa— c')' 

(i  +  mm'y       (A+B)'  *      i  +  c<     *"  ' 

Comiai^Qt  mm',  Qnaura^ps  7  (/(mm'),  et  m' j^  -  \/(mm'^).  Eofio,  les 

deux  équations  de  l'art.  493  donneront,  l'une  b  relation  entre  m^etsiniB, 
Taiitre  la  valeur  délit  vitesse  initiale  Y,  pour  que  la  courbe  dont  il  f^sgît 
soit  décrite. 

Oii  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  n*  ifg'j  que  la  courbe  reiUren 
siir  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  t-f-ic,  si  e  est  pair.  Lorsque» 
est,  impair,  la  courbe  passe  par  l'un  dés  foyers  F  et  G,  et  la  période  cesse 
(Tayoir  lieu,  ou  ne  peut  être' déterminée  que  par  d'autres  considératioiu. 

■Du  cas  particulier  où  Ton  a  U  =:  Amm^. 

497-  Dans  ce  cas  on  a  «'=0,  »=  1 ,  k^  (/(ac* —  1),  et  réqualion  de 
la  courbe  devient  AF(c, 'Ji)==I'(i,  Ç)  —  F(i,  e),  ou 

»w(«,4)=iog(SÈD-'°8(^:)- 

'Cette  courbe  n'est  point  algébrique,  mais  elle  est  d'une  forme  qui  mérite 
d'être  remarquée. 

'  On  voit  que  l'arc  Ç  ai  pour  limite  jT,  et  qu'il  n'atteint  cette  limite  que 
torsque-sj/  est  devenu  in6ni;' d'ailleurs,  comme  Ç  augmente  en  même  temps 
que  ij-,  et  que  lorsque  ^  =  0  on  a  Ç^e,  il  faut,  à  plus  forte  raison, 
qu'on  ait  t  •<  ^  ■;r  ;  c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  par  l'équatimi  tangt  =: 
V/(an^)';  on  peut  même  prouver  que  £  est  '<  ^ir;  car  on  a ,  dans  ce  cas, 

(t  ^ ;,  et  par  les  équations  de  l'art.  403»  on  trouve 

«m*  =  I  —  ,_^^/  (  '  H-™*)'  cot'/«  ^  tang'  «. 

498.  Puisque  danà  la  courbe  ^ont  il  s'agit,  la  valeur  de  Ç  est  toujours 
comprise  entre  eet  \it,  cette  courbe  d«  peut  rencontrer  son  axe  qu'entre 
4e8  points  F  et  G ,  qm  m^me  qu'entre  les  peints  A,  G.  Ces  points  d^ter- 


seeiicm  sont  lés  apfiid^  inférieures  successives  1%  P,  P^  elc«;  ils*  rëpox^ 

drant  *aùx  valeurs  '^zsiw^  2^,  S'tT,  eto. 

.   Quant  aux  apsides  supé^rîeures  S\  S%  S^,  eie.y  toutes  placées  sur  le  péri« 

mètre  de  l'ellipse  p^^^^m^  elles  devront  répondre  aux  valeurs  4  =  7^9 

fçr,  f -TT,  etc. 

,    Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4  =  ï^»  ''^j  l'*'»  ^^5  i'^y  etc. 

répondent  les  valeurs Ç  =  A' ,  A",  A'",  A",  A^,  etc., 

le  premier  terme  A'  de  cette  dernière  suite  sera  déterminé  par  l'équation 

iiF'c  =  log  f '"*"^!°  J  —  log  (  '       !°  j.  Soit  aiF^c  =  n,  et  on  aura 

î-hsinA^        i  +  siof 


t-^smA         1.— siai 


e*. 


On  aura  de  même  — ^ — f— 5  =  — ^ — :—  e*»,  et  ett  général,  pour  un  mdice 

quelconque  if  '  ,\ 

t.  -f-  iîn  A*  ^_^  1  -f-  8În  f    ,^ 

1  —  sin  a'  """  I  —  sin  t      ' 

Die  là  on  voit  que  la  suite  é,A',  A",  A'"^  A*',  etc.  est  continuellement  croîs- 
sahte  depuis  le  terme  e  ou  A%  jusqu'au  dernier  terme  7^.  Il  en  résulte  que 
les  points  1*,  I*,  P,  etc.  s'approchent  continuellement  du  centre  G,  avec 
lequel  ils  finissent  par  se  confondre,  et  que  les  points  S*,  S%  S',  S*,  etc. 
d^âpprochent  de  même  continuellement  du  point  L,  avec  lequel  ils  finissent 
par  coïncider.  Mai^  ces  coïhcidences  n'ont  lieu  qu'après  un  nombre  ^e 
termes  infini. 

•  499-  Cela  posé,  on  voit  que  la  courbe  est  composée  di'nne  infinité  de  Fi;.  «s. 
5>arties  AS*!',  I"S*P,  PS^P,  etc. ,  situées  alternativement  des  deux  côtés  de 
l*aie  FG,  lesquelles  avancent  graduellement  par  leurs  bases  AP,  I*Pj 
I*P^  etc.,  jusqu'au  point  G,  et  par  leurs  sommets  jusqu'au  point  L,  qai 
est  le  dernier  terme  de  la  suite  supérieure  S%  S^,  S^^  etc.  ^  comme  celui 
de  la  suite  inférieure  S*,  S^,  S*,  etc. 

Cette  courbe  ainsi  composée  d'une  infinité  de  spires  juxta-posées  qui 
diminuent  continuellement  de  largeur ,  et  dont  les  sommets  convergent  vers 
le  point  L,  ne  ressemble  en  rien  aux  autres  courbes  que  nous  avons  dé- 
;crites  jusqu'à  présent;  et  c'est  un  résultat  de^calçul  assez  fi^appant,  qu'une 
telle  courbe  puisse  être  décrite  par  l'action  de  deux  forces  qui,  consi^é- 
jées  séparément,  ne  pourraient  faire  décrire  qu'une  ellipse.  Si  Ton,  demaaT 
dait,  dans  ce  cas,  quel  est  le  temps  moyen  d'une  révolution,  il  faudra  en- 
tendre par  demi-révolution  le  passage  d^in  point  d'intersection  iet  que  P 


4^  APPLICATION  A  LÀ  MÉCANIQUE, 

•«  pcHUb  d'iDter8ectioi>  suivant  1^,  pendant  lequel  «^  vttiiie  dépnî»  3«r  ^/m» 
qu'à  4'9r.  En  général ,  si  l'on  calcti^,  par  le^  foMHilef  doimëes  d-den^ 
le  Hmpa  ëconlë  depuis  4  ^^  ^  jusqu'à  4  ^=^  1^>  ci^  temps  aéra  edkî  d»  1 
pW3pii6i  es  demi^révoltttions ,  et  en  le^  dÎTisant  pas  t*^»  a«|ra  le  temps  vaojm 
d'une  demi  -  révolution ,  lequel  approchera,  d'autant  plus  d^one  taleaf 
oonstaMei,  qtiel  sera  plù»  grand;  d^oà  i)  suit  qifr'à  meswe  que  4  angmefite, 
les  temps  dea  demi-révolntions  tendent  de- plu»  en-phia  vers  Fégalkà 

On  peurraît  ausn  considérer  le  mouvement  du  corps  comme  une  espi^ 
de  mouvement  d'o$cillatîoi¥>  dans  lequd  le  cprps  passe  ancœssivement  d'aiif 
apside  supérieure  telle  que  S*  à  l'apside  suivante  S*,  puis  de  S'  à  S^,  et  aioÂ 
de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  veut  en  diminuant  d'étendue ,  à  mesure 
que  le  corps  s'approche  du  centre  G,  mais  elles  finissent  par  s'effectuer 
toutes  dans  le  même  temp3- 

« 

Développement  du  cas  V. 

5oo.  Les  cas  I  et  II,  et  tous  cent  qui  en  dépendent,  ont  un  caractère 
cpmAiiu  et  diatinetîf  qui  consiste  en  ce  que  les  intevseetieBs  de  1»  cAuAè 
avec  IHixe  as  pauv^oA  avoir  lieu  que  dons  les  parties  DE*>  KL  situées  t ntn 
les  dem  ellipses  terminatricses.  Les  cas  lU  et  lY  tè  disling]aen(t  des^pcteven, 
en  ce  que  lea  intersectiicm»  de  la  eourbe  avec  son  axe  ont  Ueu^  non  leek* 
ment  dans  les  deux  paxtieaDF,  GL  comprises  entre  le»  dlipaes-zt^ssUi 
jE^  =;  o ,  mais  encore  dans  la  partie  de  l'aiLe  FG  compeise  aatM  ka  de» 
centres.  Les  cas  Y  et  YI,  qui  nous  restent  à  examiner,  se  distinguent  d«i 
autres  ea  ce  <|oe:  les  iotecsectioBs  de  la  courbe  avec  l'aM  n'ont  lieu  que  dsm 
lea  deux  parties  FG,  GL  qui  sont  adlaeentes.  au  csolie  Gv  tt  y  a  done  dtfn 
cas  deux  demieis  caa  une  partie  de  l'axe  DËi,  même  me  partie  FI^  de  b 

FI* 
droite  FG,  déternniiée  par  la  valeur  ^  se  a,  où  il  ne  peut  y  avoir  aucune 

intersection  de  la  courbe^  Gela  s'explique  par  la  prépondérance  de  la  force 
qui  agit  au  centre  G,  s<Ht  à  raison  de  l'intensité,  soit  à  raison  d'une  moindre 

distance . 

_  t^ 

Cette  propriété  des  deux  cas  Y  et  YI  qui  les  distingue  de  tous  les  autres 
est  fondée  SUIT  les  valeurs^ss-^^etf  ss--^,  qu»  ne  pewenfc  ipjsM  u 

réduire  i  téro.   Ainsi,  ît  n'y  a  aucune  intersection  entre  les  points  E  et  F; 
et  la  mÈoindre  valeur  de  7*  étant  a,  si  l'on  prend  sur  h  droite  de  FG  k 

point  .1*  tel  qiie  ^p^ss  «>  il  ne  pourra  y  avoir  non  plus  ancune  întprifer 


SECTION  n.  495 

tiétt  ^m  T^ti^f  fMMBqoe  «elle  niterwciioû  suppotertit  whé  ▼alter  de  j^^ 
plus  petite  qu«  €U 

5oi.  Nous  avons  déjà  suffisamment  eipliqué  la  manière  de  tMavet  le» 
Âivéi^  hiterse'èlîons  ^e  la  coufbe  avec  son  Me.  On  sail  que  lee  points  B' , 
B%  S'^  eto.  I  âtaés  silr  la  pâf  tîe  GL  de  l'axe  ^  se  trouvent  en  faisant  ^  s=  oo  ^ 
ce  qui  donne  successivement  ^=  tT^  a^,  S'tT,  etc.  (  On  ne  fait  pas  C=o» 
parce  que  la  preàtière  valeur  de  ^  étant  €,  la  valeur  ^==0  se  r&ppôiietdit  k 
une  époque  antérieure  i  l'origine  du  mouvement.)  Soit  en  général,  y*  la 
valeur  de  4/  qui  répond  à  la  valeur  ^  =  Att,  le  point  correspondant  B* 

fe  déterounera  p^r  l'équation.  -—^^-^  ===  p-^.  A  l^égard  <îes  points  d'in- 

tMMOliim  r,  1%  P|  tlc.y  situés  ratkre  les  tentres  F  et  G,  ils  font  partie  4s 
hi  smte  dts  apsides  tsnt  supériewrcs  qu'ikifàâsuit9B  S%  1^  &%  i%  S'^  V$  tte»,^ 
A  laquelle  «^pondent  les  râleurs  ^9=a^7t^vtr^^7r^  ^iC^  f^^  3:r,  tiù.  Apfc** 
ktit  4èiie  9<\  A",  >i'%  «te,  les  valeors  correspondantes  de  ^^  «t  dakulmst 
ces  fslepn  comme  dans  V»t.  483 ,  on  comisitm  à  k  fois  les  paints  1%  1% 
1%  ebOi ,  •  qui  sont  censés  les  «psideâ  înferiwnres  de  la  couilw,  et  iss  a^psiéts 
sopéneares  fi*,  S*)  ^^  etc» 

« 

5o3.  Pour  que  la  coutil  feutre  strr  elle^-^néme  àpràs  un  «ettâin  ntftAné 
deTévôlmions,  il  &at  qu'oti  ait  !i  la  fim  4^^!^,  K^  dL«4- 1, 1  «t  L 

iétant  des  entiers^  ce  qui  donnera  -=7-  =  y.  Ainsi,  toutes  les  foift  que  -^^ 
sera  ufie  quantité  rationnelle,  son  expression  la  plus  simple  y  ^^^   con- 

nallre  les  taleurs  4  ^=^  ^'^)  ^=2!.^  -f*  <?  qui  ont  lieu  après  l'«cbèrsnifsnt 
de  la  première  période,  et  cette  période  devra  se  renouveler  à  Tinfîni. 

Par  la  valeur  4  c=s  sI^tT,  on  voit  que  le  nombi^  des  |)oifitd  d'iùt6r$S(ftl5ii  t 
est  2I;  et  par  la^iraleur  ^ss^I^^-^l,  on  voit  que  lé  nombre  des  peiitts 
d'intersection  B  est  aL;  et  comme  cliaque  intersection  répond  a  une  demi- 
révolution  ,  il  s'ensuit  q»e  la  Courbe  rentrera  stir  Sle-mteie  après  un  nombre 
de  révolutions  égal  i  I+L. 

5o3.  Si  le  rapport -=7-  est  irra tionnel,  l'orbite  sera  composée  d^une  infinité 

de  îéVolûtk)ns  inégalés  «litfe  eHes;  et  il  n^èst  ailculi  poiid  «dé  T^Mf  dsnS. 

FI 
toute  la  partie  IGL  fùm  h  «diptor  4li'pcAat  I  où  Y^A  é  ^asft^jqiiîit» 

puisse  être  regardé  mfnftie  uà  ppint  d'intesséCtion  de  la  (ïcbitW  avec  l'axe. 

Au  contraire,  si  la  quantité  -pp-  est  rationnelle,  il  n'y  amra  qu'un  cer-: 


taja  nombre  d'intersections,  dont  on  a  vu  que  le  nombre  est  sl  +  aL. 
Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  G  peut  être  un  de  ce^  points  d";!!- 
tersection. 

Pour  qu'il  en  soit  un,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  -^  =  nr,  Ç=c  fr,  iâ 
l  étant  des  entiers.  Or,  sî  d'après  l'hypothèse  -j:;—^  -|-,  on  fait  F'ï:=1x, 
AF  'c  =  Lx ,  l'équation  de  la  courbe  kF  (c,  4)  =  F  (x,  Ç)  —  F  (x,  é)  don- 
neca  dans  ce  cas 

F(»,.)  =  =%(W-L.-). 
Et  comme  en  vertu  de  l'indétermination  des  nombres  i  et  Z,  on  peut  bàre 
à  volonté  1/  —  L(  =  1 ,  3 ,  3 ,  etc. ,  il  s'ensuit  que  le  cas  dont  il  s'agit  aura 
eflectîvement  lieu,  si  la  fonction  F(x,  c)  est  ^ale  à  3%,  ou  ii  un  multiple 
de  ^x,  moindre  cependant  que  ilXy  puisque  e  doit  toujours  être  mûndre 
que  TT.  Ces  cas  seront  une  exception  à  la  loi  générale  de  l'art  5o3  ;  car 
lorsque  le  corps  parvient  à  l'un  des  centres  des  forces,  la  continuation  de 
son  mouvement  nç  peut  se  dâerminer  par  les  mêmes  formules  qu'^i  al- 
térant infiniment  peu  les  élémens  ou  l'un  des  élémens  de  l'orbite,  de  ma- 
nière qu'elle  ne  passe  pas  tout-à-fail  par  te  centre,  mais  qu'elle  en  appro- 
che jusqu'à  une  distance  aussi  petite  qu'on  voudra. 

5o4.  Si  l'on  veut  avoir  l'cKpressiou  générale  du  temps  dans  le  cas  T ,  la 
première  partie  t'  qui  dépend  de  tp  se  déterminera  comme  dans  l'art.  ^'SA. 

Quant  à  la  seconde  partie  £" ,  on  la  trouvera  par  la  formule     y  ^ 

t  -U  ^  '  "^>  '  ^^^  laquelle  il  faut  substituer  les  valeurs  q  =  X^y ,  -^  = 

ùlt&m  -^  A»)  '  t/fj^««  in'Ti*  *^  I*"  *io"ïiC'^>  «"  faisaiït ,  pour  abréger, 
-V,  //  aa'        I  +  mm'  \  c       //aa'     1  +  mm\  i 

~"    y(i+'«i»-f;)-W>— ■"-■à' 

Soit  n  s=  ('+1)  C'+i^*)»  <*i  aura,  par  les  réductions  connues, 
et  si  on  appelle  T"  la  valeur  de  f  IcH^que  ^  ^  ^  ir ,  on  aura 

D'^leUrs,  en  laisant  «  =&  tang*  «T  ,  ou  r  sacot*  J^,  et  ff*  ^  1  —  »*, 


initiale  du 

wrv!' 

courbe  d's 
I        Pour  av 

de  l'ellip^ 
coocbe. 

Sait  ea»i 
|F'c,ou. 
d'ailleurs  j 
et  qu'ainsi 
doivent  êti 

Pour  av< 
3F'c,  et  ( 
valeurs  pi*  t 

Du  poil 
4  =  3'jr  ; 

!T  +  £.  De 

507.  On 
pour  aller 
et  tjfu'il  éé 
supposiUor 
mais  plus  1 
A.  II  faut 
pdMkt  A  U 

Mais  en 
que  cette  f 
génr  étfiït  î 
'  Pour'*- a 
l'orbite  ava 
point  de  W 
on  aura  lei 


A^dii  tente 
TfdêàM'de  j 


doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisénàent  té  mêtbt.  àet  dé  ^wttrbe 

St>8.  C!é  fésûliat  né  peut  avoir  lîea  s  tooins  que  fe  vîtessfr  au  point  $•  ne 
mt  mU».  bt-efib^x^  yktsip  «sisB  fdîiBt  cpndhamiiie  ètBàt mjpttaif  p , 
on  aura,  diaprés  l'équation  (j).) 


f  r       > 


éanij  )Mué!!è  tm  feî^  J9f  e:±  tim:,  mi  àuf à  Mi  p(â*t  S* 

7  ,  •  .         s  .-  ,         ' 

•  -2/ïi*  -i-  IL       m  +  ùL        ^^      i  +  €im  ,J 

Pour  que  (^  se  nêduiie  à  zéro^  il  faut  dono  qu'où  ait  ,  '   .    ,  s 

4  '  '  lÈtM^^^mi^^ 


Mais  puiscpie  x'  =  j  =  - ,  on  a  et  ==  i  «  et  «  +  «^  ou  |  «  =  yE^^.  • 
de  ces  deux  équations  combinées  résulte  une  aouv^  valeur  de  sr^WTOÀr^ 


aii»^  9»  AB 


se  réduit  à^^^^y  =  H  -^ti^d^Bj^-^  ^^>-^'^^^^  J?^  cou^uent  avep 
rûmimtîmi  qui'iait  >à  détMnnner  wti'  ncbiiyi*;.  fl  4fct  >dénd9Éré  ÛQfci  ^td^cine 
Igéûér8le>tc|n6>la  Wttssë  au  pôiAt^*  Q»triHtU& 

par  exemple ,  5- =  I ,  on  shira  m  =  7,  m^=  i ,  et  =  i  /ce  301  donne  im- 

médiatement  1^  =  o.  .  (f.!.      .' 

-  509.  t9ti  voit  (dans  œt  exemple  jgue  le  4cqrps^^ti  de  A  4éoât  4'iab|^  la  pjg  ,^. 
feuille  ÂmLi^'Aj  que,  revenu  au  point  A,  avec  une  vitesse  ^ale.  à  la  vi- 
tMsèlD9tirie>  mats  ^dtngrfs  âe  ttmùè»  ^apse^mf^^Awf^'^^^le  :mfçf^/èmeià 
de  FA/n ,  A\  se  meut  dans  la  branche  Am('S^^  jusqu'au  point  S*,  daas  lequel 
cette  brainléhe  rencontre  reliipse  terniînabice  ^'^  =  m.  Le  corps  ayant  perdu 
tMIfe'sa  viwmun  pnnt  S* ,  il  intiMil  «uf4eft  pas  et  idéerit  ïatmêlM  l6oufbe 
9nil*^mfLmA\  qid  le  xiaaièinrdê^nttv^^btt  aMi^fM^  A^'^t  Sbfiâll  ^élcif^t'ata- 
fl«MUS  ^^Ihlmii  brate;lR>Afi4^  ettièMMM  Ktlibtilttè'i  .AS^V^IUt  sàùA 

63.. 


5oo  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

des  oscUlatiqiis  àon\  le  mibeu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  altma- 
tivement  aux  points  S'  et  S*.     ; 

Au  reste ,  une  courbe  algébrique  ne  pouvait  pasi  ^toe  teripinée  ibnuque- 
mont  en  S'  et  S^,  les.  branches  AS'i  AS^  ont-  ss^ns,  doute  une  çontinoatian  qui 

ne  peut  plus  être  représentée  par  les  valeurs  p  afe  Lj;\^^  ■«  ;r?>  ^:=5  4^, 

mais  qu'il  serait  &cile  de  construire  par  d'autres  moyens. 

5io.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation,  il  suffira  de  doubler  le  temps 
que  le  corps  met  à  parcoiirir  la  partie  S^Am'L,  ou  la 'partie  S^AmL.  Nous 
avons  fixé  l'origine  du  mouvement  au  point  A;  mais  on  peut  supposer  qa'a- 
vant  d'arriver  en  A  le  corps  était  parti  du  point  S^;  relativement.au  point 
A  y  oh  l'on  a  '>{/=:o  et^  =  €,  le  point  S^,  qui  appartient  à  une  époque 
antérieure,  est  représenté  par  les  valeurs  «^/ss  —  -y-TT,  Ç  =  — |^,  etlc 
point  L  l'est  par  les  valeurs  >{/  =  |-  ^ ,  Ç  =  tp.  Donc  si  l'on  désigne  par  ^(4) 
et  i!'  (Ç)y  les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  4  ^'^  C>  ces  parties 
étant  prises  de  manière  qt^Ues  s'évanouissent  lorsque  les  variables  sont  nul- 
les, et  qu'on  appelle  T  le  temps  d'une  oscillation ,  on  aura  jT:=i2tf  (jTt) 
-f-5^'(^^),  ou,  suivant  les  dénominations  déjà  usitées,  T=4'^H"  ^^'^'' 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l'on  a  g-=±  | ,  m  ss: ^,  m'  =  i ,  «ss  i , 
on  trouvera ,  toutes  réductions  &ites , 


a 


|/lka 


Tk(-F'— ÎE'c  +  f). 


formule  oùKf  =  i^  +  (F'c  —  E'c)  F(A,  J^)  ^  F«cE  (A,  ^tt). 

Si  I.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple, 
résultent  de  la  supposition  '  )&  =  c  j  il  serait  facile  d'obtenir  d'autres  série 
infinies  de  courbes  algébriques ,  en  supposant  x  ss  o^,.»  =  à^ ,  etc.  Mais 
nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails  ^  et  nous  préférons  de  traiter  encore 
avec  tonte  l'étendue  nécessaire ,  un  cas  fort  remarquable  compris  dans  les 
formules  précédentes.  '  ^ 

Soit  encore  e  =:  a,  «  =s=  i  ,  on  aura  <?•  =  ^ ,  A*  =  | ,  ^ — ; ;- 


TO'  — 


sa         AB  i  \/Z^    ^t ^«.     •*  +  3 1  —an**      -/        . 


quantités  seront  toutes  connues,  lorsqu'on  donnera  ïe  rapport. g-". 

.  Supposons,  de  plus,  que  la ^ tangente  en  A  edt ' perpendioiilaii'e à  l'axe; 
on  aura  /bc  sts  ^^ ,  j&t.  Péqiiatioa]  entre.  ^^  mPde  l'artiêle  4d^V  combinée 
avec  l'équation  précédente  entre  *  et  i»,  donnera  «•  — ^  ^amP-t-  3jw^  =  o; 


SECTION  IL  Sot 

d'où  iiésoltent  deux,  valeurs  de  m^,  savoir,  mf*  =&.a  et  m*  ss  |>  a.  Enfin  la  vi- 
tesse  mitiale  se  déterminera  par  iéquation  tto  =  ^ —  ^      •  — r^— :• 

Au  moyen  de  ces  données ,  l'éqpatîon  de  la  courbe  décrite  sera  F4  =  2FÇ , 
et  on  aura  en  même  temps  17  sa, ^;^'  ■  .  ■'  ^  t'<>  ff s=s  y  ct>  » . 

B 

So^t,  par  exemple ,  j-  =  y ,  on  trouvera  mm'  =  ^ ,  m  =:  J  v/3 ,  m'  = 

|/3,  «=s  cj  flt'  =  -jc;  et  si  Ton  prend  m*  =p  c ,  on  aura-^q-g  =  ^(i  +  2c). 

^13.  Voyons  maintenant,  d'après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  de 
la  ci>url>e.  A  partir  du  jpoint  A,  le  corps  monte  vers  l'apside  supérieure  S%  Fig.  aS. 

où  l'on  a  4/=:f^,  F^  =  7F*c,  sin  ^  s=        '    ly  Ce  point  est  donc  dé- 
terminé par  les  valeurs  ^*  =  m,  9'  =:  a  (i  -fr  ^)« 

Pour  avoir  le  prémijer  point  d'intersection  B',  il  faut  &irç  J^zss^^y  ce  qui 
donne  K[.'='7r;  donc  on  a  &  la.fois/?  =  o,  ^=od,  et  par  conséquent  le 
point  d'intersection  B'  se  confond  avjec  le  centre  6.  U  n'est  pas  néces^ 
saire  d'aller  plus  loin ,  puisque  la  continuation  du  mouvement  au-delà  de  G 
ne  parait  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos  formtiles,  ou  du  moins  est  l'objet 
d'uner  difficulté  particulière. 

5i3.  Si  l'on  veut  connaître  l'angle  que  la  courbe  fait  au  point  6  avec 
l'axe,  il  faut  considérer  un  point  infiniment  proche  de  G.  Soit,*  dans  ce 
point ,  ^  =  j'ir  -—  d^,  et  ^ ^ssi'TT •—  n  ;  «T  et  n  étant  infiniment  petits ^  on  aura 

Ff  c=  F'c  —  T»  F-^/  =i:  aF*c  —  n.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de 
la.  courbe  F-^isaFÇ,  on  aura  n  =  -?-.  Donc,  au  point  m,  infiniment  proche 

de  G,  on  a  p^sic^nm.yi^  ^=:-^,  et  par  conséquent /i^  =  nc^^uma). 

Soit  6  l'angle  de  la  tangente  en  G  avec  l'axe ,  6  sera  la  valeur  de  û»  au  point 
G^  et  on  aura  tang  j^z=spqz=z  2Ct/(ai7ta). 

Ainsi,  dan^  l'exemple  de  l'art.  5i  i ,  tang^O=  |/j=6,  et  tangd=v/a4i 
ou  6  =  78*27'«78  à  peu  près. 

5x4-  Il  y  a  un  cas  où  l'on  aurait  dsssgo^  c'est  lorsque  mât  =^as|. 
Or-,  on  a  ^«=a^L-lt-Jj  ainsi,  en  faisant  aiti as |,  on  aura  l'équation 

Y=  B  — aAi»*  >  ^^^  résulte  am*=    .  ,  ^;  substituant  cette  valeur  dans 


Sf«ï  APPLIGATIOIH  A  lÀ  tHÉCANIQUE, 

r^ualioD  ^,JL^a,iy==1^'^a::5)«>  °^  *"™  A  ^  H-  '^^^  ®**  ^on<5  ^e  rap- 
port <]ft'â  -dèil  y  mvoir  enlM  Ivs  forcée  À  et  B ,  pour  que  Yangle  i  sût 

Par  la  tAew  de  m*  égale  ali  tafppdK  ^  ,«on  connaît  la  position  du  point  A , 

el  là  vitesse  inhiàle  Y  ^il^gSe  pèt^étidic^atrement  \  FC,  telfc»,  qti«  le 
eoip^,  après  uii^  «éule  detni-rëvolution^  tombera  peipendieulairement  «i^ 
faxe'au  point  G.  9ans  ce  ca^,  H  n^y  a  pad  àe  raison  pour  que  le  corps  ne 
mtKtiOÊè  sdn  «Boawmeot  MP«d]arBSoii8>de  l'ata^  eh  dëorimnt  mne  tourbt  égale 
et  MBliiliiMtt  à  bdle  qv'U  a  'déccite  ai^-dèsste  >de  Pasie.  Il  Mvifendra  fèM^ 
après  une  autre  demi-révolution,  au  point  d^  départ  A;  et  la  j>ëriode  cou- 
posée  ainsi  d'une  seule  rë^lutk>n  devra  se  répéter  à  Pinfini.  Ce  mouvement 
est  extrêmement  simple ,  eu  ëgatâ  i  )&  IfofiipficutlDn  deâ  CslTx^ss  qui  le  pr<y- 
Ai^jèbt  ;  mib  ^1^  ^^  pt^i  déun»*  qti'il  n^aàt  tieû  véelteMent^  «e  tésdiut 
^tit  fbttAé  '^t  êfes  talf!!]lB  ^i  9iê  ^Qnft  «u^tl  à  ttU(5«iM  difiaillé.  D'ibI^ 
iMA,  3  tsst  ^  'pt4n(»(>e^  q«è  si  >la[  ^tesHS  «tM  l&quellé  le  mfpè^mf^  m 
|ikMt  ^  W  «émit  ¥«ftici»te  lôDR  à  ^mup  m  «eM  OMMraim^,  «è  irôrtffs  f^^toft^ 
ttKfk  sw  SIM  ^h  «m  dé«fi¥Mii  Ui  WÊètM  cottrbe)  «t  MtMiiv«rkit  «m  mktg» 

points  les  mêmes  degrés  de  vitesse  en  sens  contnivè^.  Ht)  MMè  ^fmHfiSiè  tÂ^ 
«oostsnoe  ^  lieu  rdativement  à  la  partie  de  l'ovbite  gui  «era  décvitc  passé  le 
|K)iirt  G,  et  fui  devra  être  égale  à  l'autre  .partie.  . 

S^§«  Il  'fi'en  ser^.  j&as  de  même  <daiis  tout  «utre  caa.,  et  .notamment  dus 

l^MOiple  oà  -uous  avons  si;\pposé  ^zac^.  On  ne  voit  plus  don  oominml 

le 'mouvement  doit  se  continuer  au-destous  de  l'axe;  car^n  supposant  qu'il 
se  continue  ainsi ,  ks  quantités  p  etç  nt  seraient  plus  i^lles,  et  les  formules 
tiëM«pai^Bt^'4tne«xa6t6s.  L'anaWse  dohltfe  cependant  une  solirtion  dettUH 
difficulté. 

Suivant  Panalyse,  le  corps,  pàrVênù  aîi  'pbidt  &^  ii'irà  point  au-delà, 
mais  reviendra  sur  ses  pas  en  déèïivafxtl^fiiêmé  dourbé  qu^  a  â^à  décrite. 
ISb  cÀfps "sctYiVetSL  dônr liûpoitti A  Wec  ùhe Vitesse è^e àlk^yilteste hiiâaley 
et  dirigée  en  sens  contraire.  En  vertu  de  ceftfe  ^tesse  ^  iconônueni  fMi 
i^MMKVfi^eat^  «en  ^éerivant  um  wiA^be  entièr^eM;  «emblable  de  FaHre 
côté  de  l'axe;  il  reviendra  donc  encore  au  point  42.  Dnjpoint  O,  il  retoor- 
fièrà  sUr  séis  pas;  et  ft  'dëtritta  àittsl)  par  tmttio wenenl^f ôsâBation ,  Vine 
courbe  dont  le  point  A  sera  le  Ailieu,  et  dont  les  extréÉAdb  ^ÀilKide- 
Tont  avec  le  centre  G. 


«ECÎION  W.  5q3 

5i6.  Pour  &ir«  v^»»  cpw  c«fcU  wlutioa  ^^t  ea  effet  4mi|^  pM  l'in^^jw  i 
je  reprends  l'équation  F%|^  =  iS]^  ^  et  faUant  successivement  «4/  s=  tt  •—  /i , 
4=^+ï<j  je  dis  que  les  valeurs  corro^qndmlet  de  Ç  seront  Ç^r-îT — s^^ 
^=77  H"  ^1  ^^  fxst\jà  qu'où  9ura  a  la  fois 

F(7r  +  tt)  =  2F(i9r  +  (^). 

Bd  eflbl,  si  l'on  a)oi»le  ces  <)e«iY  ^^uattons,  on  i^ra  Féquation  identique 
s^aoi  »Fir;  doBO  la  secoua  équation,  est  wm  suite  n^toessalM  de  la  prt^ 
mière.  &it  li  le  lieu  du  eovpe  eonrespondant  aux  v^teurs  ^sBir*^!*, 

ç=:i-;r— 1^,  on  aura,  daos  ce  point,  p=?^^^^^^,^,  7=/«.  '      ^^      ^ 

Qi  valwrs  a»t  Uw  ara^t  qm.  le  corps  ps^rrienu^  «u  Qeutc^  G.  Si  «uaiûte 
on  change  les  signes  du  u  et  de  y^  afin  d'aToii:  )a  pQSÎtMMK  du  corpa  qw  ro^ 
pond  aux  valeurs  •4/  =  7r  +  <^9  C^^Î^H^^yr  oa  ^oît  cpe  içs.  vainfi4)li09  ^ 
et  9  changent  de  signe  Fuue  et  Vautre^  mais  conservent  les  mêmes  valeurs; 
d'où  il  sait  que  les  angles  â^  ^  ^^  ^^éterminés  pa^  les  valeurs  tang^  â>  =^pq^ 

tang  ^  f  = -^  restent  le^  mén^s;  donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au 

point  M.  Ainsi j^ le  corps,  aprè^  âtre  parvenu  au  point  G,  revient  sur  ses 
pas  en  suivant  la  même  route ,  comme  si  sa  vitesse  avait  été  changée  tout 
à  coup  en  une  vitesse  égale  et  directement  opposée. 

Tîous  ne  dissimulons  pas  que  cette  explication  est  peu  satisfaisante  en  elle- 
même,  et  qu'elle  ne  peut  guère  être  admise  qu3  conune  un  résultat  de  pur 
calcul;  cependant  on  verra  bientôt  qu'elle  peut  être  justifiée,  en  altérant 
infiniment  peu  la  vitesse  initiale. 

?i7*  Pqui  avoir  uoe  idée  de  la  figure  complète  de  la  OQurbe,  daps 
rexem{)^  que  noua  avons  choisi  art  5ii%  nous  observerons  d'abord  que 
re;Lp]:içs9ÎQn  dos  cooidoxuiées  en  fonctions  de  p  et  q  étant 

si  on  élimine  ces  deux  variables  d'après  le  rapport  qui  doit  VÎ^tftr  Wtra  dlfis» 
le  résultat  sera  indépendant  de  la  supposition  que  p  et  q  sont  réels,  et  il 
servira  à  déterminer  la  courbe  dans  toute  son  étendue. 

Or,  l'équation  F^l.  ;sm  aFÇ  peut  être  remplacée  par  l'équation  algébrique 
tang74  =  tangÇ"  |/(i  ^«c*  sin^Ç"),-  et  puîsquVwi  a  W  même  temps  p  = 

l/Ic.SÎnJ'  y        l/(l C'8În*0  'li       •  I        c    V    J  2 


5o4  APPUCATICH!?  A  LA  MÉCAinQUE, 

tkms,  la  relati<Ni  entre  p  et  g  sera  donnée  par  I*ëquation  -  - 

Ayant  ainsi  exprimé  p^  par  le  moyen  de  ^%  la  courbe  sera  facile  à  cons- 
truire dans  son  entier,  en  employant  toutes ieâ  valeurs,  tant  positives  que 
négatives,  de  p^  eï  q\  ' 
Fig.  as.  5x8.  Les  valeurs  de  ^*  depuis  q^ssic  jusqu'à  ^*  =  oo ,  donnent  la  po^ 
tion  de  courbe  AS'6S*A,  dans  laquelle  le  corps  fait  ses  oscillations,  el.qoi 
se  termine  en  G  par  deux  branches  faisant  entre  elles  un  angle  double  de 

Les  valeurs  de  f  *,' depuis  ^*  s=  o  jusqu'à  ^'  =  0*,  donneront  naissance  i 
une  autre  portion  de  courbe  DNKF,  terminée  en  F,  dont  les  prindpanx 
points  se  déterminent  comnie  il  suit. 

Soit  9*  =s  c'z  9  2  étant  <  I  j  on  aura 


»  » 


6«(i-0(3-.) 
f^  —     (3  — M+O*    * 


Au  point  D ,  où  l'on  a  FD  s=  '  ^  =s  ^  g  ^ ,  la  courbe  s'élève  perpen- 
diculairement à  l'axe,  et  tourne  sa  cpncavité  du  côté  de  F;  elle  passe  par 
le  point  N,  où  l'on  a  ;?'5==y*,  a:=â,  y^sao.SS^a;  puis  par  le  point  K, 
où  l'ordonnée  est  tangente  à  la  courbe,  et  où  l'on  a  FHsso.Snga,  H& 
=  0.6570;  vient  enfin  au  point  F,  où  elle  &it  avec  l'axe  un  angle  donl 
la  tangente  =:  v^ff .  Pareille  branche  doit  être  tracée  de  l'autre  côté  de 
l'axe. 

Ces  deux  feuilles,  qui  offrent  en  F  et  en  G  des  angles,  l'un  de  près  de  90% 
l'autre  d'environ  i57*,  sont  les  seules  qu'on  puisse  obtenir  en  supposant  f^ 
et  ^  positifs.  La  nature  des  courbes  algébriques  exige  que  ces  feuilles  aient 
une  continuation,  mais  cette  continuation  ne  pourra  répondre  qu'à  des  va- 
leurs négatives  de  p*  et  de  y*.  ' 

5 19.  D^abord  si  l'on  change  à  la  fois  le  nghe  de  i,/^  et  9*,  ce  qui  donne 

toujours  g*ss€^z.  et 

_6c«(i-fs)  (3+«) 

P  (S+as  +  s*)*     > 

on  aura 

^  —      «  ('  —PY)  iapq 

Si  ensuite  bii  feit  varier  z  depuis  41  s=s  o  jusqu'à  2'S=:ps=3|/3,  on  avn 
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la  continuation  des  deux  branches  cpii  se  croisent  en  F  sous  un  angle  près- 
due  droit. 

Soit  g=;     ,  -,  ^  étant  infiniment  petit,  et  ;?*  =»  M  (i  +  NJ^),  on 


trouvera 


lit  _  'ao  +  9t/3       «  ^  4o  +  36v/3 


ou  à  peu  près  M  £=  o.56o3,  N  =  0.7157.  Or,  il  est  aisé  de  conclure  de 
ces  valeurs,  que  la  courbe  a  deux  asymptotes  qui  se  rencontrent  en  un 
point  X  de  l'axe ,  où  l'on  a  GX  x=i^  a{i  — N)  =  a (0.  i42i5),  et  qui  font 
de  part  et  d'autre  avec  l'axe ,  un  angle  X  déterminé  par  la  valeur  tang  ^X 
=  j/M,  qui  donne  X  =  73*  38'. 

De  même  si  l'on  fait  varier  z  depuis  ^  =  73  jusqu'à  z  =  00  ,  on  aura  la 

continuation  des  branches  qui  se  coupent  en  G ,  lesquelles  s'étendront  à 
l'infini,  et  auront  dans  un  sens  opposé  les  mêmes  asymptotes  que  les  bran- 
ches qui  se  coupent  en  F. 

530.  Maintenant ,  pour  connaître  plus  fecilement  la  vraie  courbe  que 
doit  décrire  le  corps  d'après  les  données  prises  pour  exemple  dans  l'arti- 
cle 5ii ,  nous  conserverons  les  mêmes  forces  A  et  B  ,  dont  le  rapport  est 

de  7  à  1 5 ,  le  même  point  A  où  commence  le  mouvement  et  où  l'on  a 

FA 
vt  =  ^\  =  jg  ;  nous  supposerons  égahemeut  que  la  vitesse  eu  A  est  per« 

pendiculaire  à  l'axe ,  mais  nous  altérerons  infiniment  peu  cette  vitesse  ;  et 

comme  dans  le  casde/A  =  ^7r,  on  a  i^J.  ==  ^î^t^\  _2^«^  et  dans 

l'exemple  de  l'art.  5 1 1 ,  — ^- 7  =  —7- — -  =:  ~ ,  nous  supposerons 


nrni 


T^ACi+cT); 


de  manière  que  le  carré  de  la  vitesse  sera  augmenté  dans  le  rapport  de  i  à 
I  +  ^,  cT  étant  considéré  comme  infiniment  petit. 

Cela  posé,  les  valeurs  des  élémens  m,  m\  c,  »,  A,  a,  tt'  deviendront 'in- 
finiment peu  difierentes  de  celles  qui  ont  lieu  dans  l'exemple  citéj  et  vcôcr 
comment  on  trouvera  ces  nouvelles  valeurs. 

équation  précédente  donne  d'abord  mm!  s=s  g^-oj,-  Ensuite  si,  dans 

l'expression  de  m  -»  /»',  art.  ^i5 ,  on  substitue  la*' valeur • . . . 

iaV  =  ^    \^  '  (A4-B)  .  A  (i  H- J^))  et  qu'on  fesse  en  même  temps  lea 
T.  X.  Q^ 
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A 
substitutions  m*  =s  j/| ,  ^  =»  ^ ,  on  aura 


B 

(l  — 2^)2V/3 


m  — m 


De  là  résulte 


^—W^ 


Substituant  les  valeurs  de  mm!  et  de  m'  '^^  m  dans  les  formules  générales  da 
cas  y  qui  servent  à  déterminer  a  et  a',  on  en  déduira 

donc 
et  enfin 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera  kF  (c,  4)^ 
F(x,0,etonaura  enmême  temps;?=:^^^_^,^.^,;^,ga:/^.^^  ^^     ^ 

5a  I .  Pour  faire  une  application  numérique  de  ces  formules ,  soit  d'abord 
J^  =  o  •  GO  I ,  en  sorte  que  le  quarré  de  la  vitesse  initiale  soit  plus  grand  d'an 
millième  que  celui  qui  fait  passer  la  courbe  par  le  centre  G ,  on  aura  les 
valeurs  approchées  des  constantes  comme  il  suit  : 

logeas 9* 76166a  ^ ss» sin 35*  17^,  1 1  log F'c  =  o . aSQoSi 
log  x=  g* 76oa77  x  s  sin  35.  9  >  37  log  F'x  =  o •  ^38754 
log*  — 9-698813  log  m'  =s  9.937495 

log  m  s=5  9.637134 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  Paxe ,  il  &ut 
faire  y=oo,ouÇ=s77r,  et  déterminer  4^  par  l'équation  ^F*  (c,  -4^)  s=  Px. 
Or,  comme  A:  -—  7  est  très  petit,  ainsi  que  ^— *  x,  on  voit  que  ^  diflRSre  très 
peu  de  TT  ;  c'est  pourquoi ,  faisant  4  =  7r  —  4S  ^^  ^^'^^^  ^'4'^  ^^  ^^'^  ' 
^  F'x=s  o. 001 36.  Cette  quantité  étant  très  petite,  on  aura,  avec  use exac- 


i 
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titude  suffisanle,4'  =  ^•^^^^ïSô,  et7>'=  c'y»',  ^(/'•  =  o,.oooooo534=  j^i* 

On  voit,  par  conséquent,  que  le  point  d'intersection  B'  est  à  une  distance 
de  G  qu'on  peut  regarder  comme  très  petite  de  l'ordre  J^. 

5a3.  Pour  avoir  le  second  point  d'intersection  1* ,  il  faudra  faii-e  ;;  =  o, 
ou  4  =  ^>et  ou  aura,  pour  déterminer  Ç,  l'équation  aAF'c  =  F  (x,  Ç)  ;  et 
comme  aAF'c  est  très  peu  différent  de  F*x,  on  pourra  faire  Ç  =  j  ^  +  Ç% 

Ç'  étant  une  quantité  très  petite,  ce  qui  donnera  F  (x,  Ç)  =  ^**  "4"  |"î  tétant 

^/(,  _x').  Donc  r  =  ^  (2A:F'c  —  F'x)  =  €k  (o.ooi36)  =  o.ooo556  j  de 

là  -^ s=  ^=  o. 000000800  =  -jTp.  Le  point  !■ ,  situé  de  l'autre  côté  de  G, 

est  donc  encore  extrêmement  près  du  centre  G. 

On  remarquera  que  dans  la  demi-révolution  que  fait  le  corps  en  passant 
du  point  B*  au  point  1%  l'espace  parcouru  est  très  petit  de  l'ordre  eT'.  Ce 
passage  a  pour  effet,  de  changer  y  dans  im  temps  excessivement  petit ,  la 
direction  de  la  vitesse ,  et  de  la  rendre  presque  diamétralement  opposée. 

5^3.  On  peut  aisément  prévoir  qu'à  partir  de  1%  le  corps  se  trouvera , 
après  une  demi-révolution ,  très  près  du  point  de  départ  A.  Eln  effet,  pour 
trouver  le  troisième  point  d'intersection  P,  soit  >{/  ?=  stT;  il  faudra  déter- 
miner Ç  par  l'équation  F  (x,  Ç)  =  4^F'£?.  Il  en  résulte  à  très  peu  près  Ç  =  ^  ' 
-f-  oC'  9  K^  étant  ]#  même  quantité  qu'on  a  déjà  trouvée  dans  It  cas  de 
•>J,  =  ^.  Celte  valeur  donne  ç*  —  «t  =  a^'.  4?^'*  J  ainsi  le  point  P  sera  à  une 
distance  du  point  A,  très  petite  de  l'ordre  J^*;  il  sera  d'ailleurs  situé  entre 
A  et  G. 

On  voit  que  le  corps ,  après  trois  demi-révolutions ,  revient  très  près  du 
point  de  départ  A.  Alors  sa  vitesse  est  très  peu  différente  de  la  vitesse  ini- 
tiale  en  grandeur  j  mais  sa  direction  est  à  très  peu  près  diamétralement  op- 
posée. 

52^.  Après  le  point  l* ,  où  l'on  a  4  =  ^^  »  ^^  corps ,  passant  de  l'autre 
coté  de  l'axe,  parvient  au  quatrième  point  d'intersection  B*,  où  l'on  a  Ç  =: 
-f  7r,  et  4  =  S'n'  —  4">  4"  étant  une  quantité  très  petile  de  l'ordre  /j  de 
sorte  que  la  distance  GB*,  proportionnelle  à  4''*  y  ^^^  encore  une  quantité 
très  petite  de  l'ordre  J^. 

Du  point  B*  le  corps  passe,  par  un  circuit  très  petit,  à  l'intersection  sui- 
vante P ,  où  l'on  a  4  =^  ^^  ^t  Ç  très  peu  différent  de  |  'TT;  De  là  le  corps 
passe  à  un  sixième  point  d'intersection  P  très  voisin  de  A ,  et  les  choses 
continuent  de  la  même  manière  pendant  un  assez  grand  nombre  de  révo*^ 

64. . 


/ 
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lutions.  Cependant  l'orbite  finit  par  s'éloigner  sensiblement ,  tant  du  point 
de  départ  A ,  que  du  centre  G  j  mais  elle  y  revient  après  des  périodes  pres- 
que égales ,  et  les  mêmes  phénomènes  se  renouvellent. 

525.  An  reste,  il  est  facile,  par  nos  formules,  de  déterminer  la  situation 
du  corps  après  un  nombre  quelconque  de  révolutions.  Yeut-on ,  par  eiem- 
pie ,  déterminer  la  5oi^"^  des  intersections  B%  B* ,  etc.  ?  il  faudra  faire  Ç= 

looi,  -,  et  chercher  la  valeur  correspondante  de  4-  On  trouvera  d'une 

GB 

manière  approchée,  4  =  'ooi  "tC  —  73*  24'  ;  et  de  là,  ;i*  =0.3826 s=:|k, 

ou  GB  =:^i(o.6ao).  On  connaît  donc  le  point  B,  où  se  trouve  le  corps  après 
5o[  intersections  à  droite,  et  1000  intersections  à  gauche  de  G,  c'est-à-dire 
après  i5oi  demi-révolutions. 

526.  Ayant  calculé  l'orbite  dans  le  cas  de  J^  =  o.ooi ,  il  importe  aussi 
de  la  calculer  en  supposant  J^  =  — -  o  •  00 1 .  Alors ,  en  fisiisant  la  substitution 
dans  les  formules  de  l'art.  520,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

logc  =  9.76i3i6,  logF*c=  0.238975,  loe  aF^c  =  o.54ooo5) 
log  X  =  9.762593,  log  F'x  =  o.2393o3,  log  jF'x  =  0.540176, 
log*  =  9. 699127. 

Puisque  2F*tf  est  <  jF'x,  il  s'ensuit  que  lorsque  Ç  =  ^  7r,  on  a  4  >  ''^• 

Donc  la  première  intersection  a  lieu  en  un  point  V  situé  à  gauche  de  G  ; 
c'est  d'ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  sur  la  vitesse  ini- 
tiale. En  faisant  J^  c=  o ,  la  première  intersection  tombe  précisément  au  cen- 
tre G;  en  faisant  cT  =:  o.ooi ,  ce  qui  augmente  d'un  millième  le  carré  de 
la  vitesse,  nous  avons  vu  que  la  première  intersection  avait  lieu  en  un  point 
B'  à  droite  de  G;  maintenant  que  nous  faisons  cTs  —  o.ooi ,  ce  qui  di- 
minue d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse ,  il  est  tout  simple  que  la  pre- 
mière intersection  de  l'orbite  se  fasse  en  un  point  I*  situé  à  gauche  de  G. 

Pour  déterminer  le  point  I*,  il  faut  faire  4  =  ''^'^  ^^  chercher  Ç  parVé- 
quation  F  (x,  Ç)  =  iKS^c  ;  soit  Çsn^Tr  —  Ç',  on  pourra  supposer  F  (x,  C) 

=  F'x  —  j,  ce  qui  donnera  Ç'  =  ^  (F'x  —  oAF'c)  =  0.0005579.  De  la  ^ 

=  ^  =  o .  0000008 11  =  pjT-.  Ainsi  la  distance  GI*  est  très  petite  de  l'or- 
dre <f  V 

Pour  avoir  l'intersection  suivante  B' ,  il  faudra  faire  Ç=j7r,4'==s*  +  4^ 
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:e  qui  donnera  4'  =  ï  ^'*  "~  ^^'^^  =  o.ooi368 ,  ensuite;;*  s=  (^rrf-^'*  s= 

0. 000000540  =  fgî  •  Ainsi  la  distanceGB'  est  encore  très  petite  de  l'ordre  cT*. 

537.  Ces  résultats ,  trouvés  dans  les  hypothèses  cT = o  •  oo  i ,  J^  — *      o  •  oo  i , 
servent  à  expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  J^  =  o.  On  voit  que  J^  étant  très 
petit,  positif  ou  négatif,  mais  non  pas  nul ,  le  corps  parti  de  A  s'approche 
À  une  distance  extrêmement  petite  4y  centre  6,  et  décrit  au-dessous  de  l'axe 
une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite,  au  moyen  de  laquelle  la  vitesse  change 
subitement  de  direction,  et  en  prend  une  presque  diamétralement  opposée. 
Il  revient  donc  sur  ses  pas  par  une  route  très  peu  difiPérente  de  celle  qu'il 
a  suivie,  et  arrive,  après  une  troisième  demi-révolution,  en  un  point  dé 
l'axe  très  voisin  du  point  A.  La  vitesse  en  ce  point  étant  très  peu  difie- 
rente  de  la  vitesse  initiale ,  mais  dirigée  dans  un  sens  à  très  peu  près  op- 
posé ,  le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l'axe  en  un  point  très  voisin  de 
G'y  là  il  décrit  encore  autour  de  G  une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite  qui 
change  tout  à  coup  sa  direction  et  le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de 
l'axe  fort  voisin  du  point  de  départ  A.  Les  parties  de  courbe  décrites  au- 
tour du  centre  G ,  d'abord  excessivement  petites ,  s'agrandissent  de  plus  en 
plus,  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  de- 
viennent de  moins  en  moins  inégales  en  étendue  comme  en  durée.  Dans 
ce  mouvement,  le  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,  à  moins  que 

la  quantité  -^  n'ait  une  valeur  rationnelle  j  mais  l'orbite  est  toujours  limi- 
tée par  le  périmètre  de  l'ellipse  p^  ^sm^  et  elle  touche  ce  périmètre  dans 
une  infinité  de  points  qui  sont  ses  apsides  supérieures,  et  qu'on  peut  aisé* 
ment  déterminer» 

Au  reste,  l'anomalie  qui  a  lieu  au  commencement  du  mouvement,  c'est- 
à-dire  l'extrême  in^lité  de  deux  demi^révolutions  successives,  se  renou- 
velle à  des  époques  déterminées,  dont  les  intervalles  sont  à  peu  près  égaux 

OU  tout-à-fait  égaux ,  si  la  quantité  -pr~  ^^^  rationnelle.  Cat  si  Ton  fait  à  la 

fois  4  =  l'TT  +  4' ,  Ç  =  LîT  +  Ç' ,  l'équation  kF  (c,  4)  =  F  (x,  Ç)  deviendra 
kF  (c,  40  =  FC»?  0>  pourvu  qu'on  ait  ArIF'c  =  LF'x  j  or^  on  peut  prendre 
les  entiers  I  et  L  assez  grands  pour  que  cette  équation  ait  lieu,  ou  exac- 

I  * 

tement,  ou  aux  quantités  près  de  l'ordre  j-,  lesquelles  peuvent  être  suppo- 

sées  plus  petites  que  le  rapport  ^^ ,  M  étant  le  point  d'intersection  te  plus 
voisin  de  G. 


5io  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

Fig.  a8.      5a8.  Oo  y  oit  nmntmmt  coxomenx  le  calcul  explique  h  possibilité  que 
le  corps  parcoure  l'orbite  anguleuse  AS'G,  dans  l'exemple  de  l'art.  Su,  et 
dans  les  cas  seinblaUes  où  le  corps ,  parti  de  A,  doit  parvenir  au  ôentre  G. 
Il  faut  suppoiser  que  la  vitesse  ioitiale  est  în6niment  peu  difia'ente  de  celle 
qui  est  nécessaire  pour  que  le  corps  parvienne  exactement  au  centre  G;  qu'en 
vertu  de  eette  différence,  le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre  G, 
mais  qu'il  en  approche  jusqu'i  une  distance  infiniment  petite  du  second 
ordre;  que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a  une  vitesse  presque  infinie, 
il  décrit  au'-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment  petite^  au 
moyen  <le  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  instant  une  direction 
opposée.  Il  revient  donc  sur  «es  pas,  arrive  à  un  point  de  l'axe  infiniment 
prïs  de  A,  continue  sa  route  au-dessous  de  l'axe,  s'approche  de  nouveau 
infiniment  près  de  G;  que  U  il  éprouve  de  même,  par  sa  circulation  dans 
une  demi-eUipse  infiniment  petite,  un  changement  de  direction,  puis  il 
revient  k  un  point  de  l'axe  infiniment  près  de  A ,  et  ainsi  à  l'infini.  De  là 
on  voit  que  le  mouvement  du  corps  dans  l'orbite  anguleuse  AS'GS'A  est 
un  mouvement  d'oscillation  par  lequel  il  s'approche  du  centre  G  et  s'en 
éloigne  ensuite ,  en  revenant  sur  ses  pas,  comme  s'il  y  avait  en  G  un  ob- 
stacle inébranlable  qui  ne  permit  pas  au  corps  de  passer  outre,  et  qui  le  fit 
rejaillir  en  sens  contraire  avec  la  même  vitesse* 

539.  Avant  de  terminer  l'examen  du  cas  Y,  nous  remarquerons  que  les 
formules  pour  le  cas  de  )ie  =  |7r  souffrent  une  exception  lorsque  a' =  01; 
car  alors  on  a  x  =;  i ,  et  la  valeur  de  q  devient  ç  =  \^ct.  Cette  valeur 
étant  constante,  la  oourbe  décrite  est  une  hyperbole,  et  l'équation  ordi* 
naire  kF(c,  4^)  =  F(x,  Q  n'a  plus  lieu.  Cependant,  comme  la  valeur  dep 
ne  peut  surpasser  V^m,  il  est  nécessaire  que  la  partie  de  l'hyperbole  dëoiCe 
par  le  corps  ne  s'étende  pas  au«delà  de  l'ellipse  ^sps  m.  On  doit  donc  pré- 
sumer que,  dans  ce  cas,  la  vitesse  du  corps  devient  nulle  lorsqu'il  est  arrivé 
à  son  apside  supérieure  S'  située  sur  l'ellipse  termînatrice  ;  alors  il  reviendra 
sur  ses  pas  en  décrivant  toujours  le  même  arc  d'hyperbole,  terminé  de  part 
et  d'autre  de  l'axe  par  l'ellipse  p^  =771;  et  son  mouvement  sera  un  mouve- 
ment d'oscillation  comme  nous  en  avons  déjà  trouvé  des  exemples.  Cest  ce 
qu'il  est  facile  àë/vérifler  par  nos  formules. 

53o.  En  faisant  a^  =  a,  on  a, les  deux  équations  2az=i^ — b'—A — ' — * 
a*=a  5— -r-— 7j  d'où  résulte  la  condition  -^.  ^y  =  .  ,  p  .  Supposant  a 
donné  ainsi  que  A  et  B,-on  tirera  de  ces  équations,  ''i^' =  0^179 


•  • 
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V^B—«V'A.»  I/B4-1/A* 

« 

On  a^  au  commeiicement  du  mouremeut,  p:s:£o^  q^tsznfisxa;  ainsi^ 
Péquatioti  qui  donne  la  vites^  p  en  un  point  quelconque  ^  sera 

l«'=i«T-  +  (p^+j^)(l-/^)(i-l-«)-(^  +  B)(i  +  «). 

D-alUeurs  on  .  J«V=» (A+B).  ^ .  Û^'=.(i_B.)  (i±i) ; 
donc 

Maintenant ,  on  voit  que  u  sera  nulle  lorsqu'on  aura    ^ /^  as  i/ j ,  ou  ;>•»» 

b'IT^'^  '  ^^^  trieur  étant  la  même  que  celte  de  m,  il  s'ensuit  que  la 

vitesse  est  nulle  en  effet  au  point*  S%  et  qu'ainsi  le  corps  décrit  librement  Fig.  ag. 
l'arc  d'hypeibc^  S^AS^  par  un  monvemest  antflegue  k  cdhai  du  pendule. 

53 1 .  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  de  roscillation ,  il  faudra  observer  que 
puisque  q  est  ecnastant ,  Id  partie  ^  due  à  la  variable  ^  sera  nuSe.  U  ne  res^ 
teva  donc  ii  trouver  que  la  partie  /  due  à  la  variable  4^9  tt  comme  au  point 
Â  on  a  >)/==o,  et  au  point  S%  4  ==7'^ 9  ^^  ^^^  visible  que  le  temps  d'une 
oscillation  sera  2^(i^7r))  eu  7T%  T^  étant  déteraiiité  par  la  formule  du 
n'  488. 

On  voit  immédiatement  (joellea  sont  les»  conditiona  pour  que  ee  cas  par- 
ticulier ait  lieu ,  c'est-à-dire  pour  que  le  corps  décrive ,  par  un  mouvement 
d'qscillatioa ,  l'arc  de  l'hypei^le  ^'s=»4i)  terminé  par  l'effîpse  p^zza^m.  Il 
faut,  pour  cela,  quç  le  point  A,  origine  du  mouvement,  soit  un  sommet  de 

rhyperboje  où  Ton  «  Tq^=  *>  ^IP^  î*  vitesse  en  A  «oit  perpendiculaire  à 
l'axe,  et  que  cette*  vitesse satis&sse  à  Féquation  lay^:=f B*^  .  ^*^-^. 

Dépeîoppement  du  cds  VI. 

m 

53a.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  ^  a  deux  différentes  formes,  selon  que 
Fangle  fi^  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  ^^*  Mais  ces  valeurs  s'accordent,. en  ce  qu'elles  ont  égale- 
ment pour  minimum  |/c^j  de  .sorte  qu^en  prenant  u»  point  Isitué  entre  F 
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IF  .  .  ' 

et  G,  tel,  qu'on  ait  t^  =s  a,  aucune  intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  ne 

peut  avoir  lieu  à  gauche  du  point  I. 

Le  cas  YI  ayant  beaucoup  d'analogie  avec  le  cas  Y,  ainsi  que  mm 
l'avons  déjà  remarqué ,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de  nouvelles 
explications  sur  la  manière  de  déterminer  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  avec  l'axe,  ainsi  que  ses  apsides  tant  supérieures  qu'inférieures;  nous 
ferons  voir  seulement  comment  on  trouve  l'expression  générale  du  temps. 

533.  La  première  partie  ^,  qui  est  fonction  de  4^  ^t  toujours  la  même 
que  dans  le  cas  lY;  quant  à  la  seconde  partie  <'',  qui  est  fonction  de  ^,  on 

la  trouvera  par  la  formule  —7—  =  ;-  /  ^.^ .  ^,  dans  laquelle  il  Setut  sub- 

stituer  les  valeurs  ?  =  ^.  ^  =  v-(m/-A^O  ><  x/ii-^^àn'ty  ^^ 
donc 

IV' .-^         //ao»*       i  +  mm^  \ ^__^ a     ff  aa        i+m^\       ^^_^      •     1 

on  aura 

^/_    P^^      7    j^C <fCoo«^C 

^  — (*  +  i)»-^>  ^— J  (i  +  FSÎn^OVO— •••in'O' 

J'observe  sur  cette  formule,  que  le  paramètre  y  se  rapporte  toujours  à  la 
forme  y  =  —  i-|-^'sin*)f  :  car  de  là  résulte  sin*)f  scï^^Ç^,  cos*if=: — r^.  Or, 

par  les  valeurs  de  fl6— a' et  «a',  on  a  (i-|-a)  (i— a')=(|ii-.|ii)(i-f^ii') ,  g— jj^'« 
donc  «'<<!,  donc  l'angle  m  est  toujours  réel. 
Or,  par  les  réductions  ordinaires,  on  trouve 

2=.-T5-f^ëf-''C.0+rRE(.,c)+-^iiiâ.n(„.,f), 

et  en  appeUant  Z'  la  valeur  de  Z,  lorsque  ^=s^?r,  on  aura 

D'un  autre  côté,  si  l'on  fiiitK'=i^-f-(F'x— E"x)F(5,  n) — F"xE.(C,ii), 
on  aura 

n*(f,  x)  =  a-^=^^^^R'  +  F»xj 

^    '      ^  6*8m9  0089  ' 

donc 

Ç'CQS*»        ^  ^  C*  008*9 
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Ces  valeurs  étant  connues ,  on  aura ,  en  général ,  <"  =5  p — T7"y»  Z ,  et 
T'  =  J^.,  Z*,  T"  étant  la  valeur  de  tf'  qui  répond  à  Ç  ==  Jtt. 

« 

534.  La  valeur  de  ^',  qu'on  vient  de  trouver,  suppose  At>x'W*.  Si  Ton  a 
f6'<7^,  il  Ëiudra  se  servir  des  secondes  formules  du  cas  YI;  alors,  dans 

la  formule  -—7—  =  .»    .    ii^J*  -^1  il  faudra  substituer  les  valenrs.  y*  = 
^'      .  ,>>       ,  7^  =  ^y.\jg  , — -TT^  .  777 Vv  »yN>  ce  qui  donnera  en  tai- 

fr>_    D'      r<^Hn';v/(i~»'siii'C) 

Or,  l'intégrale  comprise  dans  cette  expression  étant  semblable  à  celle  du 
n^  4^8,  on  aura,  d'après  la  même  formule, 

''=ii;c-fT^+=^''('.o-T=(».o+(-$)"('.«.o]. 

et  en  £aâsant  (  =s î^ ^ 

T"=.^C=^ï"«-TE-'+(-?)n'(',.)]. 

Mais  puisque  f  =s  cot*)i,  on  a ,  en  fiiisant  K'  =:  ^tt  +  (^F'x  —  E'x)  F (€, >i) 
—  PxE (^,  )»),n»(y,  x)  =  sin*)iF'x  +"^y^'  K' j  donc' 

I  Du  cas  particulier  oii  Pçn  a  njfz=m. 

:  .  •.  l 

535...  Dans  ce  cas  ob  a  c*  4=:x^  95r^  j  mais. alors  la  valeur  de  k  reste  tu- 
déterminée;  pour  obviera  pet  inconvénient,  soit  m'  =  j7i(i-f-û»),  cù  étant 

infiniment  petit ,  oh  aura  c*  =  j  (  ij^rî  a>) ,  «t  —  et'  ^^^~a*  '  ' — ^^'^^i^j 

■ 

I  —  :»x'  =  -— — >  =  — 75— x-Tx  ;  donc  *•=:-—  .    .    ,  ^  .  t*  commc  on  a 
en  même  temps  «•  =  ^ — ^— ;/,  il  en  résulte  ~  ' 


•  ~~  m  •  I  — •  T"  V  V         (A.-^-  B)*  1  .    w** .  V'..       . 
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5i4  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

d'ailleurs  lés  conditions  propres  au  cas  YI  exigent  qn'on  aîl  à  la  Soib 

Cela  posé,  l'équation  de  la  courbe  sera  £F4  =  F^  — -Fc,  le  mo4ule 
commun  à^^ces  fonctions  étant  c  =:  \/j.  On  aura  en  même  temps 

=     gv^'"PH^       g  jjj.  Vji   ç^g  ^  _.  - /^.  Tontes  ces  valeurs  sont  rcla- 

tives  aux  formules  du  cas  YI,  qui  supposent  dans  Pétat  initial  du  mou- 
vement f^^  i'PTj  OU  /ISS  {^ 'y  dans  ce  dernier  cas  on  aurait ,  de  plus, 
asm*  et  €=  o. 

536.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  toit  «né  coulÉrbe  algébrique,  il 

Êiudra  faire  A:  s=  -,  ^  étant  une  fraction  rationnelle  plçis  petite  que  Punité. 

Cette  fraction  étant  prise  à  volonté,  ainsi  que  le  rapport  -£  moindre  aussi 

que  l'unité,  on  aura ,  pour  déterminer  jm^  l'équation 

m* AB  i^    _ 

.1  4-/57* '~  (A  -h  B)»  •  ^♦-^  »♦  ' 

ensuite  on  aura  a  =  \/(g~^i)"  Q'Wtfit  aux  données  m*  et  /e»  relabve» 

à  l'état  initial,  on  voit,  comme  dans  l'article  J^iQy  qu'il  doit  exister  entre 
elles  la  relation 

co* .  f*  —  ai»*wP  (A-f  B)  +  (i  + 1»»)  CA+ B»-)  * 
Le  numérateur  de  cette  expression  est  la  même  cbose  que  (rn/^^'^a*)  (B^-Am*), 
ainsi  on  devra  avoir  m**  ^  ctj  ce  qui  s'accorde  avec  la  valent  cosc  ss  \/\^^ 
qui  a  lieu  en  général  sans  supposer  m^  s=  m.  Il  faut  en  outre  que  la  vitesse 
initiale  Y  soit  telle ,  qu'on  ait  i  «V  =  (A+B) .-:^  .  ^  '  ^f^p\ 

Ces  conditicMis  ayant  lieu ,  l'équatioa  de  k  courbe  décrite  sera  îF^  = 
e(Ff  —  F€)j  on  aura  en  même  temps ;?=  p^^^^i^^ ,  7  =  ^- 

Ces  formules  supposent  Fangte  ft  Z>  i  ^  9  ^U^  s'appliqueront  de  même  au 
cas  de  At  s=  7  s* ,  en  fidsiint  c  =»  o. 
Si  l'on  a  /t  <<  ^  9r,  le  seid  changement  à  fidre  dbns  les  formules,  sera  de 

prendrccosi  =  y/(^r4:;jj,et^  =  ï^.-!^ . 

537.  Dans  toosles  Cas,  le  corps  reviendra  an  point  «de  départ  lorsqu'on 
aura  Çsrr  +  iet^ssseir;  alors  le  nombre  des  pomts  d'intersection  I 


"S 
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litaés*  entre  F  «t  G^  sera  e;  celui  des  points  d'ÎDtersection  B  situés  au-delà 
de  G ,  eeca  i  y  ie^^^orp^  Reviendra  donc  au  point  de  départ  A  après  un  nom- 
bre  i  -^  e  de  demi  -  réviihiticHis  ;  ainiii  la  période  qui  df^i  ae  répéter  sans 
cesse  coBipr^adra  i{i^e)  ou  i-f-^  révolutiooiis,  selon  que  i'^  e  ost  pair 
oa  impsâr. 

Ce  résultat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe  par  le 
centre  6^  ce  qrn  peut  avoir  lien  da^s  deux^oa^  : 

ï*.  j5i  Fou  a/c  >  y^r ,  ou  ç  =  -ï^,  il  faudra  qu'on  ait  à  la  îois-^^^Itt^ 

([s=  (aL-|- 1)  -,  I-et  L  étant  des  entiers  j  et  de  là  réaulte  la  condition 'dli'F'c? 
=  (aL  4-  i)  éF*c  -—  eV%  ou 

Dom:  il  faut  que  ^  soit  xme  fraction  rationnelle  —,  telle  que/  i  — .^  j  «  ? 

sent  un  entier.  Bans  le  cas  de  /u  3=  77 ,  on  a  €  rs  o,  et  il  suffira  que  e  soit 
un  nombre  j>aiF» 

a^.  Si  l'on  a  jit  <  7  tt^  et  par  conséquent  j  ;;=  —  .  ^■' T^^'"  ^\  il  fen- 
dra qu'on  ait  à  I9  fois  ^[/  aqp  Içr,  Ç  =  L^,  ce  qui  donnera  la  condition 

ainsi  ilfeut  que-^q;-  soit  une  quantité  rationnelle,  et  que  son  produit  par 

i  e  soit  un  nombre  entier. 

538.  Si  l'on .fiiit  par  exemple ,  i^s  j^es^  2.y  €^=0  o.u /«  =  ^ tt ^  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  F'^^  ss  sF^^  et  il  ,en  résulte  que  le  corps  parti  de  A 
suivant  une  direction  perpendiculaire  à  Faze,  tombe  au  centre  H  après  une 
demr-rdvolution  y  ce  cas  est  donc  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité 
fort  au  long,  art.  5i5  et  suivans,  «et  H  est  susceptible  d'une  semblable 
Solution. 

Un  cas  plus  ample,  ou  moins  sujet  à  difficulilé,  s'obtiendra  en  feisant 
î  =s  I ,  e  =5  3 ,  s  =s  o  ;  alors  l'équation  de  la  courbe  sera  F4  =  3F2^,  et  on 
trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  révolutions,  comme 
l'indique  le  nombre  7  (^  4*  e)  sx=  !i. 

539.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venotis  d'dbtenir ,  jointes  à  celles 
que  nous  avon^  déjà  trouvées  dax^  le  développement, du  cas  III,  art.'  489 
et  suivans ,  sont  les  seules  que  donne  l'by pothèse  G  4*  C'  =  o  de  l'art.  4^9 , 

65.. 
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ce  sont  aussi  les  seules  qu'Euleraît  indiquées  dans  les  Mémoires  deBerlin,  an- 
née 1 760.  Elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  iF4/=2^(Ff— Fé) ,  clans 
laquelle  le  module  desfonctions  est  ^\  ousin  45°.  Mais  on  a  déjà  fait  vdhr  qu'il 
y  a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  cotfrbes  algébriques  qui  peuvent  égale- 
ment satisfaire  à  la  questiou;  c'est  ce  dont  on  va  donner  de  nouveaux  exemples* 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI,  ^ 

540.  On  ne  peut  faire  c  =  x,  parce  qu'il  en  résulterait,  ou  c*  =:  Jt*  =  j, 
ou  AB  =5  o ,  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d'examiner.  .$oit  donc  x  =:  c° , 

et*(l±f)=.' 


-j  on  aura 


c* 


*•  +  8**. 


et  l'équation  de  la  courbe  sera  iF^/*  =:  e(FÇ  —  Fé),  x  étant  le  module 
commun;  on.  aura  en  même  temps ^sin  (a^}/  — -*4*)  =  <^.sin  «4^*9  p  = 

l/(i-c'"iV4^)>  '  ~ ^  '  ^^"^  dernière  valeur  suppose  /t  >  \ir. 

Si  l'on  prend  la  fraction  rationnelle  -  à  volonté  ^  | ,  on  aura  une  valeur 
convenable  de  x  s=  c* ,  ensuite  on  aura  c  ^  — i — - .  Connaissant  ces  modules 

ainsi  que  le  rapport  -j ,  on  déterminera  mnJ  par  l'équation 

mm'  AB  iV«'C» 


où  l'on  â'^^sr:  I  —  X*,  &•  =  I  — -  o*.  Connaissant  mm',  on  aura,  à  l'or- 


h  .  > 7    .     .       h 


dinaire ,  m  =  -  \/mm'  et  /?i'  =  -  X/mni . 

Les  valeurs  de  ce  et  ùi  sont  connues  par  celles  de  m  et  m^,  puisqu'on  à 
«-  «'  =«t(l5^*)  =:  ^'"^^yjj-g^.  En6n,  ayant  supposé /*>  i^, 

on  a  entre  /a  et  m®  une  équation  qui  laisse  une  de  ces  quantités  à  volonté; 
et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  ^ .  par  les  formules  de 
l'art.  49a*  C'est  avec  toutes  ces  données  qu'on  aura  l'équation  de  la  courbe 
et  les  équations  accessoires ,  comme  nous .  les  ayons  rapportées  ci-dessus. 
Cette  solution  a  encore  une  assez  grande  généralité ,  puisqu'elle  laisse  ar- 

bitraires  la  ^antité  mf  et  les  rapports  îr<  i ,  -  <  5,  ce  dernier  devant  être 
rationnel. 


.  54-1  •  PouC' savoir  oombioci  le  0iNrp6;ddit  i^re  deiévoltitiàDS^ipouv  TéfBnii 
au  potD^  de  départ',  il-fiiiidra  ùàie  r^  as  I^ry  Ç  =3:L7-4^fl,iLfeti  liétaort 
des  entiers;  alors  on  aura  •4/^s=  sItt,  et  la  substitution  de  ces  valeurs  don« 

nera  =-  =  — ..  Uôtic  lès  moindres  nombres  a  prendre  pour  I  et  L  sont  1  =  f  e, 

L=:  {,  si  e  est  pair  j  et  ils  seront  1=:  e,  L  =  aiy  si  e  est  impair.  Le  nom* 
bre  des  deioîi^rt^vdluliQnsi  qui  ramènent,  le  corps  »au  point  de.  départ ,  est 
ie'^i  dans  un  bas*,  et  erf*  ^i  dans  l'autre.  Donc  le  nombr,e  d^  révdlntipqs 
qui  composent  une  période  sera  r^  +  i)  oa^ .+  2tî,  ^eloa  que  .a  sera  pair 
ouimpair*  .  ;'  . 

•    542.  Soit,  par  exemple,  «=i  i  ,  ^=^4»  €  =  ô,  on  auraxssi'— ^Jj/i4, 

•21/»  ',  '•         '"*         I  ■•    "   '' '  '  '    *;         '     ■ '^'.'L -')^ 

^=  j3^;  et  l'équation  de  la  courbe  sera  F'J.'*  ==  4^C>  *  étant  le  module 

commun;  on  aura  en  même  temps  sin  (s^^''**'^^^) '^'^^^^^^  4*9  /^  ^ 

TTTT — a  '  «  iN>  9  =  -^-  Soit  4  =  ^ j  on  aura  4  =  ^-tt,  r  =  i tt  :  donc 

ps=iOy  et  y  =  00;  c'est*à;dire  cjue  le  corps  parti  du  point  A  tombe  sur.  )e 
centre  G  après  une  demi-révolution,  ce  qui  est  encore  un  cas  {^lalogpe  ^^ 
celui  que.  nous  avons  traité  art.  5i5  et.9UÂyan9.,  ,.      ,  ,  ',  ^ 

543.  Soit  encore  £=  i,  es=:3,€=:o,  on  aura  x^c=  ^7~?Vii?Hi-^  etré^ 

quation  dé  la  courbe  sera  F4^  ^=  3FÇ,  x  étant  le  module  commun.  Soit  ^ 
=  i  ^,  on  aura  4®  ==  x  ^>  4=  ¥  (*'''"*  >)  j  ?^  étant  le  plus  petit  arc 
dont  le  sinus  est  x.  Ces  valeurs  déterminent  le  point  d^interseçtion  B'.  Soit 

Ç=:|^,  on  aura  4**  =  I ^>  4==*ï  (•^"f">')î  ^®^^®  ^®9onde  valeur  de4 
détermine  un  point  d'intersection  B*  qui  ne  difiere  pas  de  B'  ;  il  en  sera  de 
même  du  point  B'. 

Pour  avoir  les  points  d'intersection  I,  soit  4  =^>  on  aura  4®  s=^2^, 
F^ss  jF'€?,  ce. qui  détermine  le  premier  point  V.  Soit  a|.  s=  12^,  on  aura 
F^  =  |F'€?,  ce  qui  détermine  le  second  point  d'intersection  I*,  différent 
de  V.  Enfin,  soit  4  =  39r,  on  aura  ¥Ç  =  4^'^)  ^e  qui  donne  ^=  2yr; 
donc  le  troisième  point  P  se  confond  avec  le  point  A. 

On  vçit  maintenant,  par  les  différentes  valeurs  de  Ç^  qu'à  partir  du  point 
A ,  les-demi-révolutions  successives  se  terminent  fjxx  points  B%  I',  P,  B",  A. 
Apres  ces  cinq  demi-révolutions  ,;le^corpf  reyi^n|  au  point^A,  mais  avec 
uneyijtesse  diamétralement  opposée  à  celle  du  ppint  de  départ;  donc  il  n'a 
achevé  que  la  moitié  de  la  période,  etâl  faut  encore  cinq  demi-révolu ticois 
pour  que  le  corps  revienne  au  point  A  avec  la  même  vitesse  dhrigé9  .dans 
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k^ntéme  .aensu  C^skoahve  5,.  cpii  exprime  coH^noi  H  y  »a  de.  viioliitSoiis 
dans  une  période^^  aemîtdoiinéSamiédiatement  par  k  fonmle  e^M. 

Solution,  du  problème  général,   lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double 

courbure. 
*  ■ 

544*  Ayamt  faât  Toir  comment,  par  l'appKeatioii  de  la  théorie  deB  fene- 
ticms  élliptiqfies ,  on  déternnne  aviec  tel  degré  d^iactitude  qu'on  yoodra , 
tonte»  ies  ^cîroeBtftaiices  dti  niiouvemeikt  d\m  corps  attiré  vers  <lenx  centres 
fixes ,  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un  plan ,  il  ne  sera  pas  îim* 
tîle  vd'indiquec;,  au  moins  sommairement ,  cpipment  on  pourrait  ap[diqaer 
les  mêmes  méthodes  au  problème  considéré  dans  toute  sa  généralLké,  lors- 
que la  courbe  décrite  est  à  double  courbure.  Nous  donnerons  d'abord, 
Auprès  "Sulôr  (iVWi  Corn.  Pé^^p.,  tom.  XI),  l'analyse  par  laf  neUelepro* 
blême  se  réduit  immédiatement  aux  quadratures. 
Fig.  3o.  Soient  toujours  F  et  6  les  centres  des  forces,  M  le  Heu  du  corps  au  bout 
du  temps  t  ;  nous  imaginerons  que  lé  plan  FMG^  était ,  au  conàmencement 
du  mouvement,  confondu  avec  (le  plan  fixe  EFG^  et  que  pendant  le  temps 
<  il  a  décrit  autour  de  l'intersection  commune  FG,  l'angle  MPQ=/.  II  est 
évidtat  -que  peur-détenniner  le  lieu  :da  corps  au  bout  d'un  temps  quelcon- 
que, il  suffira  de  connaître  sa  position  dans  le  plan  mobile  FMG,  avec  Fan- 
gle  f  que  fait  ce  plan  mobile  avec  le  plan  fixe  £GF. 

Remarquons,  avant  tout,  que  si  la  vitesse  duî  corps,  à  l'origine  du  mou- 
vrepuent,  était,  dirigée  toute  entière  dans  le  plan  EFG,  il  n'y  aurait  aucune 
raison  pour  que  le  corps  sortit  de  ce  plan ,  et  ce  cas  serait  celui  que  nous 
avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est  dû  le  mouvement  du  plan 
FMG,  est  donc  la  partie  de  la  vitesse  initiale  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  EFG  3  mais  cet  élément  n'a  pas  seulement  pour  eflfet  de  produire  le 
mouvement  du  plan  YiSG  \  on  verra  qu'il  a  encore  celui  de  rendre  d'une 
nature  toute  différente  la  courbe  décrite  dans  ce  plan. 

545.T(ous  conservei^ons  les  mêmes  dénominations  que  dans  l'art.  370^  pour 
toutes  les  quantités,  lignes  et  angles  qui  appartiennent  au  plan  FMG;  nous 
ferons,  de  plus,  QP  =sj^,  QM  =2';  MQ  étant  une  perpendiculaire  abaissée 
de  M  sur  le  plan  fixe  £FG;  et  comme  on  a  déjà  fait  l'angle  MPQs=r  ^ ,  il 
est  clair  qu'on  aura  y  :=sjr  cos  f ,  t^  ^ss.y  sin  f . 

Gela  posé,  nous  avons  les  forces  3,  ti  dirigées  suivant  MF  et  MG;  ces 

fbvees  étant  décomposées  suivant  les  trob  cowdonnées  rectangles  x  ^y^  tf^ 


n,  '  &>9 

il  en  résultera  les  trois  équations  différentielles  du  moUTenent,  bbvoîIt  : 

i  ' 

ddie  '^  __  A(x—a)       hx 
"3?  *""  r*  »'  > 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

f ^  Multipliant  la  premîèreiiar  dxyïsi  seconde  fw  ^T^^  J%  trmième  |Nnr 
^\  ajoutant  le^  produits  et  intégrant^  on  aura 

C'est  Péquation  connue  des  forces  vives ,  dans  laquelle  le  premier  membre , 

qu'on  peut  aussi  représenter  par  — .       j^    ^,^t h inoitîé  du  quarré  de 

b  vitesse. 

nP.  De  la  seconde  et  de  la  troisième^  on  déduit  immédiaitement  j^^-— 
Tfdy^snTLdij  ou 

Cette  seconde  équation  prouve  que  les  aires  décrites  dans  ïe  plan  mobile 
MPQ,  perpendiculaire  a  FG,  sont  proportionnelles  aux  temps.  En  effet,  le 
mouvement  du  corps  dans,  ce  plap >  fon^dére  ^omiive  fixe,  n'est  troublé 

que  par  la  force  -7  +  7  dirigée  vers  le  centre  P. 

3^  La  troisième  intégrale  se  déduira,  comme  dans  l'art.  371,  de  là  con- 
sidération des  aires  élémentaires  da^  d6^  ë^àe  kuia  dtfierekitiàeQBs 

ddùL  sas  (â:  -r^o.)  ddjr  —  jr^Ua^^ 


Qr,  les  valeurs  y^^ycosf^  a'ssryriûf,  dontient  delcos f  +dSfib'sinf 
ss  ddy —'jrdf^ 'y  donc  eu  anbstituàttl  les  videus  de  dd/  et  ddstf  données 
par  les  équations  du  mouven^fiot,  pn^suca 


ddr'-ydr^-$+p)rdi'y 


ou 


^mmm^^  ^^^^*    ^i^vaJB^HHA  ^m^mm  tÊ^^ÊB  ^■^■B 


d ou  1  on  deduir»    .■      .        ■■■..,.•.  ■         \  f. 

ddtt H'(x— a)   ,  aBy 
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Od  aura  donc  enfin  l'équation  i  diflférentielles  séparées  zb-^=s-^,  dont 

cbaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de  première 
espèce,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisant  p^=:Uj  ç*z=:z, 
547*  Les  valeurs  de  P  et  Q  exprimées  en  fonctions  de  M  et  Pï  donnent, 

en  feisant  dR^  ="p"  =  o  ' 

substituant  cette  valeur  dans  l^expression  de  r^s^d(pdcù  de  l'art.  372,  et 
ensuite  mettant  à  la  place  de  r^s^â^m  sa  valeur  ^a^dt^^  on  aura ,  comme 
dans  l'art.  373, 

ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables, 

Remarquez  que  les  deux  parties  de  cette  formule,  doivent  toujours  être  posi- 
tives, parce  que  dR  est  essentiellement  positif,  et  qu'elles  ne  peuvent 
devenir  nulles,  ni  l'une  ni  l'autre,  parce  que,  d'après  l'équation  (^), 
l'ordonnée  j^  ne  peut  jamais  se  réduire  a  zéro. 

548.  De  la  valeur  de  dt  résulte  celle  de  i//  =  -*7-  ;  et  comme ^  ss=  r  sin  9 
=  ^_2^_._    on  aura  rff  =  ^  .  l£l±i:Ki±£X2  === 

Hp=((l=L^  +  (l±i2-),  ou  enfin 

On  voit  que  cette  valeur  est  composée ,  comme  celle  de  dt^  de  deux  parties 
qui  doivent  toujours  être  prises  positivement.  Elles  sont  écrites  l'une  et 

l'autre  dans  la  supposition  que  la  première  valeur  de  ^  est  positive  ^  il 

faudrait  changer  les  signes,  si  cette  première  valeur  était  négative. 
T.  I.  66 


a 


SECriON  U.  523 

nome  U  ainsi  décomposé  en  facteurs^  où  l'on  a  &it  D  =  —  f  C , 

U  =  D  (m  —  tt)  (tt  —  Ji»')  («•  +  a/«  +/), 

■    .      .  -  *  • 

et  il  faudra  que  u^'^^nja^f  soit  positif  dans  toute  l'éteadae  de  la  courbe 
décrite,  depuis  uz=sm'  jusqu'à  uz=:m. 

Supposons  cja*à.  FiirigÎDe'~dU  mouvement,  on  ^ësigné  par+  îe  fo^'er  le 
plus  proche  du  corps 3  alors  la  première  valeur  de  z  sera  positive.  Dans  celte 
hypothèse,  leç  différentes  valeurs  de  z  seront  ou  toutes  positives ,  ou  les 
unes  positives,  lek  autres  négatives.  Soit  n  la  plias  grande  valeur  positive 
àeZyuf  la  plus  petite  valeur ,  laquelle  pourra  marne  être  négative;  dans  les 
deux  cas,  n^^v!  sera  positif.  Et  en  faisant  semblablement 

il  faudra  que  le  facteur  2*  -f-  ^g^^g^  ^^^  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  Z  comprises  entre  les  limites  z^sat'^  %zsn. 

55 1.  D'apriûs  l'état  initîdl  d|i  oiouvement,  on  coomikni  les  valeurs  des 

H*  • 
constantes  G,  C,  H  ou  H'  =  — ;  on  pourrait  donc  décomposer  lespoly- 

nomes  U  et  Z  en  fisicflMrs,  par  les  règles  ordinaires  de  l'analyse;  mais  il  est 
préférable  de  #uivT8  les  formeBT[tte  toous  venons  d'indiquer,  lesquelles  se 
rapportent  d'ail^crr^  spécialement  à  l'hypothèse  que  les  distances  /*  et  s  ne 
peuvent  devenir  infinies. 

Si  l'on  fait  successivement  uzszm  et  usssm*  y  dans  l'expression  du 
polynôme  U,  on  aura  les  équations 

iC(m*  — i/-h  (A  4-B)i»<73tf—i)— €'(»*--.  i)=H'/ii% 
1 C  (m'»—  0'  +  (  A  +  5)  m\  m'*—  1)  —  C  (m'-~  1)  =  HW% 


d'où  résulte 


■  ^»  •  '-  — * 


lAMAi 


» 

Ces  valeurs  sont  exprimées  en  fonctions  fde  19»  et  m'-^  mais  dans  le  problème 
à  résoudre,  il  faut  au  contraire  dédnire  m  et  m' des  données  D,  C,  A^^  B, 
H'.  Pour  cela,  soit  i  -+•  rrmi zsiy^  nt^njf=iœjr  (les  quantités  x  et  7-  ne 
devant  pas  être  confondues  avec  celles  qui  représentent  les  ^roordonnées 
du  point  M),  on  aura  les  deux  équations 

66.. 
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P^A+B^      H' 


La  première  donne 

îl^  +  (A-f.B)(i— a^)  =  v/[(A  +  B)*(i— «•)'H-'4DH'x*(  I  — ar»)]; 

la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 

H':«:  +  Car(i— a:')=:(A  +  B)(r  — ar«)-H^, 
pois  combinée  avec  la  précédente,  on  en  déduit 

(H'  +  C  — C'jc«)*a-  =  (A4-B)*(i-.x»)»  +  4DH'ar'(i  — «•), 

équation  qui  est  du  troisième  degré  relativement  à  l'inconnue  ^,  et  d'où 
l'on  tirera  une  valeur  de  x  plus  petite  que  l'unité. 
Connaissant  Xy  on  trouvera  j^  par  la  valeur 

,._(A  +  B)(i— x>)  +  V/[(A>fBy(ï~^y  +  4PHV(r^4r*)] 

ou  par  la  formule  entièrement  rationnelleyss-   ,  ^tk^ju^^a  V  -I^'  ^^°> 
on  aura  m  et  wi'  par  les  équations  m + m'  s=s  jp;^,  mm!  =^  —  i . 

553.  Il  reste  à  déterminer  les  coefiîiciens  du  factevtr  U*  *f*  2^  +y^9  P^^^^ 
cela,  je  &is  successivement  ii=i^  uss— -i^  dans  les  deux  expressions  du 
polynôme  U,  et  j'ai  les  deux  équations 

H'  =  D(in-i)(/rt'-i)(i4-V+/0, 

H'=D(w  +  i)(m'  +  i)(t  — 3/+/), 
d'où  résulte 


Ces  formules  font  voir  que/* et  i  -^f  8on,t  toujours  pontifi;  d'où  il  suit 
que  le  facteur  u*  +  tiJU  ^f^  est  positif  pour  toute  valeur  deu  plus  grande 
que  l'unité,  et  à  plus  .forte  raison  pour  toute  valeur  comprise  entre  m  et  ni. 
553.  Il  suffira  de  changer  le  signe  de  A  dans  les  formules  du  n*  55i ,  et 
on  en  déduira  semblablement  les  valeurs  de  n  et  li.  Quant  au  fiicteor 
z''^2gZ'\'^  qui  entre  dans  l'expression  de  Z,  on  trouvera  ses  coeffidens, 
comme  dans  l'art.  55a ,  par  les  formules 
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Au  reste,  l'ëquation  U<&*=  Zdu*  fait  yoir  qne  comme  U  est  positif 
dans  toute  l^étendue  de  la  courbe  décrite ^  ^..^^^^^  ?ara  i^ouiour*  positif, 
ainsi  que  le  facteur  s*  -f-  ^gi  H"  g'^i  pour  toute  valeur  de  z  comprise  entre 
les  limites  z^n^  z=sn'..  .  .-.'..-  i.    -  - 

554.  Puisque  les  vafeurs  de  u  sobt  toujours  Comprises  entre  les  limites  Fig.  3o. 
m  et  mfj  et  celles  de  2s  entre  les  limites  H  et  n!y  il  s'en^it  ({ue  la  fcontbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG  est  toujours  rénfeÀ)T^*âans<  une  espèce  de 
trapèze  hyperbolico-elUptique^|rirYZy  4onJtijd^x  c6tés  opposes  TV,  XY, 
appartiennent  aux  ellipses  tracées  d'après  tes  jégi^tions  r^s^ssamy  r^szssiwnl^ 

et  les  deux  autres  côtés  TX ,  V Y,  appartiejanent  aux  hyperboles  dont  les 
équations  sont  s  —  rzszan^  S'^r:=zan[:,  IP  et  G  étant  les  foyers  communs 
de  ces  quatre  courbes.  Il  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  en- 
tier d'un  méaie  côté  dé  Faxe  EGi 

Et  puisque  la  courbe  que  djécrit  le  corps, dans  le  pla|i  mobile. FMG.e^t 
ainsi  circonscrite  par  le  trapè^'<  TVY2l  }  dont  elle  ^  doit  toocher  tous  les 
côtés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en  quelque  sorte, 
plus  simple  que  dans  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et_ qu'il  y  aura  beaucoup 
moins  de  variété  daOs  les  formes  qu'elle  doitprendre  suivant  les  différens  cas. 

D'ailleurs,  la  position  du  cprps  dans,  té  plan  mobile  FMG  étpnt  connue 
au  bout  du  temps  ^,  ainsi  qqe  l'angle  f  déprit  par  ce^  plan  autour  du  plan 
fixe  EFG,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps  et  s<w  orbite  tracée  dans 
Fespace  seront  parfaitement  connus  et  déterminés. 

555.  Venons  maintenant  à-l'int^ratiôn  de  l'équation  (/').  Comme  on 
peut  prendre  pour  origine  du  mouvement  tq^t  autre  point  de  l'orbite  que 
celui  qui  dans  l'état  initial  a  servi  à ' détéÀninér  les  constantes  C,  C,  H, 
sous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  moùvémmit  comsnenoe  à 
compter  d'une  apside  supérieure  S*  où  l'on  a  r  4*  ^  s»  oTn!}  nous  ^fi^oije^ 
rons  en  même  temps,  que  I^  corps  parti  de  S*  suivant  la  tangente  de  l'el- 
lipse en  ce  point ,  se  meut  dans  le  sens  S^V,  de  manière  qu'il  se  rapproche 

du  foyer  G,  et  qu'ainsi  la  valeuf*  de.gr  au  pioint  S*  est  négative.  Par  ce 

moyen,  l'équation  C/^),  où  les  premières  valeurs  de  u  et  de, ;s  vont  eu 

diminuant^  devra  être  écrite  ainsi,  7777  &=e  -|^y  et  les  équations  (g^')s  Çh') 

deviendront,  en  prenant  convenablement  les  signes. 
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,  ir         du  H'    -    dk      . 

556.  Cela  posé  ^  pour  eiprimer  que  u  e&t  contenu  entre  les  limites  m  et 
n/,  je  fais  ii  =  /7t  cos*  cr  -f-*  n/  sin*  tf^,  ce  qui  donne 

Pour  simplifier  ultérieurement  ce  résultat ,  il  faut  e<»isidérer  dîffeites  cm, 
selon  qi^  u*  +  ^fi^^f  «st  de  Taûe  des  trois  formes 

fi  et  li!  étant  des  quantités  réelles  et  positives» 

Noua  nous  bornerons  ici  au  second  cas;  èl  Mpposantft  ^  fJ ,  nous  ferons 

tang  cr  =  A  tang4,  ensuite  A= y/(^^,  et  ^  =  ^^ .  J^,  ce  qui 
donnera  la  transformée 

du  aD"  •  dif 


On  parviendrait  immédiatement  à  ce  résultat  par  la  substittttîoii 

{^mm[  +  Hy)  cos^4/  +  (^mm'  +  w^/»)  sin*4^ 
■•=*      '  (ii»'  +  ^  ces* 4'  +  ('»+/»)8in»+ 

557.  Si  l'on  fait  pareillement  2;  =  n  cos'  %  +  't'  sin*  X,  ota  aura  d'abord 

A  ^^^    I       2dx 

«nauite  il  fiiudra.  distinguer  de  même  trois  oas ,  selon  €[ue  la  quantité  :i* 
1^  4-  g'  sera  de  l'nse  dis  trois  formes , 

«•  -f-  arz  cos  X  -|-  ir*, 

(«+0(2+0, 

(a+,).(a-/), 

i'  et  /  étâht  des  quantités  réelles  et  positives. 

'  'Ces  (rois-cas  combinés  avec  lerlrois  de  la  première  formnle,  çfirait 
cas  différons  à  considérer ,  et  pour  îesquels  on  pourra  former  un  taMean 
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«Dalagva  à  celui  <{ue  nous  ayons  donaé  pour  le  cas  où  le  oorps  se  meut  daiis 
m  plan  fixe. 
Supposons  de  noutcau  que  z*  +  9gz  +  ^  =  (a  +  0  (^+  Or  ^*  qu'on 
r'î  nous  ferons  tàngx  =  A'  tangÇ,^^ ensuite  A'=  i/(^qp;)rt  x'ss: 

2---  .  -V-r-  »  ce  qurdoonera  la  transfo^rmée 

A  aP"» _l_fÇ_ . 

elle  résulterait  dîreoienient  de  la  sui>stitution 


a  V 


_  (W  4-  np)  cos^C  +  {onT  +  n'f)  sin^Ç 


Ces  formules  auraient  lieu  quand  i^éme  n'  sérail  négatif j  en  e&t,  soii 
»'  =* —  ii"j  pour  que  la  quantité  »'  +  3g«  +  g'  ou  son  ^ale  {z^y)  (»+0 
conserve  le  raéme  signe,  conformément  à  ce  qui  a  été  dé^iontré,  depuis 
j5  =  —  /»"  jusqu'à  2  =  71,  il  faut  que  v^  —  u"  soît  positive ,  et  à  plus  forte 
raison  r  —  n*'  ;  dôme  ayant  fait 

on  voit  que  x*  et  €*  seront  positifs^  et  qu'ainsi  x*  sera  plus  petit  que 
l'unité. 

558.  Cela  posé,  si  fon  feit  en  geBéralJ^=^  \/t^^Tn  •  ^<T''  \  l'équa- 

tion  de  la  courbe  décrite  dans  le  plfm  mobile  sera 

kS  (c,  4)  =  F  (x,  Ç)  +  const. 

Au  conmienoément  du  mouvement,  c'est-à-dîre  lorsque  le  corps  est  dans 
l'apside  supérieure  S*,  on  a  4  =  P;  soit  en  mémfibtemps^:s=  €,i^et  on  aora 

Userut  d'ailleuis  facile  de  réduire'  le  secotad  ôMoibre  'an  seul  terme  t{ii^^)y 
au  moyoi  de  l'équation  algébrique  qui  représente  Féquation  transcehdante 
F(Ç) — F{€)  sa  F(^) ,  «étant  le  module  commun. 

Ào  reste ,  la  yalenr  de  €  peut  se  déterminer  par  Tétat  initial  du  mou- 
vement qui  a  servi  à  déterminer  les  constanlesC,  C',  H.  Pour  cela,'soieat 
4*  et  C^  lés  Videurs  de  4  et  ([  qui  conviendraient  à  cet  état,  initial ,  on  peut 
supposer  4^  ^^ C  positifs  ou  négatifs,  mais  moindres  que^ tt;  or,  quand, 
de  l'époque  oii  le  corps  est  au  point  S*, on  remonte  k  une  époque  antérieure, 
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telle  que  son  ëtat  initial ,  il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  4^  et  Ç  qui  ré- 
pondent à  un  point  détermine  du  plan  FM6 ,  sont  diminuées  chacune  d'un 
certain  nombre  de  demi-circonféiençes,  c'est-à-dire  qu'on  devra  fiiire  dans 
l'équation  de  I^a  courbe.  •>}/  =  4*  —  I^^  j  C  =  Ç*  —  Ltt  ,  I  et  L  étant  des  en- 
tiers, et  alors  de  cette  équation  oh  déduira 

^^"t-^mt  — -^ — : — rz —  • 

Et  quoiqu'on  ait  trois  inconnues  I,  L,.€,  à  déterminer  par  cette  équation , 
il  n'y  aura  jamais  qu'une  manfèce  d'y  satis&ire  exactement  ;  car  si,  s  res- 
tant le  même,  ainsi  que  4^  ^^  C^9  ^^  supposait  qijie  les  entiers  I  et  L  fussent 

remplacés  par  d'autres  entiers  1'  etL^',  il  faudrait  qu'on  eût  y^j   =  "jt"; 

ainsi  il  faudrait  que  la  quantité  yr^fài  rationnelle ,  ou  que  la  courbe  fût  ren- 
trante* sur  elle  -  même ,  ce  qui  n'indi^erait  toujours  qu'un  seul  point  où 
les  valeurs  de  4  et  Ç  seraient  4*  ®t  Ç*. 

S5g.  On  voit  maintenant  qu'il  est  facile  de  trouver  une  infinité  de  cour- 
bes algébriques  qui  satisfassent  à  la  question.  Oh  peutj)our  cela  £eiire  c  ssz 

et  Al  s=  - ,  I  et  e  étant  des  entiers ,  '  ce  qui  donnera  les  deux  conditions 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équation  de  la  courbe  sera  iT4^  e=  eF^,  c  étant 
le  module  commun. 

On  obtiendra  encore  des  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux  condi- 

tioaoïs  kC^^—j  s=?  - ,  X  s=  0*,  et  ainsi  de  suite.,  chaque  système  représentant 

toujours  une  infinité  dc(  côtirbes  algébriques. 

Nous  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  le  plan  mobile  FMG , 
et  circonscrite  par  le  quadrilatère  TY YX  ;  car  si  Ton  voulait  que  la  véri- 
table orbite  À  double  courbure ,  décrite  dans  l'espace ,  (ùt  une  courbe  al- 
gébrique ,  il  faudrait  satisfaire  à  beaucoup  d'autres  conditions  qui  rendraient 
ce  problème  plus  épineux  qu'intéressant. 

56o.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  l'on  aurait  m  s=  /t/;  alors  la 
courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arô  d'ellipse  TT,  qui,  dans  ce 
cas ,  se  confondrait  avec  XY.^  Ainsi  le  corps  ïie  pourrait  faire  que  des  oscU- 


\ 
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lations  daii3  cet  arc  >  en  aUgnt  aUcirn^ativemept  de  T  en  Y  et  de  Y  eu  T. 
Ck)inbmaDt  ce  mouvement  d'oscillation  avec  le  mouvement  du  plan  qui  se 
détermine  toujours  de  la  même  manière  par  l'angle  / ,  on  aurait  le  mou- 
vement absolu  du  corps*  Ce  mouvement  s'exécute  dans  la  surface  du 
sphéroïde  elliptique  décrit  par  la  rotation  de  Tare  TV  autour  de  l'axe  FG; 
et  il  est  visible  qu'à  cause  du  mouvement  de  rotation,  l'orbite  comprise  dans 
cette  surface  est  composée  de  diverses  sinuosités  qui  touchent  alternative- 
ment les  deux  circonférences  décrites  parles  points  T  et  V,  sans  que  la  vi- 
tesse du  corps  en  œs  points  soit  jamais  nulle.  Ce  cas,  au  reste,  donne  lieu 
à  des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 

Alors  l'équation  à  l'ellipse  u  ssnt^  tient  lieu  de  l'équation  kF{cy  4)  = 
F(x,i^),  et  on  aura  pour  déterminer  tetf  les  formules 

dt              /m*  —  »*\  dM 
j /     I     j I     \n'dz 

où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

»(i»^-f  f)ocMfC4-y»'(n+0sip'C 

A ^D"^  dZ 

Le  temps  d'une  oscillation  se  trouverait  en  prenant  l'intégrale  depuis  ^  =  o 
jusqu'à  Ç  =  J  ^. 

56i*  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  l'on  aurait  n  = 
.  /l'j  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc  d'hyperbole  TX, 
qui,  dans  ce  cas^  se  confondrait  avec  YY.  Ainsi  le  mouvement  du  corps 
.dans  ce  plan  serait  un  simple  mouvement  d'oscillation  suivant  l'arc  TX,  et 
sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan  aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Les  for- 
mules  qui  satisfont  à  ce  cas  sopt  semblables  à  celles  que  nous  venons  de 
rapporter. 

56:2.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérivç  des  deux  autres  est  celui  où  l'on 
aurait  à  la  fois  m  =  m'  et  nz=s.n^}  alors  le  quadrilatère  TVYX  se  réduirait 
à  un  point  y  le  corps  n'aurait  aucun  mouvement  dans  le  plan  FMG ,  et  sa 
vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à  ce  plan^  de  sorte  qu'il  décrirait 
nécessairement  une  circonférence  dont  le  centre  est  au  point  P. 

Les  simptômes  4c  ce  troisième  cas  sont  faciles  à  établir  immédiatement.  Fîg.  3i. 
En  effet,  soit  AI  le  lieu  du  corps  qui  doit  rester  fixe  dans  le  plan  FMG^ 
T.  L  67 
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si  l'on  emploie  les  dénominations  de  Fart.  3^0 ,  les  quantités  f ,  «*,  ""t  *ij 

seront  constantes ,  et  on  aura  entr'elles  les  relations  r  =  -r— 7 r ,  j  = 

-: — -z — ^,  r  =  r  sin^  5=  5  sm  «,  âpstsf  cosâi,  a  — a:=  •—  rcos  «.  Or, 
en  vertu  des  forces  A  et  B,  dirigées  vers  les  centres  F  et  G,  le  Corps  M  est 
sollicité  parallèlement  à  GF  par  la  force  ■     T"     — "  -r  >  ^*  ^^^  ^®  ^^'^  ^^ 

par  la  force  ;r^  H — rî  ^^  première  doit  être  nulle,  pour  que  le  corps  n'ait 

aucun  mouvement  dans  le  sens  de  l'axe  FG  ;  ainsi  on  aura  la  condition 

o  =^  A  cos  ^  siri'  ^-|^"8  cos  a  sin*  « , 

qui  servira  à  déterminer  ^  par  où  \  du  réciproquement. 

Ensuite,  pour  que  la  force  -^  -h  -y 'dirigée  vers  P,  n'ait  d'autre  eflfet  que 

de  faire  mouvoir  le  corp^  dans  le  éercle  dont  le  rayon  est  MP ,  il  £aut^  en 
appelant  Y  sa  vitesse ,  qu'oh  ait        ' 

substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  r^  s^jr  en  fonctions  de  a,  (p, 

û>,  et  observant  que  d'après  l'équation  (b')  on  a  H  =  Vy  et  -V*  =  -y=  —  » 

il  en  résultera  ... 

H'  =  A  sin'  <p  tâng  œ ,    ^ 

ou  V  =  sin  (^  —  eu)  %/(  ■  .  ^^^^    Y  Ainsi  on  comiatt  la  poûtion  du  corps 

et  la  vitesse  primitive  dont  il  doit  être  animé,  pour  que  ce  cas  particulier 
ait  lieu. 

En  terminant  ces  recherches  sur  Ic/problème  des  deux  centres  d^attrac- 
tion,  nous  ferons  observer  que  sans  le  secours  de  la  théorie  des  foncdons 
elliptiques,  il  eût  été  impossible  de  discuter,  comme  nous  l'avons  fidt,  les 
di£Pérens  cas  de  ce  problème ,  de  déterminer  dans  chacun  d'eux  ta  figure  de 
l'orbite ,  et  d'assigner  avec  toute  la  précision  désirable ,  le  lieu  du  corps  au 
bout  d'un  temps  quelconque  et  après  tant  dé  révolutions  qu'on  vendra. 
Les  cas  où  l'orbite  est  une  courbe  algébrique  sont  remarquables  en  ce  qae 
la  courbe  rentre  sur  elle^ulême  après  une  période  composée  d'un  nombre 
déterminé  de  révolutions,  de  sorte  qu'il  suffit  de  déterminer  le  mouvement 
du  corps  dans  la  durée  de  cette  période  qui  se  renouv/etle  sans  cesse.  Quel* 
ques-uns  de  ces  cas  avaient  été  indiques  par  Euler,  mais  noire  analyse  eo 
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a  fait  découvrir  une  infinité  d'autres,  et  nous  aurions  pu  les  multiplier  en- 
core à  l'infini,  en  faisant  usage  de  la  seconde  échelle  des  modules  qui  était 
demeurée  jusqu'ici  inconnue  et  dont  nous  avons  fait  connaître  les  propriétés 
dans  le  chap.  XXXI. 

Du  mouvement  rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

563.  Quoique  ce  problème  ne  soit  sujet  à  aucune  difficulté ,  cependant  * 
comme  il  n'a  point  été  traité  jusqu'ici  d'une  manière  comjslète ,  j'ai  cru  qu'il 
serait  convenable  d'en  donner  ici  la  solution,  laquelle  pourra  être  regardée 
d'ailleurs  comme  une  application'  nouvelle  d^  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Supposons  que  le  point  A^  où  commence  le  mouvement,  soit  situé  sur  Fîg.  3^. 
le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  FG,  du  côté  de  F  ;  soit  Y  la  vi- 
tesse initiale  que  noua  supposons  dirigée  suivant  AM ,  et  soit  M  le  lieu  dû 
corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  fait  FG = a,  AF  ==  h  ;,  AG  5=  a  +  A  ==  A', 
FM  =  a:,  on  aura  l'équation  différentielle     .     '     '  ' 

d(lx_       A  B 

dont  l'intégrale  est,  en  déterminant  convenablement  la  constante, 

On  voit  déjà  par  cette  intégrale  que  si  l'on  a  V*  sss  ou  >  -r-  +  -r? ,  le 

-.A  -Il 

corps  s'éloignera  à  l'infini  ;  et  qu'au  contraire  si  Ton  a  V*  <  -r-  4-  -p  ,  le 

corps  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  une  distance  FD  =:  h  déterminée 

par  l'équation 

A    .       B  A    .       B  V 


*  "*"ïTi^  A  +  jqrs 


2 


y 


or ,  c^te  équation  étant  du  genre  de  celles  que  j'ai  appelées  équations 
omiçles  (*),  elle  aui^a  toujours  une  radine  réelle  positive. 

564*  Le  corps,  parvenu  au  point  D,  revient  sur  ses  pas  en'  vertu  de  l'ac- 
tion des  forces  centrales,  et  il  descend  de  D  vers  F,  d'un  mouvement  con- 
tinuellement accéléré.  Sa  vitesse  en  un  point  quelconque  M ,  que  nous  dé- 
signerons par  r,,8y  .déterminera  toûjoucs  par  la'.mênMai  équatjion,  qu'on 


•    •  \ 


O  Sopplémeiit  à  FBcsai  sur  la  Théorje  des  Nombres,  page  ag. 

67. 


532  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

peut  mettre  sous  la  forme 

i^      k  ,      A.         A  B 


a         a:       a-f-jc        k         a  +  it^    • 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  en  A  est  égale  à  la  vitesse  initiale  Y ,  mais  diri- 
gée en  sens  contraire^  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F  est  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  corps  passe  au-delà  du  centre  F ,  et  sa  vi- 
tesse redevient  aussitôt  finie.  Mais*  comme  la  force  A  change  de  signe  en 
même  temps  que  x ,  il  s'ensuit  qu'au  point  M',  où  l'on  a  FATss  a:,  la  vitesse 
du  corps  sera  déterminée  par  l'équation 

>_A  B  A  B 


a         X        a^^  X        k         a  +  ife' 

J'observe  maintenant  que  1a  quantité  —  ^    _     ayant  pour  minimum 

ka    ,        Ba 


-(  \/A+  V^B)*,  il  y  aura  deux  cas  à  considérer,  selon  que  -r-  -f?*      , 
est  <  où  >(ï/A  +  v/B)*. 

Ail  Ba 

565.  Premier  cas.  Si  Ton  a  -r-  •+•  ,  >  (  y'A  +  \/By ,  le  corps  ne 
pourra  s'éloigner  de  F  que  jusqu'à  une  certaine  distance  FË  =  k^  y  moindre 
que  FG,  même  moindre  que  TTr^TT/B  '  ^^  déterminée  par  Féquation 

*A    •^-••B     A    ,       B 


a—V        h    ^a  +  r 

•  '      •  •  »  - 

Parvenu  au  point  E,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas.;  sa  vitesse,  d'abord 
nulle  en  Ë,  deviendra  infinie  en  F,  elle  redeviendra  finie  passé  le  point  F 
et  diminuera  continuellement  jusqu'au  point  D,  où  elle  sera  nulle.  En  gé- 
néral ,  le  mouvement  du  corps  sera  un  mouvement  d'oscillation  par  lequel 
il  passera  alternativement  du  point  D  au  point  E  et  du  point  E  au  point  D; 
et  sa  vitesse  dans  un  même  point  de  la  droite  DB  sera  toujours  la  même 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Aa  B^ 

Ce  premier  cas  comprend  celui  où  l'on  aurait  l'égalité  -r-  +  ■  .,  = 
(  V^A  +  V^B)*3  alors  le  corps  s'éloignera  le  plus  qu'il  est  possible  du  centre 
F,  dans  le  sens  FG,  et  cette  plus  grande  dislance  serait  k'  =  "jr^r^w 

566.  Second  cas.  Si  l'on  a^  +  ^—  <  (ï/A+  |/B)^,  la  vitesse  du 

ai/ A. 

corps  sera  dans  son  minimum  au  point  où  l'on  a  a:  ==  rr^^TT/Bi  Q^^is  elle 


i 
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augmentera  ensuite^  et  le  corps  se  portera  d'un  mouvement  accéléré  vers 
le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  corps  continuera  son  mouvement  au  -  delà 
du  centre  G.  Soit  GM"  =  ar,  et  on  aura,  au  point  M^', 

Le  corps  s'éloigne  donc  du  centre  G  jusqu'à  une  distance  GD'  ss  V  déter- 
minée par  l'équation 


I 

Le  point  D'  ainsi  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation/  ensuite 
on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D,  et  que  sa  vitesse 
dans  un  même  point  de  la  ligne  DD',  sera  la  même  en  allant  et  en  re- 
venant. 11  s'agit  maintenant  de  trouver  dans  ces  deux  hypothèses  le  temps 
de  chaque  osdllation. 

567.  Supposons  donc  que  le  corps  pafrte  du  point  D ,  où  sa  vitesse  est 
nulle*,  et  qu'au  bout  du  temps  t  il  se  trouve  au  point  M,  situé  entre  D  et 
F  i  si  Ton  fait  FD  =  A: ,  FM  =  a: ,  on  aura  l'équation 

ûte*       A    ,       B  A  B 

d'où  résulte 

y{k-^x) .  v[lL{fl  +  *)  (a  +  x)  +  B**]  ' 
Soit  d'abord  j:  =  7^—1,  ensuite j'  =  i/(t±ï\  jang (p  et 
A{a-\-ky+W* '  ^  *"'*  **  transformée 


c* 


Pour  avoir  le  temps  de  la  descente  de  D  en  F,  il  faut  intégrer  la  formule 
précédente  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  a=  i  ;jr.  Soit  dans  ces  limites  Z'  = 

(i+/»sm'^)»"Â  »  "  ®'^°'  =  à  °"  *"™  P^'^  ^^  réductions  connues 

a(«  +  C)Z'=E'c-(,+i*)Pc  +  (»  +  3c«  +  5)n'C»,c). 

Quant  à  la  fonction  n*  (/*,  c),  elle  se  trouve  par  la  formule  du  n*  107  ;  con- 
naissant donc  Z'  et  appehnt  T  le  temps  employé  à  parcourir  DF,  on  aura 


/< 
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V=bkZ'.^[}t^^2- 


568.  Four  avoir  maintenant  le  temps  du  mouvement  sur  la  droite  F6^ 
il  fôudra  intégrer  l'équation 


\/(i+^'-^) 


C       A  B 

dans  laquelle  -  =  j  -f-  ■    .    , .  Pour  cela  il  faut,  comme  ci-dessus,  distinguer 

deux  cas. 

Soit  i"",  C  >  (v/A.  +  V^B)*;  le  corps  ne  pourra  s'éloigner  de  F  que  jus- 
qu'à une  distance  FE  ==  A/,  m,oindre  cpie  FG,  déterminée  par  l'équation 

A   ,       B  C 

77  •+•  Î7  —  —  SSS  O. 

Soit  donc  x:=2  k'  siu*  >{/ ,  on  aura 

Soit  ensuite  tang  4  =  t/C^y^^j  Wng  Ç  j  ai  Ton  feit  p  =  -^j^f ,  et  x*  =  -j , 
on  aura  la  transformée 

Cette  formule  devra  être  int^rée'depuis  Ç=o  jusqu'à  Ç=  3^,  afin  d*avoir 
le  temps  employé  à  parcourir  FE  ;  soit  donc  dans  ces  limites  Zf'  = 

/(i  +  >»ia'OvTi--»*«m'0'  ^"^  '""^'  P"  *^  formules  connues, 

2(i+F)(FH-c»)Z"=(i^^)Pc-:E'cH-(,~îÇ)n'(r,x),  - 

et  on  en  déduira  le  temps  cherché 

^   —     l/A     ^  ' 

de  sorte  que  lé  temps  total  de  l'oscillation  de  D  en  E  sera  T'-f-lT'. 

Sia'onaC=:(VAH-v/B)%  il  s'ensuivra  A'zs  ^^^,,=  ^|  et 

xrs  i;  d'où  il  suit  que  T^'sera  infini.  Ainsi  le  corps  qui  a  une  vitesse 
infinie  en  F,  mettra  cependant  un  temps  infini  à  parcourir  l'espace  FE. 
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Pour  expliquer  ce  paradoxe ^  il  Êiut  opnsidërer  que  la  vitesse  devient  tout- 
à-coup  finie,  à  une  très  petite  distance  de  F;  qu'ensuite  celte  vitesse  di- 
minue progressivement,  à  mesure  que  le  corps  s'approche  du  point  £,  et 
qu'à  une  petite  distance  de  E  elle  est  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste 
à  parcourir  ;  d'où  il  suit  qu'il  &ut  un  temps  infini  pour  que  le  corps  arrive 
au  point  E.  Parvenu  à  ce  point,  il  sera  également  attiré  des  deux  côtés 
par  les  forces  A  et  B ,  et  restera  en  repos. 

569.  Si  l'on  a  C  <(v/A  +  |/B)*,  le  corps  éprouvera  un  minimum  de 
vitesse  en  un  point  de  l'espace  FGj  mais  ensuite  la  vitesse  augmentera  et 
deviendra  infinie  au  point  6. 

Pour  avoir  le  temps  du  mouvement ,  soit  ^=sâ  8in*«4/,  on  aura 

i 

et  cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  4  =  0  jusqu'à  4=^7^9  P^^^ 
donner  le  temps  T''  employa  à  parcourir  F6. 

Il  faut  observer  avant  tout  que  la  quantité  P  sous  le  radical  étant  mise 
sous  la  forme  ' 

Ps=:Acos*4  +  ('A.+B  — C)sin*«%|/cos*4  +  ^8in*49 
ofiire  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  G  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
{i/A— v/B)*  parce  que  les  deux  &cteurs  de  cette  quantité  seront  ima- 
ginaires dans  le  premier  cas,  et  réels  dans  l'autre. 

570.  Soit,  1^.  C  >  (/A  —  >^)%  ou  pourra  faire 

•     * 
P^=A(cos*4  +  2acosfl  cos*4  sin*4  +  flt*sin^4')? 

ce  qui  donnera 

/B  ^     A       A  +  B— C 

fltssi/T-,       cosBsa     ^  — ■' 

et  comme  dans  ce  cas^  G  est  compris  entre  le^  Hmites  (|/AH"VB)*, 
(v/A— 't/B)*,  on  voit  que.cosS  sera  toujours  compris  entre  les  limites 

H-  I  et  —  I ,  et  qu'ainsi  fl  sera  réçl.  Cela  pôse^-soit  tang4  =  -7-  tang  7Ç, 
xs=sinie,  m  =  ^=i,  onuuça 

a|/A    V  (i  +  w»co5Ç)»|/(i— «'sm^O* 

.  '   .    '       " .       •  -  •    ^      •       ■"-,;•      ;•   •  .    •  .   ,  • 

Cette  intégrale  doit  étre^  jpriâe'  depuis  i!^  ss  e  (oqqu'à  C  =^  ^>  ^^  d'avoir  le 
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temps  entier  V  employé  à  parcourir  FG;  et  comme  on  a 

I    /'• .^  #.««  y\%  •""  /. «.wv-arx» 


(i  +  wicosO*         (i  — 'wcosÇ)*         (l— l»*C08*Ç)*  * 

si  Ton  fait  v  =    J]^   ^s=^**~'^  ,  il  suffira  de  prendre  depuis Ç=o  jusqu'à 

Ç  =:=  i  ^,  1  mtégrale  Z  =  J  (i  +  ,sin-OV('--«'sm-Cr  ^*  ''''  """"^      ^^"'P' 
cherché 

T"=v/tl^)-JZ«. 

Voyez  ci-dessus,  n""  44^9  ^^  formules  qui  servent  à  trouver  l'intégrale  Z" 
représentée  par  U*. 

571.  Soit,  a®.  C  <  (v/A  —  i/B)*,  on  pourra  faire 

P  =  A  (cos*^  +  a sin*^) (cos* «4/4- a' sin*^), 

«  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

A+B— C  ,       B 

a  +  a'= — ^-j ,       fltot  =  j. 

'       I  tf '  I 

Soit  «>*',  tang4  =  77;^  tangÇ,  x*=  i-^-,  >'=  -  —  ï>  on  aura 

Ainsi  prenant  Pintégrale  Z'^ z=^f^  ^ ^  ^  s»?ç7v^(?-»> sin'C)   ^^P^  ^  =  ^ 
jusqu'à  ^s=7^,  on  aura  le  temps  cherché 

T/ at/ag    y,/ 

57a.  Un  cas  qui  tient  le  milieu  entre  les  deux  précédens,  est  celui  où 

Ton  aurait  C==(i/A— f/B)*;  alors  P=A(cos*4+asin»4)»et  a=*/|, 
ce  qui  donne  directement 

***    V^A  y  cos*4'  +  *sia*>I'^ 

intëgrant  dans  les  limites  reqiùses,  on  aura 


T 


I,       a\/iM 


« 

573.  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent,  le  corps  continue  son  numvement 
au-delà  du  point  G  jusqu'à  une  distance  Giy  sss  Vy  que  nous  avons  déter- 
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mïtiée  n?  566.  Quknt  au'  temps  T"*  employé  à  parcourir  cette  troisième 
partie  de  l'oscillation,  il  se  détermine  par  la  même  formule  qui  a  servi  à 
déterminer  le  temps  T'  delà  première  partie;  il  suffit  pour  cela  de  changer 
dans  cette  formule  les  quantités  A,  B,  A:  en  B,  A,  A/,  respectivement. 
Ainsi  les  différens  cas.du  mouvement. rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes  sont  résolus  d'une  manière  générale,  toutes  les  fols  que  la  vitesse 
initiale  est  telle ,  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini,  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à  un  simple  mouvement  d'osciUation. 

574*  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A  et  fi  attractives; 
mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas  où  ces  forces  se- 
raient l'une  attractive,  l'autre  répulsive,  ou  toutes  les  deux  répulsives,  ce 
qui  pourrait  alors  s'appliquer  à  quelques  phénomènes  d'électricité  ou  de 
magnétisme.  ,  . 

Pour  en  montrer  un  exemple,  supposons  que  les  deux  forces  A  et  B, 
situées  aux  centres  F  et  G,  soient  répulsives,  il  y  aura  sur  la  droite  FG 

xiu  point  I  déterminé  par  le  rapport  ^  =  tZ-g- ,  où  un  corps  placé  sans  vi-  ^ms-  33. 

tesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l'on  place  ce  corps  en  tout  autre 
point,  par  exemple  en  D^  l'açUon  prépondérante  de  la  force  A  fera  mou- 
voir le  corps  dans  le  sens  DG;  par  ce  mouvement  il  dépassera  le  point  I, 
mais  il  ne  pourra  s'approcher  du  centre  G  que  jusqu'à ^un  certain  point  £, 
où  sa  vitesse  sera  de  nouveau  anéantie.  Du  point  E  le  corps  reviendra  vers  D, 
et  ainsi  alternativement. 

575.  Pour,  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M  le  lieu  du 
corps  au  bout  du  temps  t^et  soit  FG=a,  FD=:âsin*a,  FM:=sar=:asin*9, 
FË  =  a  sin^Cy  on  aura  d'abord  Téquation  différentielle 


dont  l'intégrale  est 


ddx 

= 

A 

a 

C 

a. 

B 


(a— *)»> 
A  B 


X-        a  -^  jp  '  ^ 


A  B 

et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D,  on  aura  C  =  -r~r-  H — - 

Mettant  au  lieu  de  x  s^  valeur  âsin'^,  on  tirera  de  cette  équation,  après 
avoir  substitué  la  valeur  de  C, 

di     ^^^ p?ip  sin*^<S)8*^     ,       

ï.  I.  68 


.538  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

Le  point  Ë,  limite  de  l'oscillation,  se  déterminera  en  fieûsant  à  la  fois  çzszÇ 

et  ^  =  o,  ce  qui  donnera 

tangpttange=5y^(|)j     .  , 

c'est  la  relation  entre  les  deux  angles  et  et  C  qui  détermine  la  limite  de 
chaque  oscillation;  ils  seraient  complémens  l'un  de  l'autre  ai  l'on  aurait 
A  =  B. 

576.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 
-^ smasmb.  -^      ▼       r 


Ainsi  en  faisant  Z'  ==  f.,  .  .  »gin  ycos» r7-:r,  et  prenant  cette  in- 

tégrale  depuis  (pz=za  jusqu'à  ^  =  f ,  on  aura  le  temps  T  d'une  oscilla- 
tion par  la  formule 


a\/2a 


.  Tl  sin  a  sin  C. 


L'intégrale  TJ  peut  se  trouver  au  moyen- des  formules  de  la  case  YI,  p.  Sis. 

577.  D^ns  le  cas  de  AcssB,  qui  donne  f  cx^—- «(,  et  où  il  &ut  sop- 

poser  tf'<^7r,  les  formules  se  simplifient  par  la  substitution  sin*f  = 
sin*  <t  ces'  \  +  cos*  a  sin*  4  9  ^  ^^  résulte 

Zs=yci>P  v/[(  sin' fit  cos*4 + cos*  a  sin*%|/ )  (  cos*  flt  ces' 4 +sin*  Asin*  4)]  î 

soit  de  plus  tang  4  =  tang  «  tang  ^,  et  on  aura ,  en  feisant  o*  e=s  i  *—  tang^ a, 
6  =:  tàng*  a, 

J  [1  — (I  — ô)sm»Ç]* 

Pour  simplifier  encore  cette  intégrale,  nous  ferons  usage  des  formules  de 
l'art.  63 ,  suivant  lesquelles  on  aura 

c*  =s  ï=|  =  cosaa,  A==:  v/(i — £?•  sin'O,  A^™  V/(i—  ^'  «iû* Ç*), 
tang(r-0=*tangÇ,f  =  i±^.§,  i-(.-i)8il^Ç=:AA«. 

Par  ces  substitutions,  on  trouve 

dL  =  sin'£ft cos^A .  g=  \  *•• .  gi 

donc  par  les  formules  du  n""  207 ,  on  a 
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Zs=5E(c°,  ?•;  — 5. — — — -. 

Faisant  Çsss^tt,  et  par  conséquent  Ç*s=^,  on  aura  l'intégrale  Z'=^E'c% 
qui  donne  pour  le  temps  de  l'osciUatbn  cette  expression  très  simple 

T  =  ^Q.i4oE'(«-), 

où  il  fiiut  se  rappeler  qu'on  a  c*  =  cos^a  et  b""  z=z  sinaa. 

Lorsque  a  diffère  peu  de  ^tTj  les  oscillations  sont  très  petites  ;  alors  on  a 

C  =  o,  *•  =  I ,  E' (c*):^  i»;  donc  T= J  y/(^). 
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Sur  t attraction  des  eïlipsoîSes  homoghnes. 

578.  J^lous  donnons  ici  la  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  homogènes, 
considérablement  simpliB^e  par  M.  Ivory ,  et  telle  que  nous  l'avons  déjà  pu*- 
l>liée  dans  les  Méinoires  de  l'Institiit,  an  181  a.  Les  formules  de  l'attraction , 
qui,  dans  les  cas  ordinaires ,  sont  développées  en  séries  -infinies,  k'ex^ritneàt 
toujours  exaclemetft  par  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce^  eUes  offrent  ainsi  une  application  importante  de  ces  fonc- 
tions, soit  pour  conduire  a  des  théorèmes  nouveau^  sur  l!attraction  des 
ellipsoïdes,  soit  pour  faire  oonnaitre  ,-ave<^.tel.djegré  d'exactitude  qu'on  vou- 
dra, les  valeurs  des  forces,  dfins  Wcas,  rares  àî  la  vérité,  où  elles  ne  pour- 
raient être  exprimées  par  dies  sériés  suffisamment  ccmvei^eiites. 

Formules  pour  U^  solution  gir^rale  du  problème. 

579.  Soient  fygyh^  les  trois  ooordonnéei  du  point  attiré  S,. soient  or, 
j^  z  celles  d'une  molécule  quelconque  dH  du  corps  attirànt>  et  rsa  distance 
au  point  S,  en  sorte  qu'on  ait .    . 

68#t 
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L'attraction  que  la  molëcule  ^M  exerce  sur  le  point  S  est  exprimée  par 

— ;  elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées, 

lesquelles  sont  ,    *      ^     ,  ^ 

(f^x)dM    (g— y) (M    {h  —  z)da.  ' 

si  donc  on  désigne  par  A,  B,  C,  les  attractions  J;otales exercées  dans  le  sens 
des  coordonnées  or,  ^,  a,  respectivement,  on  aura 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

58o.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  rs  i ,  on  pourra  faire 
dM.z:=dxdjrdz ,  et  alors  on  aura 


j^"- f/f-^j^-bi 


les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées  ;  mais  il  suffira  .de 
nous  occuper  de  la  force  A. 

Il  est  facile  d'abord  d'exécuter  l'intégration  par  rapport  à  jc;  car,  puis- 
qu'en  regardsfnt  x  seule  comme  variable^  on  a  rdrzzs^r'  (/— <c)^x,  il  s'en- 
suit qu'on  a /-^^^ctess:  I  — -I  =  1*4*  <^nst.  Soient  donc  r.  et  r,  les  -deux 

valeurs  de  r  qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  c'est-à-dire  aux 
deux  points  de  la  surface  du  solide  qui  sont  situés  sur  une  même  parallèle 
à  l'axe  des  x ,  on  aura 

58i.  Supposons  que  le  corps  attirant  soit  un  ellipsoïde  dont  la  surface  ait 
pour  équation   , 

il  faudra  tirer  la  valeur  <)e  x  de  cette  équation ,  puis  la  substituer  dans  les 
valeurs  de  r«  et  r, ,  lesquelles  soti'( 
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alors  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  deux  intëgrations  par  rapport  à^  et 
à  Zj  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde.  Mais  ces  intégrations  ne  peuvent 
être  effectuées,  ni  l'une  ni  l'autre%  par  les  méthodes  connues,  et  il  &ut  recourir 
à  d'autres  moyens,  pour  achever  la  solution  du  problème ,  ou  du  moins  pour 
la  ramener  aux  simples  quadratures. 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  le  même  sens  par  deux  ellipsoïdes, 
dont  Fun  agit  sur  un  point  extérieur  y  et  Vautre  sur  un  point  intérieur 
correspondant. 

58a.  Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position  du 
point  S,  Il  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  oii  le  point 
attiré  S  est  situé  dans  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  M ,  et  celui 

où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  Le  premier  cas  suppose  qu'on  a  -^*  *f. 

fî  +  7  <  ^"  =*î  ®'  *®  ^^^"^  q^'^^  ^5+?  +  7*  >  »•  Ce  dernier 
cas  étant  le  plus  difficile,  on  aura  fait  un  grand  pas  vers  la  solution  du 
problème,  si  on  parvient  à  le  ramener  au  premier. 

Pour  ceteffet,considérons  un  second  ellipsoïdeM^,  dans  lequel  les  quantités 
analogues  à  a,  Ç,  >,  a?,  7*,  z  soient  désignées  par  les  mêmes  lettres  accen- 
tuées; supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la  densité  est  encore  :s  i  exerce 
son  attraction  sur  un  nouveau  point  S'  déterminé  par  les  trois  coordonnées 
y^»  ^y  *'•  Ces  deux  ellipsoïdes  sont  d'ailleurs  concentriques,  et  les  axes  dé- 
signés semblablement  ont  la  même  direction. 

Si  l'on  désigue  par  p,  et  p.  les  quantités  analogues  à  r,  et  ro,  on  aura  sem- 
blablement 

A'  étant  l'attraction  exercée  dans  le  sens  des  x,  sur  le  point  S',  par  l'ellip- 
soïde M^. 

583.  Faisons  maintenant  ensorte  que  les  quantités  p,  et  r,  soient  égales 
dans  les  deux  solides,  il  s'ensuivra  que  f«  et  r.  doivent  être  aussi  égales 
entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver,  d'une  manière  très 
simple,  le  rapport  des  quantités  A  et  A^ 

Puisque  nous  avons  i  la  fois 
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pour  rendre  œs  expressions  identiques ,  faisons  d'abord 

fx=zf'x%  sr^^fy  A2=AV, 

« 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  prenons  trois  indéterminées  A,  ft,  r,  au 
moyen  desquelles  on  ait  simultanément, 

les  trois  conditions  dont  il  s'agit  seront  satisfaites,  et  il  restera  à  satis&ire  à 
l'équation 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  dey,  ^',  A',  en/",  g^,  A,  et  celles  de  a/, 
y',  z',  en  jc,^,  z,  ou  aura  l'équation 

laquelle  doit  s'accorder  avec  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  --;  +  '^  + 
-;  =  I .  Pour  cela  soit  A*  —  i  =  ^,  il  faudra  qu'on  ait  ^t*  —  x  =  ^^  jr*—  i 
s=s  ^,  et  on  aura,  pour  déterminer  ^,  l'équation 

?ïous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S  était  situé  hors  de  l'elUpsoSde  M, 
et  qu'ainsi  on  a  "^  +^  •+•"".>'>  de  là  on  voit  qu'en  faisant  successive- 
ment ^  =  G  et  0  =  00 ,  dans  la  fonction  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  (a),  cette  fonction  devient  ^,  i  dans  le  premier  tes,  et  =0  dans 
le  second  cas.  Donc  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  0  qui  satis&it  à 
l'équation  (a)  ;  et  comme  d'ailleurs  le  premier  memlnre  décroît  continuelle- 
ment à  mesure  que  ^  augmente,  depuis  0  =  0  jusqu'à  0s=oo,  il  s'ensuit 
que  cette  équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 

584*  Connaissant  la  yaleui;  de  0,  on  aura  celles  de  A,  ft^  f ,  par  les  équations 

X*cs  I  -f*^,  f(* ss  1  «f-  ^,  y^K  I  +  S>  ^Qsuîte  1^  point  S' sera  détemiitié 
par  les  coordonnées. 


r=\<  «'=*.  *' 


substitue 


I 
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dans  réquation  de  l'ellipsoïde  donné  M ,  on  aura 

c'est  l'équatioa  du  second  ellipsoïde  M^,  dont  les  demi-axes  sont  ol^  C'y  y'  ; 
on  aura  donc 

De  ces  équations  on  tire 

donc  on  a  aussi 

<!'•  —  €'•  =  «•— e%     Ç'*  — >'*  =  e*  — >%     y  — <t'»=3>*  — <f; 

d'oà  l'on  voit  que  les  deux  ellipsoïde  dont  il  s'agit  se  correspondent  de  telle 
sorte,  que  les  sections  principales  situées  dans  le  même  plan  sont  décrites 
des  mêmes  foyers. 

Remarquons  maintenant  que  puisqu'on  a  «'*  =s  et*  -{*  ^ ,  f '*  c=s  f *  «f-  ^  9 
>'*  =  >*  +  0>  l'équation  (a)  donne 

et  qu'ainsi  le  poinf  S,  dont  les  coordonnées  sont/*,  g^  hj  est  situé  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde  M'. 

Réciproquement ,  puisqu'on  a  aussi  l'équation 

et*  ^'^^  y^^^ 

il  s'ensuit  que  le  pcdnt  S',  dont  les  eoordoiMiées  sont/',  g'^  h\  est  situé  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  M. 

Ces  deux  points  S  et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  tell^  sorte 
qu'on  a 

c'est-à-dire  que  les  coordonnées  homologues,  ou  parallèles  à  un  même  axe^ 
divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels  elles  sont  situées. 

585.  Ayant  fait  voiir  qu'qn  a  généralement  f,  s=sr,,  et  par  une  suite  ne- 
ccissaire  foF=^«>^^  l'on  observe  4'aiUeurs  qup  les  équatioi;is  j^  ss^t;'*,  zlz^vz 
donnent  dyçsn^fAdjTy  dz' ;sx  jfdz  ^  et  par  conséquent  djr'd^'  =s  fivdjrdst  z=s 

-r-  djrdzy  on  en  conclura  que  les  for(^s  A  et  A'  sont  ainsi  exprimées, 


\ 


\ 
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A  =//4r&(i-i;), 

A'=^'//i^^.(l-l> 

et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d'autre  entre  les  mêmes 
limites  y  il  s'ensuit  qu'on  a 

A  :  A'  ::  C>  :  Cy, 

c'est-à-dirë  que  les  attractions  A  et  A^  dans  le  sens  des  demi-axes  et  et  a! 
sont  entre  elles  comme  les  produits  Cy^  &y'  des  deux  autres  demi-axes. 
On  aurait  donc  semblablement 

B  :  B'  ::  ^y  :  ay , 
Ci  r  c  zs  Ab  •  ^  b  • 

'É 

Ainsi  étant  proposé  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  M  sur  un 
point  S  situé  hors  de  ce  solide ,  on  imaginera  un  second  ellipsoïde  M',  dont 
la  surfece  passe  par  le  point  donné  S,  et  dont  les  sections  principales  soient 
situées  dans  les  mêmes  plans  et  décrites  des  mêmes  foyers  que  les  sections 
correspondantes  de  l'ellipsoïde  donné;  conditions  qui  suffisent  pour  déter- 
miner  entièrement  la  grandeur  et  la  position  des  axes  cûy.  Q\  y'  du  second 
ellipsoïde;  on  prendra  ensuite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  donçé  M  un 
point  S',  de  manière  que  chaque  coordonnée  du  point  S'  soit  à  la  coordonnée 
correspondante  du  point  S,  dans  le  même  rapport  que  les  demi-axes  des 
ellipsoïdes  M  et  M',  situés  dans  la.  direction  de  ces  coordonnées*  Cela  pose, 
si  on  désigne  par  A',  B^,  G'  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données qui  résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieur 
S',  et  par  A,  B,  G  les  forces  exercées  semblablement  par  l'ellipsoïde  M  sur  le 
point  extérieur  S,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 

A=^,A',    ^^%W,    C  =  4C. 

,    b ^        '  my       '  mw 

On  voit  donc  que  le  second  cas  du  problème  général ,  regardé  jusqu'à  pré- 
sent comme  sujet  à  de  grandes  difficultés,  se  ramène  immédiatement  au  pre-, 
mier  cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  sur 
un  point  intérieur  quelconque  :  or  on  sait  que  ce  premier  cas  a  été  résolu 
il  y  a  long-temps  avec  beaucoup  de  simplicité  et  d'él^ance,  et  il  ne  nous 
reste  qu'à  exposer  cette  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de 
l'attraction  des  ellipsoïdes  homogènes. 
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SobUion  du  cas. où  le  point  attiré  est  situé  dans  T intérieur  de  t ellipsoïde 

ou  à  sa  surface. 

à 

586.  Soit  toujours  M  l'ellipsoïde  donné,  dont  la  surface  a  pour  équation 

et  soit  S  le  point  attire,  dont  les  coordonnées  sont^^  g,  A;  ce  point  es^t 
maintenant  situé  dans  intérieur  ^e  l'ellipsoïde,  de  sorte  qu'on  a 


'  /^       à*       A* 

Soit  dtl  une  molécule,  quelconque  du  corps  attirant,  le  lieu  de  cette  molé- 
cule sera  déterminé  en  général  par  les  trois  coordonnées  rectangles  «xr,  ^, 
2,  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a^  €j  y;  mais  il  confient  d'exprimer 
ces  coordonnées  par  d'autres  variables. 

Soit;  R  la.distancç  de  la  molécule  au  point  S;  soit  p  l'angie  que  fait  la 
droite  R  avec  la  parallèle  à  l'axe  des  x,  menée  par  le  point  S;  soit  enfin  ^ 
l'angle  que  &it  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le  plan  des  or,  /.  Si  Fori  - 
gine  des  coordonnées  était  au  point  S,  le  lieu  de  la  molécule  dM  serait 
déterminé  par  les  valeurs  jc=Rcos/^9j^=:  Rsin/7cos^,  i9=:Rsin/7sin^* 
mais  comme  on  doit  supposer  que  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au 
centre  de  l'ellipsoïde,  on  aura 

jr=y+R  cos^^i, 
^=5^+ R  sin;i  cosç, 
z  =  A  -[-  R  sinjp  sin  q. 

G>ncevons  maintenant  que  la  molécule  dNL  prenne  la  forme  d'un  parallé-* 
lepipède  rectangle  dont  les  côtés  relatif»  aux  variations  des  quantités  R, 
Py  Çy  sont  ^9  ^^9  K^  sin;e?^  puisqu'on  suppose  la  densité  =5  i,  on 
pourra  &ire  dM.^=K*dKdpdq  biop.  Donc,  l'attraction  de  la  molécule  dM 
sur  le  point  S  sera  exprimée  par  dRdpdç  sinp  ;  et  les  trois  forces  qui  en 
résultent,  suivant  les  axes  des  Xy  des  jr  et  des  Zy  seront  respectivement 
dRjdpdq  smp  cosp^  dRdpdq  sin*/?  cosy,  d^dpdq  sin*/7  sinç;  si  donc  ou  dé- 
signe, comme  ci-dessus ,  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  parallèlement  à 

ces  axes,  on  aura 

A  z=z  JffdKdpdij  sin  p  cosp, 

B  ^sszJXfdR.dpdq  sia*p  cos  ç, 

C  =:JjffdRdpdq  sin^p  sin  y, 
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ces  int^rales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 
S87.  Considérons  d's^rd  la  v^èur  de  A  r  «i  «n  eifeclM  i^ntégnrtkm 
par  rapport  à  R,  et  qu'on  appelle  W  et  9!'  les  deux  valeurs  de  R  qui 
répondent  aux  deux  points  de  la  surface  du  solide,  âtués  sur  la  droitedé- 
terminée  par  les  deux  angles  p  et  q^on  aura 

A  =Jjr(R'm^K'}i^  mïp  cosp. 

Dans  cette  formule,  Vidpdq  ànp'oosp  repré30iite  l'attraction  dana  la  sens 
des  X 9  de  la  pyramide  infiniment  aiguë  qui  a  ppw  longiieur  R^  et  pour 
base,  perpendiculaire  à  R',  l'élément  R''^/^sin;7;demêmeR'^4s^sin/?cosp 
représente  l'attraction  dans  le  sens  d^s  «,  4e  la  pyramide  opposée  i  la  pré- 
cédente. Ces  deux  pyramides,  terminées  l'une  et  l'autre  à  la  surface  du 
solide,  attirent  évidemment  le  point  S  en  eens  contrmres;  tânsà  nous  aTons 
dû  prendre  la  différence  des  deux  forces  qu'elles  exercent  sur  ce  point. 

Maintenant,  si  dans  l'équation  de  la  sur&ce  z;"lr  kH*  Iâ^^^%^^  substi- 
tue pour  Xyj^Zy  l^uvs  valeurs  w  fondio&B  de  R^  ;r,  ^,00  «arm  Tiqmlion 

cTR-H-acR  — Ç=o, 
dans  laquelle  on  a  &it,  pow  abr^r, 

J"  5=  cos*/>  H-  g5  sin*y7  cos^  J  +  j  sin^p  ^in*  g, 

fit*     •  «•  «   -        . 

6  :=/ cos;?+  -pg siap  cosq^^h  sinp  smç, 

Les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  ëqiution  ont  été  désignées  par  R 
et  •**R";  on  anta  donc 

d'où  résulta  R'  trp  R";=;^  -^  «j.  Su^Utaant  c^Ue  valeur  dws  l'«;xpre9aîon  de 
A,  et  faisant  abstraction  du  fligne  dent  toute  Vexpveasioii  têt  affeifèét,  (>n 


aura 


jusqu'à  qz=z7r. 


A  = /T  j  dpdq  àfKp.  cosp  ; 

prise  depuis  pzx  o  {usqu^  ^  =  ^r,  et  depuis  çsso 
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588.  Sdbbtituttttt  d'Abord  te  y^ieùt  >de  €,  cm  aura 

'^^rJJ        7 -^ 

or,  j'observe  que  lorsque/?  tievieirt  9r— p,  J^  reste  le  même,  mais  qu'alors 
ûn^p  cosp  change  deâgne.  Doue,  ptiisque  les  intégrales  doivent  être  prises 
èeptà»psît4^  JM^à^asdcr,  les  àmnCéamèr^Èf  parties  de  fai  valeur  de  A 

cos*/)  +  p  sitt*  p  cos*  y  +  ^Jk  sîn*/)  sîn*^ 

Par  des  considérations  semblables  0»  trouverait  que  les  valeurs  des  forces 
B  et  G  s'expriment  aîasi  : 

T>        ^fit*g  y* /*  dpdq  sxn^p  ces*  g 

cos*/>  +  g  sin'/)  €08*  ^  +  -3  sîn*/)  sîn*  q 

p  ^^^  ^m*h  pf  dpdq  ma?  p  sin*  y 

''^  €08f/>+  P  sîn*/>  ces* jr4-^  8În*p  sin*  q 

589.  Maintenant,  sans  effectuer  les  deux  intégrations  par  iap|>ort  k  p  et 
à  g,  on  voit  qu'en  faisant  A  =  ^fX. ,  la  quantité  X  ne  dépendra  que  des 

rapports  ^,  -;.  Donc  le  point  5  sera  attiré  également  dans  le  sens  des  x , 

par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situés  semblablieinent,  qui  enveloppent 
le  point  &  Il  «a  sert  de  aiémede  Fattfactîoii  dttHs  le  esM  desjr  et  de  Fat- 

traction  dans  le  ^eM  des- ^7  é*èù  il  i^trït  que  toui  cei»  ellipsoïdes  exerceront 
la  même  attraction  absolue  sur  le  point  S  MMfé  dans  leur  intérieur. 

Ce  résultat  ne  peut  avoir  lié« ,  à  moins  que  îa  covche  solide  comprise 
entre  deux  qydMhques  des  e%(>soîidfe?  qnS  entiMnnent  le  point  S ,  n'exerce 
attoeoe  attreetiott  sur  €e  poiat .  £t  c'est  ce  qu'oa  démontee  aisément  par 
une  eMistnJBtioii  fonidée  sur  les  prepiiétéa  des  suifices  du  second  ordre. 

690.  La  valeur  A  =  a/*X,  où  X  ne  dépend  que  des  dêuas  ^(uantités 
^,  -;,  prouve  encore  que  tous  les  points  situés  dans  \Kn  même  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  x ,  sont  également  attirés  par  l'ellipsoïde  dans  le  sens 
de  cet  axe,  et  qu'en  général  l'attraction  paraHèle  à  un  axe,  pour  un  point 

69.. 
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quelconque,  est  proportionnelle  à  la  coordonnée,  de  ce  point  parallèle  au 
même  axe.  _ 

Soient  donc  A^,  Bj,  C.  les  attractions  exercées  par  l'ellipsoïde  M  sur  les 
points  situés  aux  extrémités  des  demi-axes  ^y  €,  y,  les  attractions  exer- 
cées dans  le  sens  des  mêmes  axes  sur  le  point  S ,  auront  pour  valeurs 

A=:^A.,    B  =  fB.,     C  =  -C.. 

»  « 

Toutes  ces  propriétés  ont  été  Bémontrées,  il  y  a.  long-temps ,  ipar  Maalau- 
rin;  mais  on  voit  qu'elles  se  déduisent  très  simplement  de  nos  formules  avant 
même  d'avoir  effectué  les  intégrations. 

59 T.  Revenons  à  l'expression  de  A  trouvée  dans  l'art.  588 ,  et  proposons- 
nous  d'abord  d'intégrer  la  diSerentielle 

dq 


«*   .  .  .      .   «' 


cos*p  +  55  sîn*p  cos'y  4-  -;  sîn*/?  sîn*gr 

depuis  q  =so  jusqu'à  qz=z^.  On  sait  que  dans  ces  limites  on  a  la  formule 

/— — - — t     ^  '  ^    s=  — •;  ainsi  nous  aurons ,  pour  l'intégrale  dont  il  s'agit , 
m*  C08*  q  +n^  sm*  q        mn^  ^  ^  ^  "    ' 


V «• 


et  la  valeur  de  A  deviendra 


a/ 


f 


Cette  dernière  int^ale  doit  être  prise  depuis  ;?  =  o  jiâqu'à/7  =  sr ,  ce  qui 
revient  à  la  prendre  depuis  p^sso  jusqu'à  p  =  f  ^r,  et  à  doubler  le  résultat. 
Soit  donc  cos  pz=:  x^  et  on  aura 

A  =  4^CyfJ  ^^^.  ^  ^^  _^.^  X*]  V[*" + (y*  -  -')  *•]  ' 

nouvelle  intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  a;  c=s  o  jusqu'à  ar  =  i.  Si  daos 
cette  expression  on  introduit  la  masse  M  de  l'ellipsoïde  à  la  place  de  son 
volume  I^A^}^,  on  aura 

11  est  clair  qu'on  déduira  de  cette  expression  les  valeurs  des  forces  B  ei  C 


I 


•   ,         w 
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par  une  simple  pennutation  de  lettres  ;  on  aura  ainsi 


3MA  r  ..       .a^cte 


/•  strdx  I    ;     • 


J'observerai  cepeiidant  que  si^'oii  eût  calculé  directeoientlesfvaleurs  de  B  et 
C  par  les  formules  de  l'art.  588 ,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  9,  on 
aurait  trouvé  ces  valei^r^  sous  la  fçrme  suivante  : 


B—       3M^'     /      y       Aiyt/(^+y'-iiVa?')\ 

mais  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  diverses  formules  ^  où  les  in- 
tégrales doivent  toujours  être  prises  depuis  ^  =  0  jusqu'à  x=  ly  s'accor- 
dent parfaitement  entre  elles. 

Spa.  Le  problème  étant  ainsî  réduit  aux  quadratures^  on  achèvera  là.so- 
lution  dans  les  difierens  cas  par  les  méthodes  d'approximation  connues. 

Si  l'ellipsoïde  est  peu  différent  d'une  sphère ,  en  sorte  que  les  quantités 
«•  —  b*,  a*  —  y^  soient  très  petites  par  rapport  a  a*,  on  fera  ■     ,     =i^9 


•'  —  y* 


;;--  =  r ,  et  on  aura  ...       - -.  - -^ 

A_3M/r  x^dx 

expression  qu'il  est  Êicile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela ,  soit 

â  •  • 

on  aura  ■ , 

Effectuant  l'intégration  entre  leé  limites  Jr^zç^d^i  a:  :^  ij,)  il  y^  * 

A  =  ^(i  4.|VH.ipif-f.î1P"'4.  etc.) 
Quant  aux  valeurs  de»  «MffiçieQS  P'  ^  P'' ,  efcc»-eUes.  so^t  : 
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1.3 


P"=si^(A**4-ii^+J.ïJW, 


>/// 


r||(i»'+'')  +  r|-;f«(*'+'). 


etcx 

La  loi  de  ces  expressions  est  6cite  à  saisir;  tft  on  voit  qu^e  si  ;t  et  »  sont, 
comme  on  le  supposa  y  des  qiiautité»  trèa  petites ,  I»  suite  qui  donne  la  va- 
leur de  A  sera  très  convetgeûle.^  Dés  ^suites  setvbtabtee  expHtkieront  les  at- 
tractions B  et  G  daB&  le  «ens  des  deux  autres  axes. 

593.  Si  l'on  ne  veut  pas  avdit  rC^Cotiré  ACCr  èéri^.,  DU  si  les  excentricités 
des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  trop  grandes  pour  que  les  séries 

soient  conviergetites ,  alors  H  conviendra  d'eftpritcier  les  attraetions  A ,  B,  €, 
au  moyen  dès  fcii(cl3fOn&  elBptîqiies. 

Pour  cet  effet ,  il  faut  établir  un  ordre  de  grândefor  cfntre  les  demi^-axes 
a  y  4  y  y*  Snffposims  vpe  cA  ordre  «si  a\  C^  ^,  ensèrle  ^on  ait  a  <^ 
et  6  <  >  J  «oit  «ti^  «}B6oqiiettc«  €^  ««^  «*  sfe  :iitf  wty-^A^  es  n%  on  aura 
d'abord 

Soit  xzsi-  tang  ^  et  €?•  s=  i  —  — ,  on  aura  la  transformée 

int^;rale  qui  devra  être  prise  depuis  ^  sis  o  jusqu'à  la  valeui'  de  f  pour  la- 
quelle on  a  tang f  =s  -,  sin  f  as  -,  cos^ 


I  ;  ; 

De  même,  ptiisqu'bh  â 


y  r 


BSMg  r  a*dx 


si  Ton  fait  a:  =  ^pT^lSfe^»  ^P^  aura  la  transformée 


intégrale  qui  doit  fot^oiju»  être  ^fisë  entité  IstalÂutB  litoitM. 
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Enfio,  si  dans  la  fomnile 

on  &it  X  s=5  «^ — ~ ,  on  aura 

intégrale  qui  doit  encore  être  prise  entre  les  mteies  fimites  que  les  prëeë- 
dentés. 

$94*  De  là  on  voit  que  si  on  lait  A  =  |/(i  —  c^sin'f),  et  qu'on  prenne 
les  trois  in^wid^  suivMfttf  s^  depuis  9  ^^  ffl^M  un^  Talour  de  ^  <  ^  7r , 

M  M.  J'^ 

telle  que  tang^^s-^siuf  ss-^co&^sss-r, 

W»  TT  V  ■ 

xs,r^y,  y-ayai^,  za^y^^^, 

les  trois  forces  A ,  B>  C  seront  ataei  e&pirimées« 

A==^X,    B«^Y,     C»2^«- 


Lep  iot^gnles  Xj  Y.f.  Z  se  rapportent  immédiatement  aui  fonctions  ellip- 
tiques I  et  d'après  les  formules  données  art.  207  y  on  trouve 

fimautesio^  ^  ^Erodra  mbstituwJa  v^ibur  de.4>  pour  li^ielle  on  a  sin  ^  s=:  -» 


y 

a  C 

cosm— :-,  As=3 -• 


Mous  avons  donné  des  niéiliûdq^  pour  énig^T  ^  avec  toute  la  précision 
nécessaire  9  les  fonctions  E  et  F,  quels  que  joient  le  module  c  et  l'ampli- 
tude 9;  ainsi  nous  n'avOM  rien  à  iqtyul0r  eijr  4r  détermination  absolue  des 
quantités  A,  B^  G. 

Sq$.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E  et  F  sufiisent  pour  exprimer  les 
tms  qwutité»  XfY;Zi  «b  nnt  (fu^  wt  PMsible  4'^iaiiner  ces  de»^ 
txMisflmdai^tM  t .  f t  .qu'pnKQbtiendva  ftr  ve  mpy^an  ttp«  équation  alg^rique 
entre  X,  Y,  Z;  cette iéquatwte  est 
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X-t-Y  +  Z=^  ""'*  -  »' 


On  a  donc  aussi  entre*  les  forces  À,  ~B,  G^  'cette  équation  algébrique 

A    ,    B    ,    C        3M        , 

équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  rte,iharquée~3iisqu'à  présent ,  et  qui  doit 
être  regardée  couuQe  un,  (h^porème  nouveau.   . 

Au  surplus ,  ce  ihéorèmç  se  déduirait  immédiatement  des  expressions  en 
doubles  intégrales .  de  l'art.  58^9,  lesquelles  donnent 

y  -+-  —  ■+-  T-  =  ^ffdpdij  sinp  =^'2'n'fdp  sm  p  =4^. 

J  o  ■       '  i 

On  peut  encore  déduire  des  formtJes  de.  Fart.  $94  cétCe  équation 

ou  resuite  ^ 

A«*        BC*   ,  C>*        3M  p  y        . 

«  »  "  .    _ 

équation  digne  de  remarque,  parce' (^.ia  fonction  F^est  la  plus  simple  des 
fonctions  eUiptiques. 

596.  Les  formules  de  l'attraction  se  simplifient'  beaucoup  lorsque  l'ellip- 
soïde à' deux  aies  ^aùx  ,  ou  Idrsquir dévient  un  solîde'de  révolution ,  ce 
qui  offre  deux  cas  à  distinguer.  .  -     : 

Premier  cas.  S'il  s'agit  d'un  sphéroïde  aplati ,  'on  aura  6  =  > ,  /n  ^ 
71  =  v/(^* -^^*);^  c  ==  o,  A  s=  r,  ëtlesfdnnules  de  Vm\.  594  deviendront 

;  X  =/rf(p  tang- (f>^===  tei^^  ;  , 

Y  =s  Z  =:yyip  sin*  ^  =  ^  (<p  — ^  sin  <p  cds  Ç>)  ; 
donc  en  faisant  f^s=s&,  6  étant  le  plus  petit  arc  ifaî  satisEadt  à  réqualîon 
tang  fl  c=  - ,'  ôd  aura 

A=^(ttiiig<^-=ft),      -    • 
B=±#(0^:sinôcQsô),. 


•  ^ 


.1. 


C==^(e  —  8m  0  008  6). 


«         •  4 


Batis  ce  cas  on -peut  ^  sans  rien  ditmniier'  de  la 'généralité  de  la  aolutioD, 
faire  7k  t=s:  0 ,  et  par  conféé£|uent  C  s*  a  \  'car  '  on  péyt  prendre  pour  phm 
des  X  et  j^  le  méridien  qui  passe  par  le  p^int  altiré.   * 
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Second  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  alopgë ,  on  aura  f  s=  a , 
à  =  cos  9  ^  ce  qui  donne 


c  =  I 


j 


X 


dp  sio*  p  rw         Pdpkm^  p 


effectuant  les  intégrations  depuis  9  =  0,  jusqu'à  ^  =  6 ,  et  supposant  tou- 
jours tang  9  £=  -)  on  aura 

A— 3M//sme       iQ^'+»i"fr\ 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sinGet  cos 6,  et  supposant  ^  =  0,  ou 
B  =  o,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  on  aura 

c=^(V4-"-;). 

formules  où  l'on  a  n=  v/(>*  —  **)• 

Remarque.  Dans  ces  deuic  cas  où  l'expression  des  forces  est  donnée  par 
les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques^  les  formules  qui  contiennent 
cette  expression  sont  sujettes  à  un  inconvénient  assez  grand;  c'est  que  si 
le  sphéroïde  était  très  peu  différent  d'une  sphère,  auquel  cas  n?  serait  une 
quantité  très  petite  par  rapport  à  f  » ,  il  faudrait  calculer  avec  une  extrême 
précision  les  numérateurs  des  fractions  qui  ont  n'  pour  dénominateurs, 
afin  d'en  déduire  des  valeurs  suffisamment  exactes  des  forces  A,  B,  C.  Ce 
même  inconvénient  se  fait  remarqua  dans  les  formules  du  n*  694,  exprî* 
mées  par  les  fonctions  elliptiques;  mais  on  voit  qu'on  ne  peut  pas  en  faire 
une  objection  contre  ces  dernières  expressions,  et  que  c'est  la  nature  des 
choses  qui  comporte  cette  complication  apparente,  dans  un  cas  qui  au  sur- 
plus se  résoud  facilement  par  le  développement  en  séries. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  t ellipsoïde. 

597.  Lorsque  le  point  attiré  S  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  ses  trois  coor- 
données fy  gy  hy  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a^  ^,  y^  doivent  satis- 
faire à  la  condition 

T#   I«  no 
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Cela  posé ,  il  fant  d'abord ,  suivant  la  tbëorie  précédente ,  déterminer  la 
quantité  ^  d'après  l'équation  ^ 

Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive  de  ^ ,  on  aura  les  demi-axes  et',  €', 
y'f  du  second  ellipsoïde  M'  par  les  équations 

et  l'ellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donn^  S.  On  déterminera  ensuite,  sut 
la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  M,  un  point  S' correspondant  au  point  S,  de 
sorte  que  ses  coordonnées  soient 

/'=?/'   «'^I^'   *'=7*- 

Soient  maintenant  A^^  B^^  Û  les  trois  forces,  parallèles  aux  demi -axes 
a^y  €'y  y,  qui  résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  inté- 
rieur S^  Ces  forces  étant  trouvées  par  les  formules  du  premier  cas,  on  en 
déduira  les  forces  A,  B,  C,  qu'exerce  l'ellipsoïde  M  sur  le  point  extérieur  S, 
lesquelles  seront  ainsi  exprimées  : 

a=.|2;a',  b=^b',  c=-dc- 

Or ,  on  a  par  les  formules  du  n*  5^  i , 

C  —  3M'A'  f         s'dx 

donc  en  faisant  les  substitutions,  et  oljservant  qu*on  a  »  =  "t^  >  ^* — «'*=: 

€• — «•,  >'•  —  «'•  =  >'• — a%  on  trouve  pour  les  forces  cbecchées  A ,  B, 
C,  ces  expressions 


VC*'*  + (y* —•)*•]» 
b  

i/CC" + («»-c*)*»3.  $/[«'»+  (y*  -  C») ««j' 

C  =  ^3^  r      ,    x'dx 


Bss^r  ***** 
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daM  lesquelles  les  intégrales  doivent  toujoar»  être  prises  ^depuis  xjaz  o  jus- 
qu'à xssij. 

Ces  intëgrâles  poorront  être  réduites  en  séries  ^  comme  dans  Tart.  593 , 
et  les  séries  seront  d'autant  plus  contergentes^  que  les  quantités  af^  ^S  y , 
qui  dépendent  de  la  distance  du  point  attiré,  senmt  plus  grandes. 

596.  Les  mêmes  intégrales  peuvent  aussi  être  ei[primées  en  fonctions  el- 
liptiques :  pour  cela ,  <m  supposera,  comme  ci-dessus  y  ùl  <C€  ét€  ^y  ce 
qui  donnera  pareillement  ctf  ^€*  et  6'  <  >';  puis  faisant  de  même  ff* a* 

=  /»•,  7'  —  a*s=  »•,  I  —  -j  =  <?*,  et  déterminant  l'amplitude  (p  à  sa  der- 
nière limite  par  les  valeurs  tang  ^sss-7,  sinfBa-7,cos<pœ^,  on   aura 

a,  y  y 

d'abord 


ensuite 


X'  =  f.[AtaDgç  — E(c,.i>)], 

Z'=iî[F(c,^)-E(c,(p)]. 

599.  II  est  très  remarquable  que  les  forces  A,  B^  C  sont  eiprimées  abso-  ' 
lument  de  la  même  manière  en  fonctions  elliptiques ,  soit  que  le  point  attiré  S 
soit  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde^^  ou  qu'il  soit  situé  au  dehors.  La  seule 
différence  des' résultats  est  dans  la  valeur  de  9|  qui  mesure  l'amplitude  des 
fonctions  elliptiques  j  lorsque  le  point  S  est  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde 

ou  sur  sa  surfisice ,  on  a  tang  ^  =  -  ;  lorsqu'il  est  situé  au  dehors  y  on  a 

tang  ^;ss  Ty  a!  étant  une  quantité  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de 

l'équation  ^ 

/*   »        g'       ,        *^     _, 

Le  second  cas,  considéré  analytiquement,  est  même  plus  simple  que  le 
premier,  parce  que  la  valeur  de  ip  est  pins  petite,  et  qu'ainsi  les  approxi- 
mations  sont  plus  fieicyes  à  dl^lenir.  On  a  d'aiUemrs,  comme  dans  l'art.  5q5  , 
les  deux  équations 

70.. 
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Enfin  on  doit  observer  que  les  quantités  X^,  Y',  11^  par  lesquelles  s'expri- 
ment les  forces  A,  B,  C,  ne  dépendent  que  des  deux  seules  données  c  et  9, 
tandis  que  la  question  ofire  en  général  six.  élémens,  savoir  :  les  demi-axes 
de  l'ellipsoïde  a,  ^,  }^^  et  les  coordonnéesy,  g^  h  du  point  attiré;  on  pour- 
rait donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de  théorèmes  au  moyen  desquels 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  servirait  â  déterminer  celle  d'une  infinité 
d'autres  ellipsoïdes;  nouvelle  preuve  de. l'avantage  que  présentent  toujours 
les  fonctions  elliptiques  dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats 
sous  la  forme  la  plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

6oo.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l'ellipsoïde  devient  un 
solide  de  révolution ,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  aplati ,  on  aura  €:=sy^  g»  —  ot»  -=  m^^ 
A  =  /7i,  c  =  o;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x  eljr  celui  qui 
passe  par  le  point  S, on  aura  A=  o,  de  sorte  que  l'équation  qui  détermine 
a'  sera 

£.  +  -£— ^j 

d'où  l'on  tire 

Cela  posé,  ayant^déterminé  l'arc  fl  par  la  valeur  tangû  =  y, les  deux  forces 

A  et  B  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  S,  seront 
ainsi  exprimées  :  •  > 

A=^(tangô-(J), 

B=^(fl  — sinGcosO). 

Second  cas.  Si  le  sphéroïde  est  alongé,  on  aura  ^=a,  /i=o,  >* — «•;=n*,. 
c=i ,  et  comme  on  peut  prendre  pour,  plan  des  a:  et  z,  celui  qui  passe  par 
le  point  attiré  S,  on  pourra  faire  g^  =  o,  ce  qui  donnera 

Connaissant  ol'  et  enstiile  6  par  l'équatiuii  tangOss^,  les  deux  forces  A  et 
C,  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde,  seront  ainsi  exprimées  : 

.        SM/rsinO        ,      /i+«»n6\-l 


^=^*D°8(^^V-0 
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De  V orbite  décrite  en  i^ertu  ^ une  force  centrale  donnée. 


601.  JMous  supposerons,  comme  on  le  fait  ordinairemenr^  que  la  force  cen- 
trale est  fonction  de  la  distance  seulement^  et  ne  dépend  point  de  l'angle 
que  fait  le  rayon  vecteur  avec  une  ligne  fixe  menée  par  le  centre.  Cela 
posé,  nous  nous  proposons  d'examiner  un  grand  nombre  de  cas  dans  lesquels 
on  peut  déterminer  exactement  le  mouvement  d'un  corps  qui  a  reçu  une 
vitesse  initiale  dans  une  direction  quelconque  et  qui  est  soumis  à  l'action 
d'une  force  centrale  donnée;  mais  nous  nous  attacherons  surtout  aux  cas , 
où  le  rayon  vecteur  ne  peut  devenir  ni  nul  ni  infini.  Alors  le  corps  circule 
dans  une  orbite  qui  est  toujours  renfehnée  entre  deux  circonférences  dé* 
crites  autour  du  centre  des  forces,  de  manière  qu'eUe  touche  alternative- 
ment l'une  et  l'autre,  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  le  mouvement  du 
corps  dans  le  passage  d'une  circonférence  à  l'autre;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  d'une  apside  à  l'apside  suivante;  car  ce  mouvement  étant  connu,*le 
secteur  parcouru  par  le  rayon,  vecteur,  se  répèle  à  Pinfini ,  dans  des  posi- 
tions alternatives,  et  on  peut  au  bout  d'un  temps  quelconque  assigner  la 
position  du  corps.  ^^ 

On  verra  que  les  fonctions  elliptiques  permettent  de  donnerda  solution 
exacte  du  problème  dans  un  grand  nombre  de  cas  qui  .seraient  iaaccessibies 
aux  méthodes  ordinaires  ;  quant  à  ceux  qui  ne  peuvent  se  résoudre  que  par 
les  quadratures ,  nous  ferons  voir,  par  un  ex^uiple,  que  la  méthode  des  or- 
données mojennes  s'y  applique  avec  beaucoup  d'avantage  et  ne  laisse  rien  à 
désirer  pour  l'exactitude  de  la  solution.  A,   '\  :    . 

Ce  problème  est  sans  doute  un  des  plus  simples  qu'offre  la  Mécanique 
appliquée  au  mouvement  des  Corps  célestes;  mais  la  solution  générale  que 
nous  en  donnons  est  un  premier  pas  qui  permet  d'espérer  que  d'autres  cas 
moins  simples  et  plus  conformes  à  l'état  réel  d^.  (^ses,  pourront  être 
résolus  par  des  méthojdes  analogues,  et  oeoduiront  à  des  conséquences  plus 
importantes  pour  le  véritable  système  du  monde. 
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Équations  du  mouvement. 

602.  Supposons  qu'à  Forigine  du  mouvement,  le  corps  soit  dans  l'une 
des  apsides  de  son  orbite ,  en  sorte  1(116  It  vitesse  initiale  Y  soit  dirigée  per- 
pendiculairement au  rayon  vecteur  a;  soit  9  la  vitesse  au  bout  du  temps  t^ 
r  le  rayon  vecteur  et  ^  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec  le  rayon  vecteur 
initial  u  ;  soit  enfin  R  la  force  qtii  agit  dans  le  sens  du  rayon  vectenr  pour 
rapprocher  le  corps  du  centre;  R  étant  une  fonction  donnée  de  r,  si  on 
prend  l'intégrale  fRdr,  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  rzmay  on 
aura  d'abord  le  quatre  de  la  vitesse 

p*  =  V  —  2/Rdr. 

Ëiiiuil«  l'équation  de  ia  ooorbe  et  le  temps  employé  à  parcourir  un  aec- 
tear  quelconque)  se  trouveront  en  intégratot  les  deux  équatîom  diflEéren- 
tieUes 

.    dVdr 


^M«^baaiaa<k 


^/[y(.-$)-./»*]' 

OÙ  Ton  doit  i^bsetver  que  l'ambiguïté  de  signe  qui  affecte  la  valeur  de  dip 
sera  déterminée  dans  les  différens  cas  particuliers,  de  manière  que  dp  soit 
toujours  positif,  ce  qui  exige  que  le  signe  de  âr  soit  le  même  que  celui  de  la 

constante  —  —  R*,  R*  étant  la  valeur  de  R  lorsque  r  =  a. 

RooB  allons  nminienam  déterminer  l'orbite  dan^  difiërentea  hypothèses 
sot  la  valcov  de  la  fin-ce  centrale  R. 

Exemple  I.  Rcat^. 

6o3.  Alors  on  aura  f^dr  s=  A  Q  —  ^V  et  si  l'on  fait  ^=:m^réquation 
différentielle  de  l'orbite  pourra  s'écrire  ainsi  : 


N 


Les  apsides  se  détermineront  en  égalant  à  zéro  la  quantité  sous  le  radical ,  oe 
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qui  donne  -  —  mss:£fc(i-T-in),  savoir,  rv=a  et  ras      «  Ainsi  le  corps 

passe  de  l'apsjide  r=  a  i  fapside  r  =  — — ^;  celle-ci  étant  l'apside  supé- 
rieure si  m  e^i  ^  I  <!  et  Tip^érieure  dans  le  cas  contraire. 

Soit  en  général m=:(  i<^*m)  cos6,  on  aura  sans  ambigui^ rfjp-gufl, 

et  par  conséquent  (p'=sd  4*^^^^^-  ^^^  ^  l'origine  du  mouvement  «>n  a 
(p=;o  et  r=:â3  on  aura  donc  en  même  temps  9=r:o  et  ?s=o,  ce  qui 
donne  en  général  9  =  ^.  Donc  Téquation  fiÎQie  de  l'orbite  est 


Cette  équation  appartient  en  gépéml  à  une  section  conique  dont  le  centre 
des  forces  est  un  foyer  ;  elle  appartient  en  particulier  à  l'ellipse  si  l'on  a 

m  >  ;^  ou  ¥•  < — ,  &  la  parabole  si  mzss,\  et  k  l'hyperbole  3i  /»  <  7  ou 
Si  lV>n  a  mc=f ,  l'orbite  aen  im  cercle;  tjk  efieti  daDS  ce  cas  la  fprca 


...       V*  A 

centrifuge  initiale  —  est  égale  à  la  force  centrale  -; ,  el  cette  égalité -continve 

d'avoir  lieu  à  l'infini. 
604.  fVmr  avoir  le  temps  du  monvenient,  U  ûiut  iotégirer  la  foroiule 

j^        a     /*ûBp        a  dp  -  -  v^ 

Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique  où  :wi  -^  1   est  positif,  soit  tang  79  = 
(2/11 — r)"*  tangi-vj.,  on  aura       ^ 

«  à 

d'où  résulte  en  intégrant  *  ~ 

«=^7  (aw— 0"*(ot>[/ —  (  I  —  m)  sin  4). 

Soit  y  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  g  son  je^iiCQoJxiicâté,  on  aura  jTz;;: 
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Pour  l'usage  de  cette  formule  on  se  rappellera  que  l'angle  4  ^  déduit  de 
l'anomalie  ^  au  moyen  de  l'équation  tang  7  4  =  (  ^'^  *""  0^  ^^S  •  9  = 

Dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  les  deux  apsides  sont  fixées  inva- 
riablement aux  deux  extrémités  du  grand  axe^  appelons  i^  le  temps  néces- 
saire pour  passer  d'une  apside  à  la  suivante;  ce  temps  se  déduira  de  la 
formule  précédente  en  faisant  (pzsz^y  ce  qui  donne  4  ^s'sr,  et  par  consé- 
quent 

Le  double  de  cette  quantité  sera  le  temps  d'une  révolution. 

605.  Considérons  maintenant  une  valeur  de  ç  aussi  grande  qu'on  voudra, 
on  pourra  toujours  supposer  ^  =  amr  db  c'y  n  étant  un  nombre  entier  et 
ç^  un  angle  plus  petit  que  180*;  cette  valeur  de  9  déterminera  le.  rayon 
vecteur  r  par  la  formule 

^s=:iw-f-(i— m)co8^'; 

Ensuite  pour  avoir  le  temps  correspondant  t ,  il  faudra  supposer  4  = 

an9rd=4^  P^  déterminer  4^  P^^  f'  conune  4  ^^^  P^^  9?  ®^  ^^  ^^^^ 
t  =  2ntt  dbifytf  plus  petit  que  t^  étant  délepniné  par  4'  ^^  moyen  de  l'équa- 
tion 

Par  une  opération  inverse  on  déterminerait  la  position  du  corps  au  bout 
d'un  temps  donné  quelconque  t  qu'il  faudrait  mettre  sous  la  forme  t^ 

Exemple  II.  R  =  Br. 

606.  Alors  on  aura  /Rir=7B(r*  — a*),  et  l'équation  di£FérentieUe  de 
l'orbite  sera,  en  faisant  /wsk  ^^  :  < 


v'K-?)  ($-)]■ 
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On  voit  par  celte  équation  que  -^  sera  toujours  comprise  entre  i  et  m;  ainsi 

l'apside  première  r ara  sera  suivie  de  l'apside  r=3  --;r-*,  celle-ci  de  l'apside 
r.=ia,  et  ainsi  à  l'ioBni. 

Soit  ~  =  ços*  •>),-(- m  sin*  4  >^ï^  ^^ra  sans  awhigaïlé  dç  =:z  d*^  ^  et  de  là 
(p  =  4/;  donc  l'équation  finie-de  l'orbite  est    '  r  ^ 


—  =5=  cos*^  -}-  m  sin*  ç. 

#^    » 

Si  l'on  fait  rcosÇ)=JC,  rsin^rss^,  cette  équation  dondera  j^*s==— (a*— a:*); 

ainsi  l'orbite  est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  centra  des  forces  et  dont 

les  demi-axes  sont  a  et  --r—.  toans  cette  orbite  les  apsides  seront  les  extré- 
mités des  deux  axes. 

L'eUipse  se  changera  en  cercle  si  on  a  m  =  i',  où  si  la  force  centrifuge  — 

est  ^ale  à  là  force  centrale  Ba.  .    '         i 

••''•■  ■   ■  "  • 

Exemple  III.  Rs=:^  +  Br. 

607.  Alors  on  aura  fRdrz=z  — /i  —  -  j  -|-  ^  B  ('*/—  «*)>  et  l'équation 

difiPérentielle  de  l'orbite  sera 

•   •   •      '      ,        •  • 

.     àVdr 

Soit  r  =  -,    -v;  =  ^j   -T?7=='*j  on  aura 


rf<p=  =^'* 


I  I 
i 


Supposons  d'abord  que  n  soit  positif,  c'est-à-dire  que  la  force  Br  soit  attrac- 
tive, alor$  le  polynôme  a^-}-(i  — aiw )«*—/*»  r—n  aura  toujours  un  fac- 
teur réel  de  la  forme  z— a,  et  on  pourra  supposer  z'-t-(i^— bmyz'-r-ifiz-^n 
=(z  — a)P,  P  étant  un  polynôme  de  la  forme  (^-tt^)  {z  ^y)^  ou  de  la 
forme  z*  -f-  d€z  cos  A  -K^*,  lequcf  sera  toujours  positif. .     -    ,   . 

Dans  le  passage  4' une  forme  a  l'autre  on  aura  €ss:y  ou  )i ss.o;  c'est  le 
•cas  où  l'équation  2'  Vf-  (  1  '"—  2m)  z*  — ^  nz  —  /i  s=  o  aurait  deux  racines  égales  ^ 
alors  l'équation  de  l'orbite  serait 
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éqiBiitioii  <itti  prat  a'mt^iw  par  de»  arcs  de  eeroie;  dm»  le»  Milrei  e«  ¥kk^ 

tégrale  dépendra  des  fonctions  elliptiques. 

Au  reste  les  caractères  distinctîÊ  de  ces  trois  cas  sont  &ciles  à  asngner 
par  les  r^les  connues;  il  en  résulte  que  si  la  quantité  L&s  m  (/n-f-  /i)'— « 
(m* — lom-— a-f-^n)*  est  négative^  le  pclyiKnM  P  sera  de  la  foraw 
(«+ff)(a+y),  €  et  y  étant  réels  et  positifs. 

Si  cette  quantité  est  quRe,  on  aura  Çsr)^,  et  si  elle  est  positive  P  serm 
de  la  forme  2*  +  2€z  cos  A  -f-  €%  dont  les  deux  facteurs  sont  imaginaires. 

Prmietcoâ.  P3»{»-f»ff)(»  •<->). 
608.  On  aura  alors 

ce  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  z  sera  toujoura  comprise  eotrt  i  et  a,  e'asl^ 
à*dire  que  les  apsides  de  l'orbite  répondront  toujours  aux  rayons  vecteurs 

rsssa^  r  =  -.  Soit  donc  z=s<îOS*/^-f-<t  sin^/>,  on  aura  sans  ambiguité 


|/(C+  cm^p +A9m^p) .  i/îy  -f  co^p^  m  $m*p) 

Pour&ire  disparaître  l'un  de  ce»  deux  radicaux  ^  soit  tang/is:f  tang^^^ 
k  étant  une  indéterminée,  on  anni  la  transformée 

où  l'on  a  &it  pour  abréger  : 

W  3=  ces*  4  4- (J-^  A*  sîn*4. 
Soit  *T=»;;^x^>  ^^  ™"^  M  «s»  f  et  N  îpi  v^(i  —  r^sin*  4)9^*^  prenait 


«t  plua petit»  que  l'vuiiiéy  pouiTu  q«e ^ -«« 6  Mit dt  m%m. s^pe qoe  v«— «s^ 
M  <pyV»  peut  toujoum  suppeser,  puisque  le»  racines  €  %ïy  ptuftil 
échangées  entre  elles  k  volonté. 
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Cela  posé  si  on  fait  encore  ycsA*-^  i  ss^-^^el  ^3ss(i-)-i^)(a4-p^), 
on  aura 

ce  qui  donne  en  intégrant 

f«7[(t4->)n(F,^,4)*-5.F(^,4)], 

on  aura  de  plus  z  =  "^^j^^f  J^  =  ^,  ce  qui  achève  de  déterminer 

l'orbite,  puisque  r  et  ^  l'exprinTOit  en  fonctions  d'ono  méme'variable  >}/. 

609.  Appelons  ^,  la  valeur  de  'fl>  qui  répond  à  la  seconde  apside  où  Ton  a 

'^  =  i^>  «  =  (X,  '•=-,  nous  aurons 

Le  paramètre  r  est  positif  et  par  conséquent  de  l'espèce  circulaire,  lorsque 
a  <  I ,  c'est-à-dire,  lorsque  la  seconde  apside  est  l'apsida  supérieure.  On 
conçoit  que  l6  paramètre  <)evra  être  égdiemeat  de  l'espèce  circulaire ,  qmind 
même  on  aurait  «>  i,  c'est-à-dire,  quand  méme-la  seconde  apside  serait 
l'apside  inférieure;  car  il  importe  peu  que  l'orî^ne  du  mouvement  soit  fi;iée 
à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces  apsides.  En  effet,  si  on  a  à  >  i  ^  le  paramètre  f 

sera  négatif,  mais  comme  on  aura  alors  1  +  r  ;??;  A*  s=  ^-^^ ,  on   pourra 

foire  i+F  =  A»sin*9,  et  on  aura  sin*9=  jiJ^  =  ^^,  quantité  posi- 
tive et  plus  petite  que  l'unité  ;  donc  le  paramètre  r  sera  dans  ce  spcond 
cas  de  la  £>rme  --^  1  -J-  A*  sia^fl,  et  se  rapportera  encore  à  respêce  circu- 

kdre. 

> 

610.  Goxmaissant  le  secteur  de  l'orbite  qne  parcourt  le  rayon  vecteur 
depuis  la  première  apside  rss^^  jusqu'à  la  second^  r='  ">  0^  peut  imagi- 
ner que  ce  secteur  tourne  autour  du  second  rayon  ^^jti^u'à  ce  qu'il  renire 
dans  le  même  plan ,  on  aura  ainsi  le  secbnd  secteuA*  décrit  depuis  la  seconde 
apside  ^=  ;^>  jusque  |a  troinèftie^apiidfi^  ^  ,«eta  d«  luéme  nom  que  la 

première  r=:a,  et  ainsi  à  l'infini.  Ces  propriétés  au  reste  sont  comipunes 
a  toutes  les  orbites  décrites  en  vertu  d'une  force  centrale  R  qui  n'est  fonc- 
tion que  de  la  distance  au  centre.  U  &ut  seujement  observer  que  l'angle  p  ' 

71.. 
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du  secteur  dojat  nou^  parlons,  n'est  pas  borné  à, une  limite  déterminée,* 
mais  qu'il  peut  occuper  une  ou  plusieurs  circonférences  ;  on  verra  même 
un  cas  où  il  devient  infin^,  ce  qui  veut  dire  que  le  corps  met  un  temps 
infini  à  parvenir.de  la  première  apside  à  la  seconde^  ou  en  d^aiutres  termes, 
que  le  mouvement  du  corps  tend  de  plus  en  plus  à  devenir  circulaire  et 
uniforme. 

Pour  avoir   l'expression   du  temps  .dans  notre   exemple,  il   faut  re- 
prendre la  formule  dt  =:  -t^=  V  '^>  ^'^^  résulte 

Soit  y'  ==  —  7/)^,  on  aura  en  intégrant 

'=^[(i+>)n(»'.c,4)-F(c,4)]. 

Le  paramètre  p'  est  encore  de  l'espèce  circulaire  ;  car  si  on  a  «>>  i ,  la 
valeur  v'  =    T  _^  v  ser^  positive,  et  si  on  a  «  <C  1 ,  on  pourra  faire  i  -f-  >' 

=  b*  sin*;t,  ce  qui  donnera  sin*  ji4  = --^^-3- >  quantité  positive  et  plus  pe- 

tite  que  1  unité. 

Appelons  ti  le  temps  employé  à  parvenir  de  la  première  apside  i  la' 
seconde,  on  aura^  en  faisant  -^/si  f  ^, 

Au  moyen  de  ces  formulés  il'est  facile  de  déterminer  la  position  du  corps 
et  le  temps  du  mouvement  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  %[/; 
car  en  donnant  à  cette  valeur  la  forme  4  ^^  /xTTzb^S  n'étant  un  nombre 
entier  et  4'  un  arc  <  î  ^,  on  aura  (p  =  a»^,  db  ^',  et  «  =  an^,  =b  tfj  ^' 
et  /'  étai\|;  déterminés  par  ^^jocmme  le  sont  (peit  par  4  3  on  aura  en  même 

temps  le  rayon  vecteur  r  par  la  formule  r==:  ^  ^j!^  k*  *•  °»X  * 

Ces  mêmes  formules  serviront  à  résoudre  le  problème  inverse,  c'est-à*dire 
à  trouver  le  lieu  du  cofp^au  bout  d'un  temi>s  qufslconque  £==  7nt^:àcf, 

»Scco/irf  ciw.  P  sa  V.  •+- 2^*  cos  A  4- C*.  ^    • 

611.  On  aura  alors 


» 


1   — —  "^  ''^ 
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Soit  toujours  z  s=s  cos*  p  +  «  un*  Py  ^^  ^nra  sans  ambiguïté 

,    ao^  (  co8*p  4-  *  gip*p) 

^  "^  V(L  00»* p  -f-  aM  co8*/>  8m*/>4'  lï  8În^^)  * 

en  faisant  pour  abréger 

L=i  +3^<^sX  +  €*, 

M  =  ct +(i +«)  6cosX  +  6*, 

N  =  a^-4-  2*^  cosA  +  C*. 

Soit  tang p  =  A  tang y  4^,  ensuite  A:*  s=  =  et  c*  =  ^  —  -t=-- ,  on  aura  la 

transformée 

//©-=   *       C08»i4'  +  df8în*l4'  rfj^ 


Soit  V  =s  f  •î-^T—)  '  ==  .<îOt^  fl ,  OU  tanglOsA'y  cette  ^formule  se  développera 


ainsi  : 


,  1      r   _^|^^^«  — 1        i+i&*    "I  fl?i^ 

"*~  a\/(LO  L^  ■"*       T*  •  1  +  f  8m*^J  \/(  1  —  c*8În*  4) 

,     (l  — «)i&  rf<^C084^ 

et  son  intégrale  sera,  en  faisant  c  sin  4/  =,sin  Z; 

Soit  (pi  la  valeur  de  ^  qui  répond  à  la  seconde  apside ,  il  faudra  feire  pss-ic 
ou  •>[,  =1 TT,  ce  qui  donnera  Zi^ o  et 

6ia.  Pour  avoir  le  temps  il  faut  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  for- 
mule <ft = ^ .  ^,  ce  qui  donnera 

Développant  cette  expression  et  faisant  /  =  cot*  0'  et  tang  78'  =  k^a:::=, 
V^ec  tang  \  8,  on  aura 

-  ^^^a     ootltangy/     ,     1  — •  1  ,    1— <         .|\ ggj/ 

ce  qui  donne  en  intégrant 
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Ces  formules  donneront ^  comme  ci-dessus,  les  valeurs  de  (p,  ret  ^  qm ré- 
pondent à  une  valeur  quelconque  do&née  de  4>  ^^  réciproquement  les 
valeurs  de  4/ ,  ^  et  r  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  de  I. 

Troisième  cas.  P  =  (2  +  Ç)*. 

6i3.Pai8qu'alors  le  poîynomes'+  (i— iin)2^— m— ii=if«— a)(s+^, 
on  peut  regarder  les  trois  quantités  m^n^C^  comme  étant  déterminéca  pw 
la  quatrième  a ,  au  moyen  des  valeurs 

(1  —  <y  4^  M        !• 

Dans  ce  cas  on  a  directement 

soit  z  =:=  cos*p  -f*  ^  sÎQ*  Z'  9  on  aura  d'abord 

soit  ensuite  teng 4 as Ç-±^ytang;>,  et  •=  ^(î+j)  (3H-a)],  on 


aura 


dlp  =  lîdjp— 2j:^ 


donc  ^  =  2;>  —  — . 

6x4*  Poui*  ^^oir  l'expression  du  temps  ^  on  fera  les  substitntiona  néœ»* 
saires  dans  la  formule  ^  =:»•—,  ce  qui  donnera 

™V  •  (oo$*/^+4i«ii»(€o^jH-«siB*p+fjr 
soit  tang^  =s  )/«&  tang/i,  on  aura  en  intégrant 

:n^:[»-(^)+]. 

Cj  le  temps  employé  à  parvenir  de  l'apside  r  sss  ^  à  Tapside 
-,  on  fera  4  =  7^>  ;>  =t^>  7=  î^>  <^  qui  donnera 


'  =  v 
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on  aura  en  même  temps 

soit  par  exemple  ce  ss  •§ ,  on  aura  ^  =  79  €  =  2|/5 ,  ^^  s=  ?r Ti  -—  T^gV 

On  voit  qu'en  donnant  à  l'angle  p  une  valeur  aussi  grande  qu'on  voudra  y 
on  peut  déterminer  par  les  seuls  arcs  de  cercle  la  valeur  de  p  et  le  temps 
tl  or  Pangle  p  et  le  rayon  vecteur,  déterminé  immédiatement  par  l'angle /i^ 
font  connaître  b  position  du  corps;  réciproquement  lé  temps  étant  connu, 
quelque  grand  qu^  soît^  et  représenté  par  »i/,  dbi^y  f  étant  <  f, ,  on  en 
déduira  la  valeur  de  p  et  la  position  du  corps. 

ExempteIF.Ii=z^  —  hr. 

6 1 5.  Si  Ton  fait  comme  dans  l'exemple  précédent  r  =  - ,  -^  =  m  y  yr  ^^  ^9 

il  n'y  aura  que  le  signe  de  n  à  changer  dans  la  formule  de  cet  exemple  et 
on  aura 

Or  le  polynôme  P  présente  différens  cas  à  eiaraÎBer  t 

1*.  Si  m  est  •<  7 ,  lea  fi^teim  deP  nâ  pourront  être  que  de  l'une  des  deux 

formes  (z  +  et)  (z  -f-Q  («  +>)  «t  (2  +  *)  (^  "^  ^^^  ^^*  '^  H"  ^*)-  Alors  la 
valeur  de  iS,  qui  est  i  à  l'orgue  du  mouvement  diminuera  de  plus  en  plus 
sans  autre  limite  que  zéro,  et  te  corps  s'éloigner^  à  l'infini  du  centre  des 
forces  ;  cas  dont  nous  faisons  abstraction. 

a*.  Si  m  est  >  7y  le  polynôme  P  sera  de  l'une  des  formes 

(« —  «)  {z — €)  (*-+.  >),  et  (z  +  y)  (jt* -^  2«a  cosX + « ■). • 

Dans  le  second  cas  le  corps  s'éloignerait  encore  k  l'infini  du  centre  des 
fi>rces,  ainsi  il  ne  reste  à  considérer  que  le  cas  où  l'on  a 

p=(z-«)(z-e)(z+>), 

A,  b  j 'y  étant  des  nombres  réels  et  positifi* 
6^16.  Ce  cas  se  snbAvM  en  trois  autres. 
i*.Si  CL  ei€  sont  toœ  deux  plus  grands  que  f  unité ,  ta  valeur  de  z  Aott- 


568  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

nuera  depuis  i  jusqu'à  zéro ,  et  le  rayon  vecteur  r  augmentera  depuis  a  qui 
est  sa  valeur  initiale  jusqu'à  l'inâni  3  cas  dont  nous  faisons  abstraction. 

2*.  Si  on  a  «  ^  I  et  ^  <C  i ,  la  valeur  de  z  ira  en  augmentant  depuis 
z=i  jusqu'à  z=i€t;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  du  corps  aura  lieu  de 
l'apside  supérieure  à  l'apside  inférieure*  Soit  z  =  cos*  4  "f"  ^  ^^*  4  '  ^^ 

•  .  -     - 

aura 

jf  2dlv|.  (cos*4^ 4-  *  sin* 4)  . 

^^  ~  V/[(i  — Q  cos»  4  +  («— C)  8Îii»+] .  »/[(i  +  y)  008*4'  +  («  +  y)  8m*4]  * 

formule  qui  s'intègre  comme  dans  l'exemple  précédent. 

,  3^.  Si  les  nombres  a,  ^9  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité,  s  ira  en 
diminuant  dez=si  à  z  =  «,  en  supposant  oi  >>  ^  ;  il  reviendra  ensuite 
de  z  =  «à  z^=i  I ,  et  ainsi  alternativement. Soit  alors  2=cos*4  *^  ^^^'^y 
et  on  aura  la  même  formule  que  dans  le  cas  précédent ,  avec  la  seule  diffé- 
rence que  le  mouvement  se  fera  de  l'apside  inférieure  à  l'apside  supérieure- 

617.  Enfin  il  y  a  lin  cas  très  remarquable  qui  diffère  de  tous  les  autres  et 
qui  d'ailleurs  peut  être  résolu  exactement  par' les  moyens  ordinaires;  c'est 
celui  où  l'on  aiirait  €tz=€.  On  le  reconnaît  a  priori  par  la  condition  ai»  + 

2  +  107»  —  m*  =  (/w  +  4)*  •  Alors  on  aura 

et  on  voit  que  les  valeurs  z  =:  i ,  z  =  c^,  déterminent  les  apsides  de  l'or- 
bite. Soit  toujours  z  =?  cos*  '^  ^  a  sin*  4  ?  ^^  ^^^^ 

a  (cosSj^-4^  sin*4)  ^ 


d(p 


C08 


VCî^i-"-^**)* 


Soit  sin  ^  =  i/(~^^)  sin  a> ,  et  A:  =  wyj^z^y  ^^  ®"r^  ®^^  substituant 
et  intégrant, 

.^  =  -  a»  +  ^.j-^^  log  .  (l±*^;)  ; 

c'est  ce  qu'on  aurait  obtenu  directement  en  faisant  z  =  i  -^  (i  +>)  sin*  «. 
Maintenant  si  l'on  fait  J/=:  7  ^,  on  aura  sin^â»=    "7   1  taDg*^tf=  '       * 

£=72)  ou  A:  tang  ai  =  i ,  donc  l'angle  tp  devient  infini.  Ainsi,  rigoureuse- 

ment  parlant,  il  faudra  que  le  corps  fasse  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  centre  des  forces  avant  de  parvenir  de  l'apside  primitive  r  =  a  à  Fap* 
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ude  suivante  r=s-.  Mais  dans  l'état  réel  des  choses,  il  n'est  pas  moins  vrai 

de  dire  qu'après  un  assez  petit  nombre  de  révolutions,  la  distance  du  corps 

au  centre  des  forces  ne  différera  pas  d'une  quantité  sensible,  de  la  limite  ~« 
et  le  mouyement  du  corps  deviendra  sensiblement  uniforme  et  circulaire. 

Exemple  y.  Rs=— +  3. 

618.  Dans  ce  cas  on  a  J^dr  =  A  (-•"—-)  "f"  "~  v5  """    v»  ^*  ^  ^^ ^®*' 
2  =  a; ,  -^  =  m ,  -^  =  n ,  l'équation  différentielle  de  l'orbite  sera  ; 

1^=  =^^' 


"  »/[(!  -n)  (I  -i^*)  -  21»  (I  -«)]  ' 

pour  l'intégrer  il  faut  distinguer  trois  différens  cas,  selon  qu'on  aura  n  ^  i , 


71  :=  I ,  ou  /}  ^  I . 


Soit  i*".  n  •<  I  ,  ce  qui  comprend  le  cas  où  n  serait  négatif,  on  fera 
=:.m' ,  et  on  aura 

Soit  z— m'  =  (i  •^— m')  cos  fl,  on  aura  rfpi/(ï  — »)  =idBy  et  par  conséquent 
^  |/(  f  —  n)  =  6 ,  parce  que  fl  et  ^  s'évanouissent  tous  deux  à  l'origine  du 
mouvement  où  z  =s  i . 

L'équation  z  —  m'  =  (i  — w')  cos6 ,  ou m'  =  (i  — •  m')  cos 6,  entre 

le  rayon  vecteur  r  et  un  angle  8  que  ce  rayon  est  supposé  &ire  avec  le  rayon 
primitif  a ,  appartient  à  une  section  conique  en  général ,  et  à  l'ellipse  en 
particulier,  si  on  a  m'  ^  {-.  Ce  cas  est  le  seul  que  nous  considérons. 

Au  moyen  de  l'ellipse  construite  d'après  l'angle  subsidiaire  0 ,  on  pourra 
construire  la  vraie  trajectoire  cherchée ,  puisque  r  étant  le  même  de  part  et 

d'autre,  il  suffira  de  prendre  l'anomalie  ç  =:    ..  ^^  y 

On  peut  aussi  déterminer  directement  l'orbite  par  l'équation  -  —  m^  = 
(i  —m')  cos  [(pl/(i  — n)]  ;  et  on  voit  que  depuis  l'apside  primitive  rzszay 

m 

jusqu'à  l'apside  suivante  r  s=  — 73—,  l'angle  ^  paitïouru  par  le  rayon  vec- 
leur  sera  777—3—%;  tandis  que  dans  l'orbite  simplement  elliptique  cet  angle 

T.  I.  7a 
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619.  Soit  2*».  n  =3  I ,  on  aura  d^  =  (am)    • .  ^^^_jr  ;   et  en  intégrant 

(p  =     ^      .  V^(^""  0 ,  ou  z  =  I  +  ï  /?i(p*  =  p.  De  là  il  suit  que  r  va 

toujours  en  diminuant  et  devient  nul  lorsque  ^=  00 ,  c'est-à-dire  que  le  corps 
décrit  une  spirale  autour  du  centre  des  forces ,  et  finit  par  tomber  au  cen- 
tre même  après  une  infinité  de  révolutions.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'à 
cause  de  l'accélération  du  mouTtnient ,  leie^ps  Àe  la  chute  doit  être  une 
quantité  finie. 
£n  etkt  l'équation  Ji  =:  -^  xlonne 

d'où  résulte  l'eipression  An  temps  ' 

et  lorsque  ip  ss  oo  on  a  t  =  <^  .  77^^- 

620.  Soit  3"*.  »  >  I  et  — — -  =  mi' ,  on  aura  l'équation 

et  son  jsLégcale ,  4a  faîsaoi.^  ?=  i  «f-  x*^  seita 

Dans  ce  cas  le  corps  décrit  encore  une  spirale  autour  du  centre  des  forces, 
et  il  y  .parvient ,  après  une  infinité  de  révolutions,  dans  un  temps  fini  qu'il 
est  facile  de  déterminer  par  l'intégrale 

aa  /^  dx 

prise  depuis  a:  =:  o  jusqu'à  or  =  oo  . 

Bemarque  gémérale^ 

621.  G)nnai6sant  rorbîïe  décrite  en  vertu  de  la  force  ceulvale  R  et  de 
kl  -vitefse  înîtnle  ¥  ilîrigét  yerpendicolairemcnl  «u  myon  f ecl«ar  a ,  on 

peut  déterminer  généralement  l'orbite  décrite  en  vertu  de  la  force  centrale 

C 
R'  =  R  4"  p?  et  d'une  vitesse  initiale  quelconque  V,  pourvu  que  la  quan- 
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titë  «•V*  — C  soit  positive,  ou  que  la  force  centrifuge  initiale — ,  soit  plus 

grande  que  la  force  ceabrale  -3. 

C 

En  effet  si  on  fait  V*  =  V*  —  ^  >  ^^  première  orbite  sera  déterminée 

par  l'équation 


adr" 


d(p 


et  la  seconde  par  Pëquation 


v/('-r'-f-"^^)' 


adr 


-v/  d¥^ 


Ainsi  pour  une  même  valeur  de  r  on  aura  ^  dp'  =s  dp ,  ou  en  intégrant 

y/ 

9'  =  *^  (p^  c'est-à-dire  que  les  amplitudes  (p'  et  f^  seront  entre  elles  dans  le 
même  lapport  que  ka  vitesses  initiales  S'  et  Y. 

6aa.  Il  ne  feudrait  pas  condùre  de  \k  que  la  seconde  orbite  n'est 
autre  chose  que  la  première  k  laquelle  on  (fonneraât  un  mourement  deroia^ 
tion  uniforme  autour  du  centre  des  forces,  pendant  que  le  corps  s'y  meut; 
car,  quoique  ce  meuvement  pourraôife  être  supposé  tel  ^ue  les^  é&mt'  eorps 
coïncidassent  dans  les  apsides  de  leurs  orbites,  îk  ne  coïneideFaienFt  ps» 
dans  les  points  intermédiaires^  parce  que  l'angle  p  ne  croît  pas  en  général 
proportionnellement  au  temps. 

On  ne  doit  donc  considérer  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir,  que 

comme  une  propriété  géométrique  qui  permet  de  coustruîre  l'une  des  deux 

^orbites  par  le  moyen  de  l'autre,  en  observant  que  les  amplitudes  p'  et  p 

q.ui  répondent  à  un  même  rayon  sont  comme  les  vitesses  initiales  Y'  et  Y. 

D'ailleurs  l'égalité  dés  rapports  =^ ,  ^ ,  prouve  que  les  temps  t  eX  ^  sont 

égaux,  c'est-à-dire  que  les  deux  corps  employeront  des  temps  égaux  pour 
parvenir  à  des  distances  égales  du  centre  des  forces. 

6a3.  Dans  l'exemple  lY  nous  avons  résolu  généralement  le  problème  pour 

la  force  R  =  -2 -f*^^;  au  moyen  de  la  remarque  précédente  la  solution 

A  C 

peut  être  étendue  au  cas  où  l'on  a  R  =  —  -f-  Br  -f-  3.  C'est  la  forme  la  plus 
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générale  qui  permette  de  résoudre  la  question  par  les  fonctions  elliptiques , 
tant  qu'on  admet  le  terme  Br  dans  l'expression  de  cette  force;  mais  en  n'ad- 
mettant  pas  ce  terme,  on  peut  parvenir  à  des  solutions  encore  plus  générales^ 
ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant. 

Exacte  VI.  |l=,^+2-|-£+î;. 
6»4.  Alcr.  on  .  /iUi.=A(i-l)  +  |(i-i)+f  Q-;^)  + 

D  /  1  i\    «^..      __a       B    ,  A         aC 

---j=^y-— ^-c==/>,  on  aura,  en  supposant  i  — A  positif,  l'équation 

La  quantité  sous  le  radical  étant  représentée  par  (i  — z)  P,  nous  suppose- 
rons le  polynôme  du  troisième  degré  P=s  (a  — «t)P',  P'  étant  un  poly- 
nôme du  second  degré  qui  ne  doit  pas  changer  jàe  signe  depuis  z  =  i  jus- 
qu'à zssa.  En  effet,  si  une  pareille  décomposition  du  polynôme  P  n'avait 
pas  lieu,  l'orbite  du  corps  devrait  ou  s'étendre  à  Finfini,  ou  passer  par 
le  centre  ;  deux  cas  dont  nous  faisons  ordinairement  abstraction. 

La  quantité  sous  le  radical  étant  dooc  de  la  forme  (i  -— z)(z— a)!^,  nous 
ferons  z  =ss  cos*  Np  -4*  ^  sin*  4 ,  et  nous  aurons 

Maintenant  la  quantité  P',  qui  est  un  polynôme  du  second  degré  en  z,  ne 
devant  pas  se  réduire  à  zéro  dans  tout  l'intervalle  de  z=i  à  z==a,  cette 
quantité  aura  ses  deux  facteurs  imaginaires,  ou  bien  elle  aura  deux  facteurs 
réels  de  la  forme  L(cos*«4/-f-C'sin*4);  car  elle  n'en  peut' pas  avoir  de  la 

forme  L  (cos*4  — 6*sin*  •>{/) ,  puisqu'elle  s'évanouirait  en  faisant  tang  4/  =  ^, 

et  qu'ainsi  on  aurait  pour  cos*4'4-asin*4  «ne  valeur  comprise  entre  i  et  «. 
II  n'y  a  donc  que  deux  cas  à  examiner  selon  qu'on  a 

P'  =L  (cos^ 4  +  2^  cosX  cos*  4  sin*4  +  ^* *i'**4 );  ^^ 
P'  ==  L  (cos*  4  +  €•  sin*  4  )  (  cos*  4  +  >■  sin*  4). 


I 
I 

I 
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Premier  cas.  P'  :=  L( cos^  4  "f"  ^^  ^^^^ cos^4/  siû* 4  +  ^*  sin^^). 
6^5.  On  aura  alors  à  intégrer  l'équation 

Pour  cela  soit  tang  4  =  ^  ^i^g  ^  >  ensuite  I^zsr-zj  et  c  =  sin  7  A ,  on  aura 

—  I  dm 

et  en  inlégrant 

Cette  équation  jointe  à  la  valeur  de  z  exprimée  en  ûi,  savoir  : 

détermine  entièrement  Forbite/ 

Si  on  appelle  ^^  Fangle  que  le  rayon  vecteur  doit  parcourir  pour  passer 

de  l'apside  r  =  a  à  l'apside  r  =  - ,  on  fera  û>  :=^,  ce  qui  donnera 


^. 


a 

aPc 


-»/[a(i-A)j 

Au  moyen  de  cette  valeur ,  on  peut  prolonger  Torbite  indéfiniment ,  car  le 
rayon  vecteur  r  qui  répond  à  l'amplitude  ^  ^  ç. ,  répondra  successivement 
aux  amplitudes  atp,  —  ^ ,  atpi  +  ç ,  4?|  —  ^ ,  4^1  +  ^  >  etc. ,  et  en  gé- 
néral à  Famplitude  an^i  dbp^  n  étant  un  entier  quelconque. 

Pour  trouver  l'expression  du  temps  ^  on   aura  la  formule  à  intégrer 
Ydt      dp 


—  ,ou 


i-^hy^    /   cos«|#  +  i^8in4#    Y  dit 

V/(f L)     '  Vcos* i  m+mk"  sin*  i  */   1/(1  —  c^ sin» m )* 


Vflf^ (I— A)-ï    ^   co8«|#  +  it*8in»i#    y 


Mais  comme  les  calculs  nécessaires  pour  cette  int^ratîon  ont  été  dévelop- 
pés dans  d'autres  occasions,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 

Second  cas.  P'  =  L  (cos*  4  +  ^*  si*^*  4)  (^^^*  4  "f"  >*  ^^^*  4)- 

* 

626.  Alors  on  aura  à  int^er  Féquation 
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soit  €  U  pJUts  pedU  des  deux  quantités.  ^,  y ,  et  s^  tang  4  ^^  *"^^g  ^9 

c*=  I  — —  ,  on  aura 

et  par  conséquent 

Ainsi  l'angle  ^  se  détermiiie  encore  très  simplement  par  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  or),  et  le  tayon  vecteur  correspondant  r  par  l'équation 

-  =  cos*  4  +  *  sîn*  4  =  ^  ^^  r  \  *  ^"t  ^  ;  l'orbite  est  donc  entièrement 
T  '  '  y*  C08*  # -4- sin*  i^  '  ^ 

connue  et  déterminée ,  puisque  le  secteur  compris  d'une  apside  à  la  sui- 
vante ,  se  répète  à  l'infini  dans  des  positions  ahematives. 

627,  Pour  avoir  Texpressiou  du  temps*,  il  &udra  intégrer  la  formule 


Soit  Z  =  r^  .  —,  si  l'on  fait  v  =^—  i  >    '>=<^?  et  i  +  •'sin*  ^s=:D, 

on  aura  -=    '^^^  (^  *^Dy  >  ^*  P^^  conséquent 

^=(^")"/o+ï+ê)z- 

Mais  par  une  réduction  connue  on  a 

et /^s=n  (i^,  c,  â»).  Donc  la  valeur  de  Z  s'exprimera  par  les  fonctions 
F  (c,  ûi),  E  {c,  a) ,  n  (y,  c,  a») ,  et  alors  on  aura 

//(,-.  A)  =  ^-^.Z. 

6a8.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui,  où  l'on  aiirak  a  &=  ^*,  oi»<|ai  donne 
ysso,  et-=i  •+•  (i"*^J  sin'  a»  j  alors  l'int^ale  Z  s=s  f^  .  —  se  dé- 
veloppe ainsi 
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D'ailleurs  on  a 

fùk^dc»  =siy  c*A  sin û>  cos â» -f- y  (2  —  c*)E(^,a>)— j  ^■F(c,  û>); 

y  ajnsi  dans  ce  cas  l'intégrale  Z  et  par  conséquent  l'expression  du  temps  ne 
dépend  que  des  fonctions  At  première  et  de  aeooode  Mpèoe. 

629.  Appliquons  les  nombres  aux  résultats  généraux  du  second  cas.  Soit 
'^m  =  |,/i=  \^  pz=z\y  la  quantité  sous  le  radical  étant  représentée  par 
(i  —  a)  P ,  ou  aura  P  s=  ^  (  —  1  +  5js  —  3z*  -^^ «^),  et  ^a  déoomfK)69iiit  ce 
polynôme  en  ses  facteurs ,  on  trouve 

P=i(a  — o.o6g$44)  (i.  137608  — «)  (4.107252+2). 

On  devra  éonc  faire  ce  t=s  o.o6gf644  ?  et  le  rayon  vecteur  dont  la  valeur 

à  l'origine  du  mouvement  est  r  =  â ,  croîtra  jusqu'à  la  valeur  r  =  -  = 

a  (14  «35873),  laquelle  aura  lieu  dans  l'apside  supérieure. 

La  substitution  z  =  cos*  4  +  ^  siu*  4  étant  faite  dans  les  deux  au- 
tres facteurs  de  P,  la  quantité  désignée  par  P'  =  L  (co8*4  "4"^*  sia*^) 
(cos*4/-f-- ^*sin*4}9  ^^^  déterminée  par  les  valeurs  logarithmiques  de 
ses  coefficiens,  comme  il  suit: 

L=  (8.9522623),     ^•  =  (9.9144^1 0>    >■  =  (0.8899130). 

De  la  résulte  b*  =  —  =(9.0245081),  i=(9.5i2254o)=cos(7i*  1'  i9"74)> 

c  =  sin  (7 1*  i'  19"  74)  =  (9-9757278).  Cela  po^é  l'angle  ^,  parcouru  depuis 
l'apside  inférieure,  jusqu'à  Fapside  supérieure,  se  détermine,  en  supposant 

^  =  o  ou  B  =  o,  par  l'équation  ^,  =  — ^r  F'c ,  d'où  l'on  tire  ^j  = 

350^.67864.  Ainsi  le  rayon  vecteur  fera  plus  de  35d%  c'-est-à-dire ,  presque 
une  révolution  entière ,  pour  parvenir  de  l'apside  inférieure  r  =  a ,  à  l'ap- 
side supérieure  r  =  û  (  1 4  •  55873). 

Les  deux  cas  généraux  que  nous  venons  de  développer  supposent  Ta  quan- 
tité I  -^  h  positive  ]  si  elle  était  nulle  ou  négative  la  solution  dépendrait 
toujours  des  mêmes  méthodes,  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Exemple  III.  Des  orbites  très  peu  différentes  du  cercle. 

63o.  Il  convient  d'examiiier  particulièTOiBent  le  cas  où  la  vitesse  initiale 
est  telle  que  pour  une  force  donnée  R^  fonction  de  la  distance  r,  l'^bîte  dé- 
crite est  très  peu  différente  du  cercle. 

Soit  r  =  a(i  -f- j?),  or  étant  une  quantité  que  nous  regarderons  comme 
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aV 


très  petite,  on  aura  R  =  A  rf- A^'iï^ + A" . h  etc. ,  A,  A%  A"  étant  ce 

que  deviennent  R,  -^ ,  -^  ,  etc. ,  lorsqu'on  feit  r  :=  a.  Cette  valeur  dé  R 
donne  f^dr=ifKadx  =  Aox  -|-  A'. -f-  ^'^ '"3  "^  ^^^'  î    s^^tuant 

Aa 

cette  valeur  dans  Féquation  de  Forbite  et  faisant  pour  abréger  -^  =  m , 

M^  AV 

vr  =  »>  -V^=;'>  on  aura 

ju ±A;(i  +  ^)** ^ 

«V—  i/[(2-.2ii»)*-(3  +  i»)**+(4-.^/,)*'— etc.]* 

La  quantité  sous  le  radical  devant  être  positive,  on  voit  que  or,  dont  la  va- 
leur, primitive. est  nulle  et  qui  d,oit  toujours  rester  très  petite,  sera  de  même 
signe  que  1^-/71;  d'ailleurs  i  — >  /71  lui-même  doit  être  une  quantité  très  pe- 
tite du  même  ordre  que  le  maximum  de  or;  en  effet,  pour  que  l'orbite  dé- 
crite soit  très  peu  différente  du  cercle ,  il  faut  que  la  force  centrale  A  diffère 

très  peu  de  la  force  centrifuge  — ,  et  qu'ainsi  le  rapport  de  ces  deux  forces 

exprimé  par  m  soit  très  peu  différent  de  l'unité. 

63 1.  Soit  donc  i  •— 1»=:  û>,  cù  étant  une  quantité  très  petite ,  podtive  ou 
négative,  et  soit  a:  =  £g7',  on  aura  sans  ambiguité,  j^  étant  toujours  po- 
sitive : 

jjg. <^y  i^  +  ^y^ : 

Supposons  que  la  série  sous  le  radical  ait  pour  facteur  k^^jr ,  k  étant  dé- 
terminé par  l'équation 

a  s=  (3  •+•  n)  A  —  (4  —  f  ;i)  û>  A:*  4-  etc. 
Cette  série  deviendra  ( fy  — 7'  )  (3  -f-  n  —  (4 — i />)»  (A:  -f-j^)  4-  etc.) ,  donc 

dd^—, ± ('  +»yr^ 

^       Vih-r)  •  l/[3+^~(4-^p)-^(it+J^)  +  etcJ 
Si  on  développe  cette  quantité  en  rejettant  les  termes  de  l'ordre  i»*,  et 
qu'on  fasse  pour  abréger  y=    -  .J  " ,  on  aura 

^~|/(*r-J^)\         1/(3+»)         / 
Soit^=3:*sin'|4/s=  j*  (i — cos4))  on  aura 
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et  eo  intégrant 

Lorsque  le  corps  est  parvenu  à  sa  seconde  apside,  on  a^  =  A:,  :r  =  6.;^:, 
«>|.  =  ^  ;  et  par  conséquent 

résultat  où  il  faut  substituer  la  valeur  de  k  qui  se  déduit  de  l'équation 
a  =  (3  +  '») A:— (4— i^)  «A:*>  savoir  A:  =  ^  ,     .^  ,  ou  simplement 

A:=  â-T— ,  puisqu'on  rejette  dans  la  formule  les  termes  de  l'ordre  îw*. 

11  serait  facile  au  reste  de  déduire  delà  même  analyse  la  valeur  de  <p,  en 
poussant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  cû*  ou  d'un  ordre 
plus  élevé. 

63^.  Si  on  veut  avoir  l'expression  du  temps,  il  faudra  intégrer  la  for- 
mule dt=::^  d^  (1  +  xY ,  ou  en  prenant  pour  unité  le  temps  que  le  corps 
employerait  à  parcourir  le  rayon  a  avec  la  vitesse  initiale  Y , 

Soit  toujours^  =  A:  sin*  î  %(/,  on  aum 

et  par  conséquent 

'~    1/(3+»)  7FR       ^' 

Soit  t,  le  temps  employé  à  parvenir  de  l'apside  r  ^  a  k  l'apside  suivante 
r SES  0  (t  4-  k»),  on  aura 

'""     1/(3 +  «)    ~i/Ç3+»-**(6-i/.)r 

633.  Soit  par  exemple  R  =  —  f  1  -f-  "T^t)?  ^  ^tant  une  quantité  très  pe- 
tite de  l'ordre  o»  ;  on  aura 

;,  =  ^.[64-r(r-i)€3î 
T.  I.  73 
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et  parce  que  m=:  i  — -  â»^  on  tire  de  ces  valeurs,  en  omettant  les  termes  du 
second  ordre» 

p  =  6— 6û!>  — 6ê+ r  (v— i)  C 
Substituant  les  valeurs  de  »  et  ^  dans  la  formule  qui  don'ne  tPt  y  on  devra 
aire  en  même  temps  A:  s=:  ^r\ —  =35  et  on  aura 

M 

Le  oas  de^  ssz  o  qui  est  oelui  de  Rss-j,  donné  f.s=?  x,  ce  qtd.a  lieu  en 

effet  dans  le  mouvement  elliptique  où  les  deux  apsides  con&ecutives  sont 
diamétralement  opposées. 

Soit  r  =  I ,  et  €  =  -  5gi^,  on  aura  ^.  =  -pi^ï^  ==  iSo»  4?'  36*, 

ce  qui  est  conforme  a  l'exemple  donné  par  Newton^  P'rinc.  Math.  Lih.  I. 
Prop.  XLF. 

m 

634>  Alors  on  a  fRdr:=sM  log.-,  et  en  faisant  ^  =  i?f ,  -  =  z,  l'é- 
quation différentieUë  de  l*orbite  sera^ 


Jm  quantité  soùâ  le  ndlteal  s'ëiranoiét  lorsque  2  su  4  soppoooi»  qu'eHe  s'c^ 
vanouisse  encore  lorsque  z^=z  a,  a  étant  une  racinrde  l'équalion 

on  trouvera  que'  cette  racine  est.toujours  réelle  y  et  que  i  —  a  est  de  même 
-«gné  qu6  if^^^m, 

£n  effet  soit  m  <  i ,  si  on  fait  ce  =  1  —  ùfy  ùê  étant  upf  ^fUfiaiiiîi  pOpîtîve 
infiniment  petite ,  le  second  mejabre  de  l'équation  précédente  sera  ^al  k 
:iû>  (  1  — r  m) ,  quantité  positive,  èi  on  Ëiit  ensuite  a  =:  tf ,  le  second  mem- 

bre  deviendra  —  2mlog^\  ^ûantîlé  nfinjative  infinie.  Donc  il  y  a  une  va- 
Jeur  réelle  de  a  Qorti^tiw^^m^  t  et  séro.  -: 

^- .  .... 


I 
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On  défDontrera  seniblablemeiit  que  si  on  a  jn  >  1 ,  il  j  aura  une  valeur 
réelle  de  a  comprise  entre  1  et  7, 

Si  on  a  i7t=  I,  il  faudra  qu'on  ait  aussi  iss=t  i  ^  car  en  faisant  2sri  dbm^ 
€0  étant  infiniment  petit ,  la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à  —  ao»*. 
On  a  donc  eu  =  o  ^  ou  2cs:i,  de  sorte  que  rorbite  sera  un  cercle 
comme  l'indique  d'ailleurs  l'égalité  qui  a  lieu  entre  la  force  centrifuge  ini- 

tiale  —  et  la  force  centrale  —  • 

a  a 

635.  Puisque  ^  a  pour  limites  2  s=s  i^zszcty  soitzsscos'^^H^âsin'^i 
on  aura  d'abord ,  en  supposant  ut  <^  1 ,  et  par  conséquent  a  <  i , 

Soit  I  — -  a  =  ^ ,  et  C  sin*4  ^^^Pj  ^^  ^ura  2  =  i  —  p,  eila  quantité  sous 
le  radical  étant  développée  en  série  deviendra 

p  Ta  — a/n  — (i-+-w)/^  — ^;i*  — ^^  —  etcA 

On  aura  donc  par  une  première  réduction  : 

av/C.^oos4 


iip=s 


4/^2  — awi— (i  4.nf)Ciiii*4'—  -7  ^nn*4  —  ^  fl'ain'ijr  —  etc.  j 


La  série  sous  le  radical  est  déjà  convei^enle  puisqu'on  a  f  ^  i  ,  mais  ou 
peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  observant  qu'elle  doit  s'éranouir 
lorsque  sinN^  =:  i ,  et  qu'ainsi  elle  doit  être  divisible  par  i  -—  sîn*  4-  Sup- 
posons que  le  quotient  est  A  •{*  A'  sin*  >)/  +  A'^  siD^'>|/  -|-  etc. ,  on  adrâ 


2/n  i0.    .    ^m 


A  =a  — aOT=(i -|-m)C+ y  5'+ y^^  +  c*^- > 


A'=A  — (i+m)ff=^^  +  ^ff^  +  etc., 
A''s=A'~^ff*=îJ?e^  +  ^ff<  +  etc., 


am  jm^       aj» 


A'»=A''  — -^^=^e<  +  etc., 
etc. 

I 

Ces  cœfficiens  forment,  comme  on  voit,  une  série  de  quantités  positives, 
qui  décroissent  dans  une  raison  dont  la  limite  est  6.  Il  en  résulte  une  ex- 
pression simplifiée  de  dp ,  savoir , 

j^ al/C«<^ 

^ ~  ^/(A+A'•in•1^^-A••iIl♦+  +  A••m•1^+«tc.)• 

73..: 
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636.  La  meilleure  mamère  d'intégrer  cette  formule  serait  de  développer 

la  quantité  (A  +  A' sin^-^/  +  A"  sin* -xj,  +  etc.)**  en  une  série  de  la  forme 
C  4"  ^C  cos  2*^  +  2G'  ces  44  "H  ®^c-  y  ^^^^  l'o"  déduirait 

<p  =  av/e(C4  +  C'sin24+^C"sln444-fC'"sm64  +  etc.). 
Mais  la  difficulté  est  de  trouver  avec  une  exactitude  suffisante  la  valeur 
des  coefficiens  C ,  C,  C",  etc. 

Appelons  P  la  quantité  A  4-  A'  sin*4  +  A''  sin*4  +  c*^*  >  9^^  ^^t  la  va- 
leur développée  de  ^  Tf  ^  i  ^^a?f"">  en  y  faisant z=  i  — -  S  'sin'4;  on  aura 
en  général  ' 

f9rC  =  /P»^4,  iTrC'^/P^^^cosa^,  ^ttC"  =/P*i?4cos44,  etc., 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  4  ==  o  jusqu'à  4  =  î  ^• 

On  peut  donc  trouver  par  les  quadratures  les  valeurs  des  coefficiens  C , 
C,  G' y  etc.;  mais  le  calcul  de  ces  coefficiens  deviendrait  extrêmement  pé- 
nible ,  si  on  voulait  prolonger  la  suite  assez  loin  pour  qu'elle  pût  donner  la 
valeur  de  ^exacte  jusqu'à  dix  décimales.  Nous  donnerons  bientôt  un  moyen 
plus  facile  de  parvenir  à  ce  degré  d'approximation.  Examinons  auparavant 
quelques  cas  susceptibles  d'une  solution  assez  simple. 

637.  Supposons  l'angle  4  cessez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  le  troi- 
sième terme  et  les  suivans  dans  la  suite  2  —  2m  —  (  i  +  /w)  S  sin*  4 

—  ^  €*  sin*4  "~  ®'^-  î  s^  on  fait  Ç*  f  ^j  sin  4  =  sin  8 ,  on  aura  alors 

«?  =  l'yr     — 5^  î  ce  qux  donne  ç  =  777-^ — ;r. 

Cette  valeur  très  simple  sera  en  même  temps  très  approchée  ,  si  le  troi- 
sième terme  de  la  série  précédente  est  négligeable.  On  pourra  aussi  tenir 
compte  de  ce  terme  et  ne  négliger  par  conséquent  que  les  termes  de  l'ordre 

sin«  4 ,  en  faisant  d(p  =       "^  ^^    (i  + 1  .  T^V^^  8*) ,  ce  qui  donne  en 

intégrant  .p  =  :^^^t^  («  +  75  •  j^^  ô*)- 

Soit,  par  exemple,  m=^et  0  =  5** ,  on  trouvera  «=0.45076  365aoi7, 
0  =  4* .53730  449165.  Réduisant  cette  valeur  en  parties  du  rayon,  on  aura 
le  premier  terme .  • . 

ô/(j-^.)  =  fl  •1=0.12931  82033  37 

Correction  due  au  second  terme       +  753  45 

Valeur  corrigée  ^  =  0.12931  82776  82. 


SECTION  IV.  58i 

Cette  mètne  valeur  tirée  d'une  table  que  nous  donnerons-  ci-  après  y  est 
9=  0.12931  82780;  la  différence  n'est  donc  que  d'environ  trois  unités 
décimales  du  1  o***  ordre. 

638.  La  formule  précédente  ne  peut  s'appliquer  qu'à  des  valeurs  assez 
petites  de  l'auxiliaire  %!/  ^  mais  on  peut  toujours  trouver  deux  limites  entre 
lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de^^  quel  que  soit  l'angle' •sl/^;* 

.  En.  effet  si  dans  la  série  A  -+-  A'  sin'  4^  -f^  A!.'  sin^.'vl.  +  etc. ,  on  négUge 
tous  les  termes  qui  suivent  le  troisième ,  il  est  évident  que  comme  ces  ter- 
mes sont  toujours  positi&,  on  aura 

(p  <  a  ï/bj  ^/(A4.A'sin«4'+A'8m4  4.)" 

Si  au  contraire  on  met  le  seul  terme  N  sin^  4  &u  lîeu  de  la  suite 

sîn^  4  (A'  +  A"'  sin*  ^  +  A'^  sin^  4  +  etc.),  en  prenant  N  •=  A''+  A'"  + 
A*^  +  etc. ,  il  est  visible  qu'on  aura  toujours 

Reste  donc  à  trouver  l'expression  de  ces  deux  intégrales. 

Pour  cet  effet  soit  tang4  =^  lang  ~  e» ,  ensuite  là  ^^tXaTjTP  >  ^=sin  ô, 


COS2 


Donc(p<^F(c,û^). 

Soit  pareillement  tang  4  =  ^  tang  ^  à/ ,  ensuite  k^  =  ■  /  , 

c^  =  sin  fl' ,  cos  !A'  =  k^  Q^^^)y  ^«  ^^^^  ^  >  TTï  ^(0',  <»').  Telles  sont 

donc  les  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouvera  toujours  la  valeur  de  (p  : 
ces  deux  limites  seront  fort  rapprochées  lorsque  4  sera  très  petit  y  mais  elles 
s'élcNgneront  l'une  de  l'autre  d'autant  plus  que  4  s'approchera  plus  de  7^. 

Si  l'on  fait  4  =  7^,  ce  qui  donne  &>  =  c»'  =  9r ,  on  aura  les  limites  de 
^. ,  savoir , 

689.  Soit  comme  ci-dessus  m  =  7,  la  résolution  de  l'équation  o  :s  i  «— a* 
log  a,  donnera 


y 
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c«Œo,45o76  365ao  ï7=3[9.65394  88888  18], 
ffsso •54933  63479  83  =  [9.73975  92707  46), 

A=i, 

A'  530.17614  5478a  a5, 

A"  ss  0.07559  19560  43, 

A  +  A'+A"=  1. 25173  74340  68. 

On  a  d'ailleurs  A  4*  A'  4-  fï  =5  (  ce'qne  devient  la  quantité • 

^-;;;j-. ^^ — «.-^  lorsquc z  =  fit )  =  —  —  aot  =  1.31693  oi858. 

De  là  résultent  les  valeurs  suivantes  : 

*  =[9-97563  1689g],  W  =t9.97oio  931 19], 

cos  2O  =  [9.98790  iSogS] ,  cos  afl'  =  (^.97687  6553a], 

a8  =  i3»a7'4i"74,  afl' :5s  i8«  3i'53  5o, 

Ô=  6».73o8,  fl'=   9». 265764, 

F'c  =  [0.1976204],  FV=  [0,19896716], 

^,<  2.2087763,^  (p, >  a . 1 87691 7. 

La  vraie  valeur  qu'on  trouvera  ci-après  est  Ç).  =  2. 1931557  ;  ainsi  la  se- 
conde limite  est  environ  trois  fois  plus  près  que  la  première  de  la  valeur 
e:&acte. 

Canstruction  ^une  tablé  des  intégrales  ^  et  t^  sehn  la  méthode  des 

ordonnées  moyennes. 

64o.  On  a  vu  qiji'en  faisant  p  s=s€  sin*  •>!/ ,  s  =  i  — f /?;  lei  intëgraloi  f 
et  t  sont  exprimées  par  les  formules  ; 

où  Pon  a  II  S2:  — > '^-^ — LL  f  et  où  il  fiiat  observer  mie  Je 

facteur  ^  a  été  omis  dans  la  valeur  de  t ,  ce  qui  suppose  qu'on  prend  pour 

unité  le  temps  que  le  corps  mettrait  à  parcourir  la  distance  a  avec  la  vitesse 
initiale  V.  .''.,' 

Pfouaaoua  f)ropo8(>na  maintenant  :de  construire  une  table  de  ces  deux 
intégrales ,  suivant  la  méthode  des  ordonnées  moyennes ,  pour  le  cas  de 
ut  s=  7  qui  a  déjà  fourni  quelques  applications.  Cette  table  devra  donner 
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les  intégrales  ^  et  < ,  calculées  à  dix  décimales ,  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  4,  de  degré  en  degré ,  depuis  4  =  o®  jusqu'à  ^  «=  90^. 

641-  Pour  cela  il  faudra  calculer  jusfju'à  onze  décimales,  les  auxiliaires 
P  et  Q  par  lès  formules 

OÙ  A:  =  2{/€ .  -^  =  [8.41278  6998628],  en  donnant  à  4  les  valeurs  suc- 
cessives qui  conviennent  aux  ordonnées  moyennes ,   savoir  ,  o*  j ,  1*  î  > 

a'i, 89*^ 

Chaque  valeur  de  P  qui  répond  à  %!/  =  n^  ^  devra  être  inscrite  sur  la  li- 
gne de  4  =  ^^  >  di^si  la  colonne  des  4  depuis  4  ~  ^^  jusqu'à  4  =  89*  9 
sera  accompagnée  de  la  colonne  des  P,  et  par  celle-ci  on  formera  les  co- 
lonnes des  diflférences  premières^  secondes^  troisièmes  et  quatrièmes  deP; 
ensuite  pour  avoir  chaque  diBerence  J'ip  correspondante  à  une  valeur  don- 
née de  4>  ^^  appliquera  la  formule  démontrée  dans  le  tom.  II, 


'»^^=p+à('^*^-^'^^)' 


laquelle  comprend  les  trois  premiers  termes  d'une  suite  dont  on  pourra  tou* 
jours  négliger  les  termes  ultérieurs. 

On  calculera  de  même  la  différence  St  au  moyen  de  l'auxiliaire  Q  et 
de  ses  dificrences  successives. 

On  obtient  /•P  qui  appartient  à  la  Bgne  de  4  =  —  1*^  en  répétant  sur 
cette  ligne  la  valeur  de  P  qui  répond  à  4  ==  o,  car  la  valeur  de  P  est  la 
même  pour  4  =  —  o*  ?  <pie  pour  4  =  +  o*  î*  On  obtiendrait  de  même 
/*P^,  si  oeh  ëtait  aéoeseaire,  en  inscrivant  snr  la  Jjgne  die  4^="**  3*^9 
la  même  valeur  de  P  qui  est  placée  sur  la  ligne  de  4=  i^* 

On  observera  d'ailleurs  les  préceptes  que  nous  avons  donnés  dans  l'ex- 
position de  la  méthode ,  pour  déduire  des  formules  les  résultats  les  plus 
exacts  qu'elles  comportent,  c'est-à-dire,  pour  avoir  dans  notre  exemple  les 
valeurs  de  ^  etde  t  exactes,  autant  qu'il  est  possible,  jusque  dans  la  dixième 
décimale. 

64^.  Nous  joignons  ici ,  pour  servir  d'exemple  dans  des  calculs  analc^ues, 
les  valeurs  des  auxiliaires  P  et  Q,  en  omettant  les  colonnes  des  différences 
qui  sont  faciles  à  suppléer.  Ces  auxiliaires  ont  été  calculées  en  général  par 
les  formules  que  nous  avons  rapportées.  Mais  on  a  simplifié  le  calcul  de  P 
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•  *  »  #  ,  •  . 

pour  les  petites  valeurs  de  4/,  en  mettant  dans  son  dénominateur  la  valeur 
développée  de  log  (i  — />). 

D'après  ces  auxiliaires  et  leurs  différences,  on  a  construit  la  table  des 
valeurs  de  (f  et  t ,  qui  sert  à  résoudre  le  problème  proposé  dans  le  cas  de 
mz=:j.  Elle  donne  pour  'n[.=7  ^  les  fonctions  complètes 

^,  =  a.  1931556879  ==i25**65856  47317,    /»a=5.ii846  i4i95; 

cette  dernière  valeur  suppose ,  comme  nous  l'avons  dit ,  ^  pour  l'unité  du 

temps.  Voici  maintenant  deux  exemples  qui  feront  connaître  l'usage  de 
cette  table.    . 

Soit  1°.  ^1/=  ioocirc.  +  ai5*=  36ai5*,  il  faudra  donner  à  «s}/ la  forme 
%}/  =  71. 180®  ±  4 ,72  étant  un  nombre  entier  et  4'  un  reste  <  5  -tt  :  on  aura 
ainsi  /i  =f  201 ,  et  rb  %[/'  ==  35*.  Au  moyen  de  la  valeur  4'  =  35®,  on  trouve 
immédiatement  dans  la  table  ^'  s=  0.89562  47687  et  /'=  i  .03083  73479; 
donc  l'anomalie  (p  =  2n(p^  +  (p'  =  883.544^1  i3o45,  et  le  temps  t  = 
2/ï^  +  ^'  =  2o58. 65252  79869.  La  valeur  de  <p  réduite  en  degrés  com- 
pi^nd  1 40  circoiiférences  plus  un  reste  de  i66*.o5854  1447^5  c'est  ce  der- 
nier angle  qui  donne  la  direction  du  rayon  vecteur  dont  la  valeur  se  tire 

de  l'équation  -  s=  i  —  f  sin*  35^.  On  a  donc  le  lieu  du  corps  et  le  temps 

du  mouvement  qui  répondent  à  la  valeur  donnée  de  >{/. 

Soit 2*». ^=1 000= 2/1^;!:^, on  aura  2/1=  196,  ±^'=— 3.2184382220. 
La  valeur  de  4  qui  répond  à  cette  valeur  de  t' ,  se  trouve  par  l'interpola- 
tion 4'=  71*  63555  64816.  De  là  ^' s=  1. 7761 7  87 109,  et  ^£=  1969,  — 9' 
=i ^28.08233  61 175  =68  cire.  +  47*3iii4  36220.  Le  reste  47*  3i  etc. 
fait  connaître  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  la  valeur  de  ce  rayon  se 

déduira  de  l'équation  -<-  ssi  *—  C  sin*  4S  ^  m^^  achève  de  déterminer  le 

lieu  du  corps  pour  l'instant  donné. 
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i 


4i 
T[ 

« 

9i 

12  i 

'31 

'4i 

'9f 

UT 

24  i 

26  J 
aé| 
3o| 


3ii 
33  i 
$5i 


9à 


3  1 
4^ 


o.os$8é  926^77 
0.02586  76707a 
0.O2586  aliooÔ4 
0 .02586  00374? 
0.O2585  53871» 
0,025814  845074 

0.O2584  012913 
o'025S3  042354 
o  .02581  933540 
o. 02680  086640 
0.^2579  3o»65i 


oôièn  779398 

0.02570  I 19534 
0.02574  32252' 
0.02572  3888^4 
0.02570  318687 

o . 02568  II 2557 
0.02565  770910 
0.02563  204276 
o.o256o  to32ûo 
0.02557  938418 

0.02555  o6o556 
0.02552  o5o43o 
0.02548  Q089IO 
0.02545  036948 
0.02542  235591 


o .02530 
0.02535 
o.o253i 
o . 02627 
o . 0262^ 


O.025lQ 

0.025l4 
0.025lO 

o . O25o6 
o.o25oi 


182339 
913888 
528668 
028902 
417.036 


7512 
935668 
903326 
773940 


55i2o4 
239069 

841717 
363653 


; 


0.02588 
0.02691 
0.02696 
0.02603 
0.02611 


0.02620 
0.02632 
0.02645 

o.o2r 


735872 

Il  1227 
127639 


775453 
o3oo24 


0.02811 
0.02840 
0.02872 
0.02906 
0.02940 


0.02978 
o.o3oi8 
o.o3o6o 

o.o3io4 
o.o3i5i 


i253o6 
982110 
635562 
120218 
473627 

^358rr 
960316 

i63233 
423747 
7840/ 


299344 
02792A 

o3iio8 

373282 

121890 


o.o32oo 
0.03262 
o.o33o6 
o.o3363 
0.03423 


347394 

123222 
626760 
634192 

63o5o6 


o . 03486 
o.o3552 
0.03620 
o.o36q2 
0.03707 

o.o384o 
0.03928 
0.04013 
o.oaio2 
0.04196 


299268 

804392 

72i3o4 
871184 


0.04291 
o.oi  392 

o.oi496 
0.04006 


k6g4 


20723 

153768 

347554 


5i4 

52  i 

63  i 

54i 
65  i 


56i 

68i 

591 
00  '2 


61  i 

Gai 
63  i 

65  i 


66^ 

69s 

7P.i 


7»* 


76i 

794 
8o£ 


81  î 
8ai 

83  i 

84  i 

É± 
86^ 

Si 

89i 


O. 

0.02444 
0.02438 

0.02432 

o . 02426 

0.02421 


809628 

184699 

4943«« 

743r- 

9c  ^ 
087820 


o.o2/ir5 

0.02i 
0.02i 

0.02397 

0. 02391 


208467 
3i525é 


0.02386  374867 
0.02370  3987 
0.023731  43^ 

0.02307  4 

o.o236i 


O.02355 
0.02349 
0.02344 
o.o233o 

O. 02332 


729012 
924217 

186043 

622300 

947331 


0.02327 

0.02322 
o .023 16 

6.o23ii 
o.o23o6 


471284 
106726 

862296 
762230 
788007 


0.023oi 

0.02297 

0.O22Q2 
0.02208 
0.02284 


082312 
624124 

6633o3 


Q. 02280 
0.02277 
0.03273 
0.022^0 

O  9O2207 

0.02266 
0.02262 
0.02260 

O. 02268 

0.02267 


062088 
703432 
627683 
835969 
334189 


0.02266 
0.02266 
0.02264 
0.02254 


126981 
218178 
610664 
306448 


o.o47r?  983661 
o.oisai  85340 r 
0.04960  004^3 

o.  06081  498927 
0.05211*  391  ro7 
0.05345  685i6SI 


ô.o6i84  428484 
0.06027  6t23o9 

0.06776  2T892^ 

0.06927  209288 
0.0608$  620677 
0.06244^^3572 
0.06408'  2^0016 
0.06677  030692 
o.of 


0.07104  9466^7 
0.07287  190S82 

0.07472  072297 
0.07666  2i3og7 
0.0784»  x55S28 


o.o8o3B 
0.08229 
0.08420 
0.08011 
o. 08800 


Ô.089B8 
0.09173' 
0.09355 
0.09632 
0.09704 


loi 

;35o38 
06 
3^^5i 
958443: 

66it5Q 
6566 
21621  _ 

£4922 
7005 


0.09870' 
0.10029 
0.10180 
o.io3it3 
0.10454- 


33i526 
234430 
9^2999 

433542 
^668' 


080226 
324088 
229000 
790184 


o.iioo3 

0.11047 
0.11077 
0.11092 


T.  I. 


74 


586 

APPLICATlOîl  A  LA  MÉCANIQUE, 

4 

*. 

Di£  I. 

11. 

■n. 

4 

t. 

DKT.  I. 

n. 

III. 

0" 

I 

2 

3 

î 

0.00000  000002587  20936 
0.02587  20926  35sé  80234 
0.05176  01 160  3591  99109 
0.07768  00269 2556  7»'*3 
0. 10364  783332603  1,866 
0.12967  96198  2611  19553 

80& 
9  64855 

I  6084? 

1  6,8^5] 
1  63169 
1  6472S 

45- 

il 

5i 
53 
53 

'MB 
■.6^53^8200? 

4718  i656o 
4835  o32o6 
fe56  18521 
5o8i  68.22 
52.1  56537 
5345  870,9 

11686646 

12.  i53i5 

.              '5 
.              I2 
1              il 

.6o53éo; 

4  38669 

il 
4306, 

.    ,3855 
,39,3 

6 

l 
9 

10 

0..5579  15750 
0.1830a  00157 
0.20833  1^144 
0.23477  24252 
o.36iâ6  99101 

2620  84407 
2632  13987 

365g  ^484q 
2676  losS 

10  35,19 
18  0931* 

1  66541 
1  68630 

1  76502 

1.85987  ,0046 
1,91762  5o2ii 

..9768989,5. 

i    4219. 
,    383,5 

:      31894. 

,    23o48 
.    112.3 

13 

i3 

■4 

i5 

0.2S8.3  09669 
O.3i5o7  29550 
0.3433;  3S246 
0.36957  06432 
0.39716  26239 

2^35  "ÏS 

19  858i5 

25  35499 
37  2640^ 
39  21644 

33  Ï2i£ 
35  36259 

37  5,77! 

4?  Zoœ 
49  22856 
57   ,1186 

[itt. 
1  86878 

6b 
II 

2.03773  58850 
2.10017  82356 
2.16426  70883 
3.33oo4  30638 
2.29754  09332 

640888526 
63,7  40746 

6749    88704 
6^2$    8322. 

II 

396200 

'Eï58 

3  SiS59 
3  29401 
3  99»1» 

.6 

\l 
"9 

0.42500  Bi5:j5 
0.45312  63358 
o.48i53  666i5 
0.51025  01469 
0.53,31  42592 

2811  8.713 
2841  03357 
2872  24854 
2905  51133 
2940  87382 

2  21339 

61 
62 
63 

i 

2.36679  9*553 
2.43764  99692 
2.51073  29759 
2.5856  4602; 
2.66203  7584<ï 

7105  07139 
7287  30067 

784!  11039 

182     22928 

.88  92.12 

190  23198 

3  64.68 
2  24668 
.  80348 
I  3io86 
■76823 

21 
33 
li 

0.63868  81399 
0.65938  943S5 
0.69033  41609 

29,8  39,56 
3oi8  13369 
3o6o  12856 
3io4  47354 
3i5i  22509 

2  4065, 

2  k°iï 

2  62682 

3  70603 

3  i4oot 
3  23303 
3  32738 
343268 

66 

u 

69 

70 

k 

]i 

2. ,405. 06888 
2.82090  41135 

2.90319  85383 
2.98740  472" 
3.0,351   79949 

8o38  4423, 
8239  ^358 
8430  61829 
8611  32737 
8800  87^0 

191    0002J 

191  .7571^ 
187  66029 

+  i,55o 

2é 

II 
II 

32 

33 
^1 

0.72184  64118 

0.75386  09483 
0.78637  32749 

o.éi943  96598 

0. 85337  7"633 
0.88731  36651 

o.goâoo  i78,8 
i.o3o83  73479 

3200  45365 
3252  23266 
33o6  63849 
3363  75o3S 
3423  65oi8 
3486  43i56 
3552  15449 
3620  935S 
3692  856oi 
3768  00982 

3. 16162  6792c 
3.35.41  31938 

3.5330.  99387 

9704  1734; 

'77  •7^22 

3  48525 

4  333o3 

5  20685 

65  ,3,93 
68  78073 

78  48.19 

3.62906      16730 

987.  03981 

.0179  86636 
.0322  o3o47 
10454  5i436 

i58  86524 
i5o  96131 
i42?ë4ii 
i33  49389 

7  9»393 
»  39720 
9  e7«32 

10  51187 

11  3io8o 

36 

II 
9 

o 

1 .  14626  63o5o 

3846  40101    81  00387 
3928  39488   85  4224 
401 3  8,729    89  03676 
4102  85408   93  74627 
4,95  6oo32    96  54965 

3  5i85      81 
3  61435    82 
3  2oo5i    83 
3  éo338    84 
3  89512'   85 

4.  .376. 53335 
4.34538  03973 
4.35025  3.733 

4.5668^  6832! 

10576  5o638 
10687  '7760 

58  67920 

44  39238 

TêB 

12  o55,4 

14  28682 
1,   61322' 

i4  83392' 
'4  94524 

12 

1.26938  90216 

i.3i23i  o52i3 
1.35623  64687 
1.40120  67019 
1.44736  igoSi 

429=  '4997 
4392  594,4 
4497  02332 
460S  52041 
4718  i656o 

IÔ4  438i 

3  98381    86 

4  o685i    87 
4  14810    8é 

4  22127  80 

22866?P 

4.67626  8954a 

11003  8014, 
,1047  38382 

11077  «aga 
11093  00823 
11093  00832 

SECTION  IV. 


%. 


^ 


Diff.  I. 


o.ooooo  ooooo 
o. 02586  92060 
0.05173  70258 
0.07760  20680 
0.10346  2g486 
0.12931  82780 

o.i55i6  66710 
o.  iSioo  67425 
0.20683  21084 
0.23265  63862 
0.25846  3i95i 


0.28425  61 563 
o.3ioo3  38930 
0.33570  5ooi2 
o.36i53  82000 
0.38726  2o3i5 


.41296  51617 
.43864  623oÔ 
0.46430  38837 
0.48993  67704 
ô.5i5S4  35469 


2586 
2586 
2586 
2586 
2585 
2584 

2584 
2583 
258 1 
258o 
2579 

2574 
2072 
2570 


92069 
78189 
0043 1 

53294 
83930 


00715 
o365q 

a. 

29612 

77^7 
Il  382 

3i688 

383 1 5 

3i3o2 


0.541 12 
0.56667  34262 
0.5921Q  38758 
0.61760  29105 
0.6431 3  92260 


2568 
2565 
2563 
256o 

2557 


??2îf; 


o.ooooo  i5285 
0.69394  85355 

o-7ï9?9  89770 
0.74461  i5q70 

0.70900  5i54i 


.79511  84233 
.O2o3i  01072 
p. 84545  92074 
0.87056  45203 
0.89562  47687 

0.92063  88934 
0.94560  58o53 
0.97052  44372 
0.99539  37520 
1.02021  27448 

1 . 04498  04453 
1.06969  59201 
1.09^35  82752 
1.11896  66582 
1 .14352  02630 


2555 

2552 

2548 
2545 

2542 


10691 
76529 

28867 

67765 

93288 

o55o5 
04496 
00347 
63i55 

23o25 


i388o 
27758 
41634 
555o3 

832i5 

970^ 
io88x 

24689 

38477 

52245 


2 

2  47662 


2538 
2535 
253 1 
2527 

2523 


70070 
04415 
20200 
35571 
32692 


«7739 
00902 

52389 

02424 

41247 


3  01009 

i4»49 

3  27102 

3  401^0 
52955 


3878 
3876 
3869 
386i 
385i 
384i 


3825 
38o8 
3788 
3768 
3740 


3679 

364o 
35g8 
355 1 


<P 


Diff.  I. 


3  65655 
3  78215 
3  90629 

4  '4953 


2466 
2460 
2I55 

^449 


54748 
2355 1 
83835 

36049 
80667 


26837 
385i3 

4  49965 

4  61177 
4  72120 


4  82800 
4  93171 

5  o3220 

5  12923 
5  22257 


5  39710 
5  47786 
5  55382 
5  62470 


:3i4o 
3o43 
2938 
2825 
2700 

nSGo 
24  r  4 
2200 


190 
208 


322 
421 


II 

5o8i 


14352 
16801 
19246 
21684 
241 17 
26544 


02636 
833o3 
oi5oo 
50672 
2^834 
'8599 


28965 

3i38o 

337I 

36] 

38590 


[0981 
3367 

{5746 

50487 


27211 
4658o 
73316 
04763 
39034 
75^8 

12000 
52201 

?55io 
4968 


5284< 
552oi 

5n55i 

022; 


2444 
2438 
2432 
2426 
2421 


80667 
18197 
49152 
74162 
93765 
08612 


II. 


III. 


2il5 
2i0Q 

2403 
2397 
2391 

2385 

23o7 
236i 

Ï35? 


iq3 
267 
3i447 

3ooi4 


37512 

3q64i 
4o3o9 

49458 

59063 


76155 

78457 
80754 

J3o47 
85336 


36426 
8401 5 

t^ 

57764 

37800 
36236 


87620 
89901 
92178 
94452 

>722 


98990 

01255 
o35i8 
05779 
08087 


10295 
i255i 
14806 
17061 
19815 


68887 
70724 
42225 
06167 
90972 

25619 
3956 
62684 
24 


78181 
92696 
18822 
52601 
95145 


2827 
2822 
2816 
2811 
2806 


47589 

II 082 

75880 
79536 


62470 
60025 

nSoio 
00897 
85i53 
89243 

92688 
95280 

92176 
98257 
98502 


3525 1 


2280 
2277 
2278 

22^0 
220'7 


80435 

23Ô74 
66221 
57456 
475^ 

865o7 
24295 


to6oo 

"63685 
45607 
26884 
06080 

84594 


3390 


2656 
1887 
1081 

+  245 
— _63i 

Ï539 


6555'  570 

5§87 
i,5é 
4090 


5oi58 
20705 


90869 
60741 
30419 


656i 
7653 
8765 

9900 
_io49 


12212 
13388 
(4563 

16915 

[8078 
[9228 
20848 
21442 

225o4 


23522 
24498 
25411 
26268 
27060 


^7777 
&o 


80128 
80822 
80419 
80419 


700 

73^ 


886' 
87g 
908! 


945 

975 

1007 


1092 
II 12 

ii85: 


II 
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ERRATA  du  Tome  I. 
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Pag.  /  Lig«         Corvections  et  «dditio&f.       1  Pag.j 


r4irrectiom  ot  oddilioiis. 


s\  .  25 J  r*,  r',  etc. 
I  TQ* 

r    ^ 

i3l      2     B+G»* 


■*i*a 


/A.      i5 


a5 

•39 


/(A  +  B3m» 


8111  ^3Z=  i- 2-  fin  ^ 

y*  —  ru" 


4o 

5i 

54 
56 


i8  I  Tang  J^7j  +  irHif;i— r 

20    |(2+2t»— 3i?Sîli*f)^ 
>22 

3 
»9 


,58     29-^1+!) 

i83l      5  I  A-  r^^, 

184I dern.l  ii+k){bF'c^à¥'b) . 

'    '^  I  31^"" 


m 


V/(i4-**taiig»f) 
la  fonction  complète  FV 
la  fonction  cF(c,ç) 
i3  I  Lfiin^=:9,<j5i7253 

5  G(^)=EC^)— *'F(^) 

6  I  la  transformée 
89!     II  I  8in(2f — fO) 

^i|    24     c«**=:=tang^3-2^34',69 

metUz  F*c  au  lieu  de  Vc 
F'A'=iF'^%  F«^^=iPA-,etc.| 

io8l    22  I  c»,  c**,  <?**»•,  etc. 
I    20  I 

134I      2  I  F(c,rt  =  E(c,^)  =  ip 
i35l     16  I  n'(»,c) 

137I    27      n(c)  =  JF  +  -^arcUng. 

'â8    22  I  n»(7j,c)— Pc 
147 

i5k 


209 
212 

2l5 


^ 


23  I  i/a 
5      v^(i +,«)-,., 


17  I  /»  =  — 


4 


1/3 


2j 


237  4enr. 


nS 


U=|/3[E(i,4,)-,etc.] 
module  c 


»7*       4  I  -f-  4A2  co$-4^ — etc. 
3nMerp.(  -iiîi^Ev 

I         -      I    C0B«C08*ff 

3i6       8  I  V/(8m*#— 5m*fc> 
321      i6  I  MNco8**""»# 


327 
354 


i5  (  déduit  de  c^ 

20      8in»4  +  — -oosS' 


355' dern.l  a^sînV 


358l 


8     (1+2OC1»' 


359 


a»=c«+A\  Alor»oiia8Sr= 


4    T(-y)/^^ 


*■  I  (?-.) 


i58l    20 


i+f±:. 


28in^é 


Ib.l      9      1/(1— ^).|/(,-,) 
369        I      roo8PN  =  » 

370J  la  I  de  ces  formules 

379  5     DBM«=^ 

IbA  1 1  I  dn  méridien  lui-même 


T.  I. 


1 


Pag. 

L. 

Lig. 

383 

20 

4o8 

* 

=»9 

423 

«4 

43 1 

II 

436 

444 

463 

«4 

11 

• 

4 

469 

dern. 

4v 
4,5 

5 
12 

Corrections  et  additioos. 

A  +  C 
A— B 

_C— B    . 
•^~C+A'*' 

art.  372. 

iaV»(i— m»)  — 
2LF'»  +  F(*,  O 
i  +  c^^ 
2 

art.  449 
tF'c 


Pag. 

477 

Lig. 

5 

480 

25 

5i3 

'7 

5i5 

12 

520 

7 

521 

I 

524 

21 

525 

7 

/*. 

10 

526 

9 

546 

21 

Corrections  et  additions. 


selon  que  e 
AB 


(n\e    . 

-f-  hadit  sin  « 
_  H*  /i— pK» 
2a  \    2p   ) 
H'  (m  +  TO  ) 
Fig.  3o  et  20 
TVYX 

{«+/*)  (^+/) 
par  R'  et  —  R' 


—  I 


Page  4o>  l*giie*49  <tjouU%  :  Cette  expression  peut  être  représentée^  si  Ton*  veut;  par 
un  seul  arc  de  la  courbe  compté ^  à  partir  soit  du  point  M^  soit  du  point  N,  en  tour- 
nant constamment  dansleseqs  MN.  En  e&t,  soit  M,  M',  M". .  .M^,  la  série  des  points 
M  de  la  courbe  situés  à  TinterTalle  d'une  demi-cireonférence,  ceux  de  rang  pair  se 
confondant  arec  le  point  iVf ,  et  ceux  de  rang  impair  ayec  son  opposé  M'.  Soit  de  niénie 
N,  ]!?',  N''...NS  la  série  des  points  N  situés  à  un  pareil  înterTalle.  Li'arc  2^1^+^ 
sera  compris  depuis  le  point  91  jusqu'au  point  N^^  et  l'arc  ai&«'  — «**  sera  compris 
depuis  le  point  N  jusqu'au  point  M,*  :  ainsi  un  seul  arc  représentera  dans  tous  les  css 
la  fonction  F(c^  f). 
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Bh 


Bl      ^ 


i^ï^r.  4. 


^ O 


TX 


Fi^ .  6 . 


M 


^f/.12. 


Fi^.h. 


B 


Bl 


^f>.l3 


Traité  de^^fi^riet.  EU^t.  TonuJ.  JPi.  ZT. 


M'  I'  D   r 


■»-■ 


L' 


±r 


—  0 


J^e^ .  u  . 


ï; 


1/ 


JK' 


Traité  des  fifttct* 


i-i^.t». 


j;^,/ 


l'if  s3 


1      JlJLA' 


t — pè^ 


hL 


J'i^.  JJ 
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/^ 

^ 

X        \ 
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